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Espacos vectoriais

Notacao

Sendo A uma matriz, U um espaco vectorial e X um conjunto de vectores:

Nicleo de A: A (A)

Espacgo das colunas de A: %(A)

Espacgo das linhas de A: Z(A)

Espago gerado por X: (ou expansao linear de X) L(X)
Caracteristica de A:  car(A) ou car A

Dimensao de U: dim(U) ou dim U

Matriz de mudanga de base (da base B; para a base By): Mz, 5,
Espaco dos polinémios de grau menor ou igual a n: P,
Espago dos polinémios (de qualquer grau): P

Base canénica de P,,: P, = (1,¢,...,t")

Base canodnica de R": &,

Espaco das matrizes reais n x k: M, (R)

Espago das matrizes complexas n x ki M,,x(C)

Observacoes

e Repare-se nas seguintes conven¢des tipograficas, a adoptar nestes apon-
tamentos:

— x: vector de R". Ex.: ¢ = (1, —3)

2
— u: vector coluna. Ex.: u= [45]




Espacos vectoriais

— [x]p: vector coluna das coordenadas de x na base 5.

Exemplo: (Seja B a base ((0,1),(1,1)) de R?)

x=(1,-3)

[@]e, = [4]

[] = [%] (o mesmo que o anterior; subentende-se que se trata
da base canénica)

x = [%] (o mesmo que o anterior)

=]z =[]

x5 = [7'] (o mesmo que o anterior)

()

= (—4,1) (vector formado pelas coordenadas de @ na base

)

[€]e, = Mg, p[®]s, ou seja, [ 5] = [0 1] [

@

e Estabelecemos que a base ordenada candnica no espaco das matrizes reais
Ms,2(R) (respectivamente, matrizes complexas Mlyy2(C)) € o conjunto
ordenado ([$8],1048],1981,189]). No caso geral das matrizes My,
a base candnica é semelhante: é constituida por matrizes com todas as
entradas nulas exceto uma com o valor 1; a ordenacdo é feita de modo
que a entrada n3o nula é a entrada-(11) no caso da 12 matriz, e vai
“percorrendo as linhas” da esquerda para a direita.

Os espacos vectoriais R”

3-1) Quais dos vectores seguintes sdo combinag&o linear dos vectores u = (0, —2, 2)
ev=(1,3-1)7

a) (2,2,2)
b) (3,1,5)
c) (0,4,5)
d) (0,0,0)

3-2) Exprima os vectores seguintes como combinac3o linear dos vectores u = (2,1, 4),
v=(1,-1,3) ew=(3,2,5).

a) (—9,—7,—15)
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b) (6,11,6)
¢) (0,0,0)
d) (7,8,9)

3-3) Considere os vectores:
=(2,1,0,3) wa=(3,-1,5,2) ws3=(—1,0,2,1)

Quais dos vectores seguintes pertencem a L{v;,va,v3}7

a) (2,3,-7,3)
b) (0000)
c) (1,1 1,1)
d) (—4,6,—13,4)

3-4) Diga, justificando a resposta, se o seguinte conjunto é ou n3o um subespaco
linear de R?,

a) A reunido dos 22 e 4° quadrantes.

b) O semiplano “superior” delimitado pela recta y = —x.
c) A regido que é delimitada pelas rectas y = x e y = —x e contém o eixo
dos yy.

3-5) Diga, justificando a resposta, se o conjunto indicado ¢ gerador de R?,

a) {u,v}, sendo u colinear com v.

b) {w,v}, com w situado na recta y = = e v situado na recta y = 2z, sendo
ambos ndo nulos.

¢) {u,v,w}, com u e v como na alinea anterior e w situado no 3° qua-
drante.

3-6) Quais dos seguintes conjuntos com as operacdes usuais de adi¢do vectorial e
multiplicacdo por escalares reais sio subespacos lineares de R3?

a) O conjunto de vectores da forma (a,0,0) com a real.
b) O conjunto de vectores da forma (a, 1,1) com a real.

¢) O conjunto de vectores da forma (a,b,c) com b =a+ c e a,b, c reais.

4



Espacos vectoriais

d) O conjunto de vectores da forma (a, b, c) com a, b, ¢ inteiros.

e) O conjunto de vectores da forma (a,b,c) comb=a+c+1ea,b,c reais.

3-7) Quais dos seguintes conjuntos com as operacdes usuais de adi¢do vectorial e
multiplicacdo por escalares reais sio subespacos lineares de R*?
a) O conjunto de vectores da forma (a, 0,0, 1) com a real.
b) O conjunto de vectores da forma (a,b,0,0) com a, b reais.

c) O conjunto de vectores da forma (a,b,c,d) comb=a+c—d e c=2d,
sendo a, b, ¢, d reais.

d) O conjunto de vectores da forma (a, b, ¢, d) com a,b, ¢, d positivos.

e) O conjunto de vectores da forma (a, b, c,d) com ¢ = a+b+1ed = 2a—b,
sendo a, b, ¢ reais.

3-8) Para cada um dos seguintes conjuntos, diga, justificando, se é subespaco linear
do espaco R™ apropriado.

LE{(1,0,-1)})U{(z,y,2) eR® x4y =z}
{(z,y,2) e R3: x4y = —2}

{(z,y) eR? : 2y =0}

L0, D} U {(,5.2) € R -2~y + = =0}
{(z,y,2) eR®:x=y+1Az+x=0}

{(z,y,2) ER®: 042y —2=0Az —2y — 2 =0}
{(iv,y,z)€R3:x+y:0/\x+y+z:_1}
{(z,y,2) ER* iz +y=1Az+2=0}
£{(1,0,-1)} n £{(1,2,0),(-1,1,1)}

{(x,y,2) ER®:xy+x=0A2+ 2 =0}

o & o T o

L

o3

— — e T ' —

—e

—.

3-9) Mostre que os conjuntos My, (R),P,,P e C|a,b] (sendo a < b) sdo espagos
lineares reais, quando munidos com as operagoes de adicao e multiplicagcao por
escalares usuais.

3-10) Verifique se R? é um espaco linear, relativamente as operacdes de adicdo e
multiplicacdo por escalares definidas por:

o (z,y)+(2,y)=(z+a",y+y) para (z,y),(2",y) € R?
o a(r,y) = (—ay,axr) para (r,y) e RZea € R

>
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Independéncia linear, bases e dimensao

3-11) Determine quais dos conjuntos seguintes sdo linearmente independentes, e ob-
tenha uma base para a sua expansao linear.

a) {(1,1,0),(0,0,1)}

b) {(1,2,6),(1,1,1),(2,3,7),(0,1,5)}
C)UQZ®KQQ®J7 D}

d) {(1,2,4),(-2,—4,-8)}

e) {(2,-1,3),(4,1,2),(8,-1,8)}

f) {(3,1,4),(2,-3,5),(5,-2,9), (1,4, - 1)}
g) {(1,2,6),(3,4,1),(4,3,1),(3,3,1)}

3-12) Seja W o subespaco linear de R? definido por:
W ={(z,y,2) €R®: 3z — 2y + 52 = 0}

a) Determine uma base B do subespago W, e indique a dimens&o de V.

b) Verifique que o vector v = (1,4,1) pertence a W, e determine o vector
(v)p das coordenadas de v na base B.

3-13) Determine uma base e a dimens3o de cada um dos seguintes subespacos lineares

de R3.
a) {(z,y,2) - x—y=0}
b) {(z,y,2) : 2= =2y Az = —dy}
c) O conjunto dos vectores (a,b,c) com b =a+ c.
d) O conjunto dos vectores (a,b,c) comb=a+ce c=2a.

3-14) Seja W o subespaco linear de R* definido por:
W={(ryz,w)eR 2 —y+2-w=0A-4y+2=0A2—w =0}

a) Determine uma base ordenada B do subespaco W, e indique a dimensao
de W.

b) Verifique que o vector v = (1,0, 0, 1) pertence a W, e determine o vector
coluna vi das coordenadas de v na base da alinea anterior.
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3-15)

3-16)

3-17)

3-18)

3-19)

3-20)

Espacos vectoriais

Seja W o subespago de R* gerado pelos vectores u = (1,0,0,0), v = (2,2,0,0)
ew = (0,-2,0,0).
a) Mostre que S = {u,v,w} ndo é uma base de V.

b) Determine uma base de W e a sua dimenséo.

Determine uma base e a dimensao de cada um dos seguintes subespacos lineares
de R*.
a) {(z,y,z,w) : 3z —2y+ 5z —w =0}

{(z,y,z,w) : —dy+w=0A2y— sw=0}

o o T

)

)

) O conjunto dos vectores da forma (a, b, ¢, 0).

) O conjunto dos vectores (a,b,c,d) comd=a+bec=a—b.
)

e) O conjunto dos vectores (a,b,c,d) coma=b=c=d.

Acrescente um vector da base candnica de R? ao conjunto S = {v;, vy} de
modo a obter uma base de R3.

a’) V1 = (_]—7273) V2 = (17 _27 _2)
b) V1 = (17 _172) Vg = (37 L _2)

Acrescente vectores da base candnica de R* ao conjunto S = {v;, v2} de modo
a obter uma base de R*.

V1 = (17_4727_3) Vg = (_3787_476)

Seja S = {v1, vz, v3} uma base de um espaco linear W, e considere os vectores:
Uy = U1 Uy = V1 + V2 Ug = V1 + V2 + U3

Mostre que {uy,us, uz} € também uma base de W.

Determine uma base do subespaco linear de R3 gerado por cada um dos conjun-
tos seguintes, e obtenha equagdes vetoriais, paramétricas e cartesianas, desses
subespacos.

a) {(1,1,0),(0,0,1)}



3-21)

3-22)

3-23)

3-24)

3-25)

Espacos vectoriais

b) {(1,2,6),(1,1,1),(2,3,7),(0,1,5)}

Determine o vector (2, 1)s, das coordenadas de (2, 1) na base B;.
a) Bl = ((17())7(071))
b) By = ((1a0)7(272))
C) BS = ((LO)?(L_]-))

Determine o vector (2, —1,3)5, das coordenadas de (2, —1,3) na base B;.

a) By =((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1))
b) B, =((1,0,0),(2,2,0),(3,3,3))

Determine o vector (1,0,2,—1)p, das coordenadas de (1,0,2, —1) na base B;.

a) By =((1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1))
b) B, =((1,0,0,0),(1,1,0,0),(1,1,1,0),(1,1,1,1))

Dada a base ordenada B e a coluna xg, determine o vector x.

a) B=((21),(-1,1) xp= [_31]

b) B=((1,-1,1),(0,1,2),(-1,2,0)) xg= |—1

Dado o subespaco
V={(z,y,2) ER’ : 2z +y— 2 =0},

de R3, diga, justificando a resposta, se cada uma das afirmacdes seguintes é
verdadeira ou falsa.

a) O conjunto {(—1,1,—1),(0,2,1)} é uma base de V.

b) A dimensdo de V' é 2.

¢) O conjunto {(1,0,2),(0,0,—1),(0,1,1)} é linearmente independente.
d) O conjunto {(1,0,2),(0,0,—1),(0,1,1)} é uma base de V.
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3-26)

3-27)

3-28)

3-29)

3-30)

Espacos vectoriais

Subespacos associados a uma matriz

Determine a dimensao e uma base do nucleo, do espaco gerado pelas linhas e
do espaco gerado pelas colunas da matriz:

30 1 42
0 —1 (b) B= 10 1
0 2 1

1
(a) A=|1
0 0

1
0

Seja A uma matriz e seja B uma matriz que se obteve efectuando uma operacao
elementar sobre A. Mostre que o espaco .Z(A) das linhas da matriz A ¢ igual
ao espago .Z(B) das linhas da matriz B.

Seja R uma matriz k x n em escada de linhas. Mostre que o conjunto das
linhas ndo nulas de R é linearmente independente.

Recorrendo as propriedades expressas nos exercicios 3-27 e 3-28, determine
uma base e a dimensdo de cada um dos subespacos lineares (do espago R™
apropriado) gerados pelos conjuntos seguintes.

a) {(1,1,2),(1,2,1),(2,3,3)}
b) {(-1,1,1,2),(1,1,0,1),(-2,0,1,1),(3,1,—1,0)}

Diga se cada uma das seguintes proposicoes é verdadeira ou falsa:
a) A caracteristica de uma matriz é igual ao nimero das suas colunas ndo
nulas.
b) A Ulnica matriz de tipo m x n com caracteristica 0 é a matriz nula.
c) As operagdes elementares preservam a caracteristica.

d) A caracteristica de uma matriz é igual ao nimero maximo de colunas da
matriz linearmente independentes.

e) A caracteristica de uma matriz é igual ao nlimero maximo de linhas da
matriz linearmente independentes.

f) A caracteristica de uma matriz n X n é menor ou igual a n.



3-31)

3-32)

3-33)

3-34)

Espacos vectoriais

Seja A uma matriz real cuja forma reduzida de escada de linhas é:

1300 0
0010 -2
0001 4
00 0O0 O

Complete de modo a obter afirmacdes verdadeiras:

a) A caracteristica da matriz A é ...........

b) A dimensdo do espaco das colunas de A é ...........

c) O vector ndo nulowv = ........... pertence ao espaco das linhas de A.
d) Uma base do nicleo de A é ..........

Utilize a informacao da seguinte tabela para determinar a dimensao do espaco
gerado pelas linhas da matriz A, do espaco gerado pelas colunas de A, do
nicleo de A (nulidade de A) e do ndcleo de A™.

(&) | (b) | (c) | (d) | (¢ | () | (g)
A 3x3[|3x3[3x3|5x9]9x5|4x4]6x2
car A 3 2 1 2 2 0 2

Utilize a informagdo da seguinte tabela para determinar se o correspondente
sistema n3o homogéneo Ax = b é possivel. Em caso afirmativo, indique o
numero de variaveis livres da solucdo geral.

(&) | (b) | (¢) | (d) | (¢ | () | (8)
A 3x3|13x3[3x3[5x9|9x5|4x4|6x2
car A 3 2 1 2 2 0 2

car(A|b) 3 3 1 2 3 0 2

Determine bases para o ntcleo .4 (A), para o espa¢o das linhas Z(A) e para
o espa¢o das colunas % (A) da matriz

1 4 0
A:[—z’ 1 21}’

e indique a dimensdo de cada um destes espacos lineares complexos.

10
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3-35) Sempre que b pertencer ao espaco gerado pelas colunas da matriz real A,
escreva b como combinac3o linear das colunas de A.

a2 e[

3-36) Dados os vectores u = (1,—1,1) e v = (1,0, 1) de R3, considere as afirmacdes
seguintes:

1) O espago L{u,v,(0,1,0)} é um plano.

II) Existe um vector e de R? tal que a matriz
A= [ u ‘ \4 ‘ e }
é invertivel.

l11) O vector & = (5,0,3) é uma combinagio linear de u e v;

IV) O subespaco linear de R? gerado por u e v é
{(z,y,2) ER*:z=yAz=0}.
A lista completa das afirmacdes correctas é:

A)lellelll  B)lelll C)lell D)llelllelV

3-37) Determine a dimensdo e uma base do subespaco das solu¢des de cada um dos
sistemas seguintes:

r+y—2=0

3r+y+z2+t=0
(@) 4 —20-y+2:=0  (b) Y
Sr—y+z—1t=0
—x+z2=0

11



3-38)

3-39)

Espacos vectoriais

Suponha que o vector @ = (1, %9, x3,74) = (—1,2,4,3) é uma solugdo par-
ticular de um sistema de equacdes lineares ndo homogéneo Ax = b, e que a
solucdo geral do sistema homogéneo associado, Ax = 0, satisfaz

r1 = —3r+4s
To=7—3S

3 =T
Ty = S,

onde r e s s3o parametros reais.

a) Escreva uma representacdo paramétrica da solugcdo geral de Ax = 0 sob
forma vectorial, exprimindo-a como uma combinac3o linear de vectores.

b) Obtenha a solu¢do geral de Ax = b sob forma vectorial, e exprima-a
como uma combinacdo linear de vectores.

Seja A uma matriz real, e suponha que
@ = (—3,-2,2,—1)
é uma solucdo particular do sistema Ax = b, onde
b=(2—-4,3,-4).

Suponha ainda que g = (1,1,1, 1) é uma solugdo particular do sistema Ax =
0.

Complete de modo a obter afirmagdes verdadeiras:

a) Um vector n3o nulo que pertence ao espaco das colunas de A é ........

o

Uma soluc3o particular n3o nula do sistema ATAx =0¢ ........

Se somarmos todas as colunas de A, obtemos o vector ........

o o
— N . N N

Uma solugdo do sistema Ax = b diferente de x; é ........

Se a dimens3o do ndcleo de A for igual a 1, a natureza do sistema (refira
o grau de indeterminacdo, se aplicavel) é ........

¢]

3-40) Seja A uma matriz tal que o conjunto

{(1,1,0,0),(1,0,2,1)}

é uma base do nticleo .#"(A) da matriz A. Considere as afirmagdes seguintes:

12
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I

[l
1
v

O vector x = (—5,—2,3,—2) é solu¢do do sistema Ax = 0;
A dimens3o do espago €’ (A) das colunas da matriz A é 2;
A matriz A tem 4 colunas;

)
)
)
) A (A) ={(z,y,2,w) ER 12+ 22 =y Az =w}.
A lista completa das afirmacgdes correctas é

Al llelll  B)ILIlelv  Cllelv  D)llell

3-41) Sempre que possivel, dé exemplo de uma matriz A de tipo 5 x 3 tal que:

(1,1,1,1,1) ¢ €(A)
(1,1,1) ¢ Z(A)

a

o

@]

As colunas de A sdo um conjunto gerador de M,

)
)
)
) carA=4
)
)
)

o

O conjunto das linhas de A constitui uma base de M 3.

= @

O conjunto das linhas de A contém (estritamente) uma base de M 3.

A equacdo matricial ATx = 0 corresponde a um sistema possivel e deter-
minado.

g

Espacos vectoriais

3-42) Exprima a matriz

i

como combinac¢ao linear das matrizes seguintes:
2 1 1 -1 3 2
0 4 0 3 0 5
3-43) Exprima o polinémio p(z) = —9 — 7z — 152 como combina¢3o linear dos
polinémios

pi(r) =2+x+42> py(x)=1—a2+32> py(v) =3+ 22+ 527,

13
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3-44) Considere as matrizes:

A T R I

Determine se o seguinte vector de M5 é combinacdo linear das matrizes

anteriores:
)[4
9 oo
'
o |7 ]

3-45) Determine se os vectores seguintes sdo ou n3o linearmente independentes. Caso
o nao sejam, indique um subconjunto linearmente independente com o maior
numero possivel de elementos.

a) No espaco IP3 dos polinémios de grau menor ou igual a 3:

p(t) =1

po(t) =141t

p3(t) =1+t + ¢
pat) =1+t+2+1°

b) No espago My,»(R) das matrizes quadradas de ordem 2 com entradas
reais:
11 11 0 0
11 10 0 -5

3-46) a) Calcule as coordenadas do polinédmio p(t) = (1—t)(1+4¢) na base canénica
de ]P)g.

b) Considere o subespaco linear S de IP3 gerado pelo conjunto:
{1—2t, 142 142t — 312, t*}

Verifique que este conjunto n3o é uma base de S, e indique uma base de

S.

14
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c) Determine o vector das coordenadas do polinémio p(t) = 3 —t* nas bases
das alineas a) e b).

d) Considere o conjunto:
W ={pePs;: p0) =0}

Mostre que W é um subespaco linear de P35, e indique a dimensao deste
subespaco.

3-47) Exprima o vector v como combinagdo linear dos vectores da base {vy, v, v3}

de]Pg.
a) v=4—3r+a? v =1, vy =1, v3 =22

b) v=2—x+2? v =14z v =1+2% v3 =0+ 2?

3-48) Determine as coordenadas do vector A na base (A, Ay, A3, Ay) de Mgyo.

R
=y o] =l o] a=fig] a0 Y]
b) A:[é ﬂ

3 6 0 -1 0 -8 1 0
Al_{?, —6] AQ_{—l 0} A?’_[—u —41 A4_{—1 2]

3-49) Mostre que se U e V' sdo subespacos lineares de um espaco W, entdo U NV
e U + V também sdo subespacos lineares de W.

3-50) Dados os subespacos U e W de R*, determine uma base de U N e uma base
de U + W, e indique as dimensoes destes subespacos.

a) U=/L{(1,0,2,0)}
W= {(r,y,z,w) ER* 1y +22—w=0A-y+3w=0Az=0}

b) U= L{(1,0,-1,0),(0,1,1,0)}
W= {(z,y,z,w) ER* : —x+y—2w=0A2y—2z=0}

15



3-51)

3-52)

3-53)

3-54)

Espacos vectoriais

c) U= L({(0,0,1,0),(-2,0,0,—2)})
W={(r,y,z,w) ER* : 1+ 2y —2—w=0A7—w=0}

Verifique que dim U + dim W = dim(U N W) + dim(U + W) nos trés casos
considerados no problema anterior.

Diga em que casos os pares de subespacos decompdem R* numa soma directa.

Verifique quais dos conjuntos seguintes sdo espacos lineares reais (relativamente
as operac¢des usuais), e para os que o forem indique a sua dimens3o e determine
uma base.

a) O subconjunto do espaco linear P5 formado pelos polinémios:
p(t) = ag + art + ast? (com ag + a; = 0)
b) O subconjunto do espago M2 (R) formado pelas matrizes invertiveis.

¢) O conjunto {[2Y] € My s(R) : a € Z}.

d) O seguinte subconjunto do espaco das fungdes continuas de R em R:

L{cos’t —sen®t, cos2t +sent, sent}

Determine se o seguinte conjunto é espaco linear (real ou complexo), relativa-
mente as respectivas operacoes de adicdo e multiplicacdo por escalar usuais.
a) O conjunto das matrizes da forma [&?%].
b) O conjunto das matrizes diagonais 2 x 2.

¢) O conjunto das matrizes quadradas que comutam com uma dada matriz

B.

O conjunto das fungdes f : R — R impares.

o

O conjunto das fungdes f : R — R que se anulam em 1.

@

O conjunto dos polinémios reais que se anulam em 0.

—
N’ ~— ~— —

O conjunto das fungdes f : R — R com segunda derivada continua tais
que f"(z) +af'(x) + bf(z) = cosz, com a e b dados.

o

Para cada um dos seguintes conjuntos de matrizes, determine se constitui um
espaco linear complexo, relativamente as operacdes usuais. Em caso afirmativo,
determine uma base do subespaco.
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Espacos vectoriais

a) O conjunto das matrizes complexas n x n invertiveis.

b) O conjunto das matrizes complexas 2 X 2 que comutam com a matriz

b 4]

3-55) Diga, justificando a resposta, se o seguinte subconjunto do espaco linear dado
é subespaco linear. Em caso afirmativo, indique a sua dimensao.

I) Em MQXQ(R):

a) O conjunto das matrizes cujas entradas sdo niimeros inteiros.
b) O conjunto das matrizes com trago nulo.

¢) O conjunto das matrizes anti-simétricas.

d) O conjunto das matrizes com determinante nulo.

II) Em P3(R):

a) O conjunto dos polinémios com termo independente nulo.

b) O conjunto dos polinémios ag + a;x + asx? + asx? tais que ag +a; +
as + ag = 0.

c¢) O conjunto dos polinémios com coeficientes inteiros.

d) O conjunto dos polinémios de grau menor ou igual a 1.

3-56) Determine uma base para cada um dos espacos lineares seguintes.

3-57)

a)
b)

L{L, 1+t 1+t+t*1+t+1>+t*} (subespaco de P3)
O subespago de My, »(R) gerado pelas matrizes:

ENENE

Determine as coordenadas do polinémio (1 — ¢)(1 + t) na base candnica
de IEDQ.

Considere o subconjunto S C Py dado por:
S={1-2t,1+t*t1+2t— 3t ¢*}

Diga, justificando, se S é uma base de Ps.

Diga qual a dimensdo de £(S), e determine uma base deste espaco.
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Espacos vectoriais

d) Diga se o subconjunto de todos os polinémios de P, que se anulam em 0
€ um subespaco linear de IP;. Em caso afirmativo, indique a sua dimensao
e uma base.

3-58) Considere a base ordenada B = (1,1 + t,2t + t?) do espaco linear Py. As
coordenadas de p(t) = 3 + ¢ + t* na base B so:

0(@8,-3,1) O(»,-1,1) O@6,-1,1)  O@4,-1,1)

Matrizes de mudanca de base

3-59) a) Determine a matriz Mp, s, de mudanca de base da base canédnica de
IR? para a base ordenada B = ((—1,0),(—1,1)), e calcule o vector das
coordenadas de (2,2) na base B.

b) Determine a matriz Mg, 5 de mudanca de base da base B’ de R? para
a base candnica, sendo B’ = ((1,2), (-2, 1)).

c) Determine a matriz Mg, .

3-60) Considere a base ordenada B = ((0, 1,0),(1,0,1),(2,1, O)) de IR3.

a) Determine a matriz de mudanca de base da base candnica de R? para a
base B.

. 1
b) Determine o vector v tal que v = [—21}

c) Determine a matriz de mudanga de base da base B para a base
B =((-1,0,-1),(2,1,0),(0,1,0)).

d) Determine a matriz de mudanca de base da base canénica de R? para a
base B’ usando as matrizes de mudanca de base das alineas anteriores.

2 1 0
3-61) Seja B a base de R® tal que Mg, 5= |1 —1 1 | eseja B = (v1,v,03)
0 0 -3

a base ordenada de R? tal que
(v1)g = (1,0,-1), (v2)5 = (0,1,0) (v3)s = (1,-1,1).

a) Determine a base 5.
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Espacos vectoriais

b) Calcule (1,2,—1)3.
c) Determine as matrizes Mp, 5 € Mg, .

d) Determine a base B'.

3-62) Dada uma base B = (u,v,w) de R?, considere os vectores:

v =u+v
/
vV =u—v

w=u+v+w

a) Mostre que (u/,v',w’) é uma base B’ de R3.
b) Determine a matriz de mudanca de base de 3 para a base B'.

c) Calcule (2u+3v —w)p.

3-63) Determine a matriz de mudanga de base da base candnica de Py para a base
ordenada B = (1 +t 1 +t2 1+t + t2), e calcule o vector das coordenadas de
2 — 3t + t% na base B.

3-64) Obtenha uma base do subespago de My, o constituido pelas matrizes de trago
nulo, e determine uma base BB de My,» que a contenha. Calcule a matriz de
mudanca de base Mp_, 5, sendo . a base candnica de Myyos.
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Solucoes

3-1) a),b)ed).

3-2) a
b

C

)
)
)
d)

—9,-7,—15) = —2(2,1,4) + (1, —1,3) — 2(3,2,5)
6,11,6) = 4(2,1,4) — 5(1,—1,3) + 1(3,2,5)
0,0,0) =0(2,1,4) + 0(1,—1,3) + 0(3,2,5)

(
(
(
(7,8,9) = 0(2,1,4) — 2(1,—1,3) + 3(3,2,5)

3-3) a),b)ed).

3-4) a)

3-5) a)

3-6) a

o o

o

Nao.
N3ao.
Nao.

N3ao.
Sim.

Sim.

Sim (é subespago de R?).
Nao.
Sim.
Nao.
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3-7)

3-8)

o A~ o o
N— N N N N

5

—H o o T
N N T e e e T S N

@

= 0R

—e

—.

Nao.

Niao (ndo é subespago de R?).

Sim.
Sim.
Nao.
Nao.

Nao.
Nao.
Nao.
Sim.
Nao.
Sim.
Nao.
Nao.
Sim.

Nao.

3-10) Nao é espago vectorial.

3-11)

3-12)

E linearmente independente. Base: {(1,1,0),(0,0,1)}

E linearmente dependente.

E linearmente dependente.

E linearmente dependente.
E linearmente dependente.
E linearmente dependente.

E linearmente dependente.

B:
(v)

(

|| wlw

((2,1,0
3(1)

Base:
Base:

Base:
Base:
Base:

Base:

21

{(1,2,6),(1,1,1)}
{(2,2,2),(0,1,1)}
{(1,2,4)}
{(2,-1,3), (4,1,2)}
{(3,1,4),(2,-3,5)}
{(1,2,6),(3,4,1),(4,3,1)}



3-13) a) Base: {(1,1,0 (0,0,1)} Dimensio: 2
b) Base: {(—2 } Dimensao: 1
¢) Base: {(1,1,0),(—1,0,1)} Dimensao: 2
d) Base: {(1,3,2 } Dimensao: 1

3-14) a) Base: B=((1,0,0,1)) Dimensao: 1
b) [v]s =[]

3-15) b) Base: {u,w} Dimensao: 2

3-16) a) Base: ((2,3,0,0),(—5,0,3,0),(1,0,0,3)) Dimensao: 3
b) Base: ((1,0,0,0),(0,1,0,4),(0,0,1,0)) Dimensao: 3
c¢) Base: ((1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0))  Dimensao: 3
d) Base: ((1,-1,2,0),(1,1,0,2)) Dimensao: 2
e) Base: ((1,1,1,1)) Dimensao: 1

3-17) a) (1,0,0)

3-18) (0,0,1,0) e (0,0,0,1).

3-20) a) Base: {(1,1,0),(0,0,1)}
Equagao: —z +y =0

As equagobes cartesianas podem ser obtidas da forma seguinte. O con-
junto {(1,1,0), (0,0, 1)} é linearmente independente e, portanto, é uma
base da sua expansao linear S. Se designarmos por (z,y, z) um ele-
mento arbitrario de S, a matriz

1
A=|1
0

= O O
IS NS
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3-21)

3-22)

3-23)

3-24)

3-25)

tem caracteristica menor que 3 se e s6 se o conjunto

{(1’ ]‘70)7 (07 07 ]‘)’ (:L‘7 y’ 2)}

for linearmente dependente. Conclui-se assim que car A = 2. Aten-
dendo a este facto, reduzamos a matriz A a uma matriz em escada de
linhas usando o método de eliminacao de Gauss:

1 0 z 1 0 T 1 0 x
01 =z 0 1 z 00 —z+y

Obtemos deste modo a equagao —x + y = 0 para o plano S. Neste
exemplo muito simples, esta equagao poderia ser obtida simplesmente
“olhando” para o conjunto {(1,1,0), (0,0,1)}. No entanto, pretende-se
com esta resolucao ilustrar um método geral.

Base: {(1,2,6),(1,1,1)}
Equagao: z+4x — 5y =0

(27 1)31 = (27 1)
(2’ 1)82 = (17 1/2)
(27 1)33 = (37 _1)

(2,-1,3)5, = (2,—1,3)
(2,-1,3)5, = (3,—2,1)

(1,0,2,—-1)5, = (1,0,2,—1)

(1,0,2,—1)5, = (1,-2,3,—1)
x=(7,2)

x=(2,-21)

Falsa.
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3-26)

3-29)

Verdadeira.
Verdadeira.

Falsa.

Base de A4 (A): {(1,1,0,2),(0,0,1,0)} dim A (A) =
Base de .Z(A): {(1,-3,0,1),(1,1,0,—1)} dlm,i”(A) =
Base de ¥(A): {(1,1,0),(—=3,1,0)} dim?(A) =

Base de A (B): @ dim A (B) =

Base de Z(B): {(4,2),(0,1)} dim .Z(B) =

Base de €(B): {(4,0,2),(2,1,1)} dim¥(B) =

Base: {(1,1,2),(0,1,-1)} Dimensao: 2
Base: {(—1,1,1,2),(0,2,1,3)} Dimensao: 2

Consideremos a matriz

A=

DO =

1
2
3

W — N

cujas linhas sao constituidas pelos vectores dados. Recorrendo ao re-
sultado expresso no exercicio 3-27), sabemos que o espago das linhas
de A e o espaco das linhas de qualquer matriz obtida a partir de A a
custa de operacoes elementares coincidem.

Reduzindo A a uma matriz em escada de linhas usando o método de
eliminacao de Gauss obtemos:

1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 2
2 3 3 2 3 3 01 —1 0 0 O

As consideragoes anteriores permitem concluir que o espago das linhas
da matriz [é é —(2)1} é 0 espago Z(A). Atendendo a que, por outro lado,

as linhas nao nulas de uma matriz em escada de linhas sao linear-
mente independentes (cf. o exercicio 3-28)), deduz-se que o conjunto
{(1,1,2),(0,1,—1)} é uma base de .Z(A).

b) A resolucao desta alinea é semelhante.
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3-30)

3-31)

3-32)

o

o Ao
— N e N N N

—

Falsa.

Verdadeira.
Verdadeira.
Verdadeira.
Verdadeira.
Verdadeira.

3
3
(1,3,0,0,0)
{(-3,1,0,0,0),(0,0,2,—4,1])}
dim Z(A) =3
dim % (A) =3
dim A (A) =0
dim A (AT)
dim Z(A) =2
dim%(A) =2
dim A (A) =1
dim A (AT) =1
dim Z(A) =1
dimé(A) =1
dim A (A) =2
dim A (AT) =2
dim Z(A) =2
dim % (A) =2
dim A (A) =7
dim A4 (AT)
dim Z(A) =2
dim % (A) = 2
dim A (A) =3
dim A (AT) =7
dim Z(A) =0

0

3
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dim%(A) =0
dim A (A) =4
dim A (AT) =4
g) dim.Z(A)=2
dimé(A) =2
dim A (A) =0
dim A (AT) =4

Sim; 0
Nao.
Sim; 2

3-33) a)
)
)
) Sim; 7
)
)
)

o o T

Nao.
Sim; 4
Sim; 0

@

—

g
3-34) Basede A4 (A): {(—i,1,0)} dim A (A) =1

Base de Z(A) : {(1,4,0),(—1,1,2i)} dim Z(A) =2
Base de €(A) : {(1,—1),(0,2i)} dim%(A) =2

3-37) a) Dimensao: 1 Base: {(1,0,1)}
b) Dimensao: 2 Base: {(0,—1,0,1),(1,1,—4,0)}

-3 4
1 —1

3-38) a) x=r R comr,s € R
0 1
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3-39) a) (2,-4,3,—4)

e) Possivel e indeterminado, com grau de indeterminacao 1.

A matriz nula.

o

A matriz nula.

Impossivel.

[aVERNe
Sa— N e N N

Impossivel.

Impossivel.

|

g) Impossivel.

s 5 3] =sf5 ] [ 5]+ [ 3

3-43) p=—2p1 +p>—2p3

—h
N—
—
cooor

QOO O
OOoO—OO

3-44) a) Sim.
b) Sim.
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3-45)

3-46)

3-47)

3-48)

3-50)

3-51) Ri=

3-52)

&

o T
— N N N

Sim.
N3o.

Sao linearmente independentes.

Sao linearmente dependentes. Qualquer dos possiveis subconjuntos
com dois elementos é linearmente independente.

(p)m = (]-707 _170)
Base: (1—2t, 1+12, 1+ 2t — 3t%)

(p)Pg = (370’ -1, O)

(p)s = (3,%,%) (sendo B a base de b))
dimW =3

v =4v; — 3uy + U3

v = 20y — VU3

(-1,1,-1,3)
(1/6,3,—1/4,1/2)

Base de U + V: {(1,0,2,0),(1,0,0,0)} (dimensao 2)
Base de UNV: @ (dimensao 0)
Base de U + V: {(1,0,-1,0),(0,1,1,0),(1,1,2,0),(—2,0,0,1)} (di-

mensao 4)
Base de UNV: & (dimensao 0)

Base de U + V: {(0,0,1,0),(-2,0,0,—2),(0,1,2,0)} (dimensao 3)
Base de UNV: (—2,0,0,—2) (dimensao 1)

U @ W nos casos a) e b).
E subespaco linear. Base: {—1 + ¢,#?}. Dimensao: 2
Nao é subespaco linear.

Nao ¢é subespaco linear.

E subespago linear. Base: {cos2t + sent,sent}. Dimensao: 2
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Sejam a, b e ¢ escalares tais que
a(cos®t — sen?t) + b(cos 2t + sent) + c(sent) = 0. (1)

O 1° membro representa uma funcao de ¢ (e nao o valor da fungao
num ponto t particular). Para que a func¢do seja nula, é necessario (e
suficiente) que a igualdade se verifique para todos os valores de t. A
igualdade (1) é obviamente vélida quando @ = b = ¢ = 0. Se este
for o tnico caso em que é valida, as fungoes dadas sao linearmente
independentes, de contrario serao linearmente dependentes.

Recorrendo a identidade trigonométrica
cos 2z = cos® r — sen’ z,
obtemos as equivaléncias

a(cos®t — sen?t) + b(cos 2t +sent) + c(sent) = 0
a(cos 2t) + b(cos 2t + sent) 4 c(sent) =0
(a+b)cos2t + (b+c)sent = 0.

A dltima igualdade é satisfeita (para todo t) sea+b=0eb+c =0,
o que acontece quando a = ¢ = —1 e b = 1 (por exemplo). Logo, as
funcoes sao linearmente dependentes.

Para obter uma base do subespaco, comecamos por retirar ao conjunto
dado uma funcao que seja combinacao linear das restantes. Estas
geram o mesmo subespaco, e portanto serao uma base desde que sejam
linearmente independentes. Uma vez que

cos 2t = (cos 2t +sent) — (sent),
retiramos a primeira fun¢ao e ficamos com o conjunto
{cos 2t + sent, sent}.
Suponhamos que
a(cos2t +sent) + b(sent) =0 (2)
para todo t € R. Considerando o caso particular t = 0, obtemos

a(cos0 +sen0) + bsen0 =0

a=0.
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Considerando o caso particular ¢t = 7, obtemos
a(cos2f +senf) +bsenf =0
0(...)+b-1=0
b=20

Logo, este conjunto de funcoes é linearmente independente, e por con-

seguinte constitui uma base do subespaco que gera.

3-53) S6 o conjunto da alinea g) nao é espago linear.
3-54) a) Nao.
b) Sim. Base: {[}9]}
3-55) 1) a) Nao.
b) S . Dimensao: 3
¢) Sim. Dimensao: 1
d) Nao.
1) Em Py(R):
a) Sim. Dimensao: 3
b) Sim. Dimensao: 3
c) Nao.
d) Sim. Dimensao: 2
3-56)
{L,1+t,1+t+82, 14+t + 248}
SRR
i1l 010
357) @) (1—1)p, = (1,0,-1)
b) Nao.

c)

dim £(S) = 3. Base: {1 —2t,1+t*,t}
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d) E subespaco linear, com dimensio 2. Base: {t, 2}
3-58) A resposta correcta é a tltima.

3-59) a) Mpee, =4 7] (2,2)p =(—-4,2)
b) Meern =[5 7

¢) Mpep =[5 1]

1
3-60) a) MB<—S3 = 0 0
0

b) v = (v)g =(3,3,—-1)

c) Mp =100 1
) B'+B |:100

d) Mpg = MpgMpcg, = {

3-61) a) B=((2,1,0),(1,-1,0),(0,1,-3))
b) (1,2,—1)z = (8/9,—7/9,1/3)
1 01 21 1
C) MB(—B’ = |:701%)711:| MS;;(—B’ = |:(3) 701 533:|
d) B =((2,0,3),(1,-1,0),(1,3,-3))
RS
3-62) b) Mp.p= |3 —3 O
0 0 1
1 0 -1
3-63) Mp.p,=|1 -1 0
-1 1 1

(2 -3t -+t = (1,5,—4)
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3-64) Base do subespago: {[_01 69, 88,09 8]}

B={[g"1.Bs, 08,68}
100 0
My g |0 100
‘ 0 010
1 00 1
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