Ficha 2 | Determinantes

Aulas praticas de Algebra Linear

Licenciatura em Engenharia Naval e Oceanica
Mestrado Integrado em Engenharia Mecanica

12 semestre 2020/21

Jorge Almeida e Lina Oliveira

Departamento de Matematica, Instituto Superior Técnico






Indice

indice 1
2 Determinantes 2
Solucoes 9



Determinantes

Notacao

Sendo A uma matriz:

Determinante de A: det A ou |A]
Submatriz-(ik) de A: Ay
Menor-(ik) de A: Mj,
Cofactor-(ik) de A: Cy
Matriz dos cofactores de A: cof A
Matriz adjunta de A: adj A
Matrizes elementares de ordem n:
a) Pj;: matriz que resulta de I trocando a linha i com a linha j (sendo
I a matriz identidade de ordem n e i # j)

b) E;j(«) (com i # j): matriz que resulta de I somando a linha i a
linha 7 multiplicada por «

¢) D;(a) (com a # 0): matriz que resulta de I multiplicando a linha
1 por «

Observacoes

e Na resolucdo dos exercicios, tenha presente o0 modo como as operacoes
elementares sobre as linhas de uma matriz alteram o determinante.
1. Se trocar duas linhas, o determinante muda de sinal.

2. Se somar a linha 7 a linha j multiplicada por um escalar, o determi-
nante nao se altera.




3. Se multiplicar uma linha por um escalar «, o determinante também
é multiplicado por «.

e Relembre que as regras apresentadas no ponto anterior resultam dos axi-
omas utilizados na definicdo axiomatica da funcio determinante. Nome-
adamente:

a) det] =1 (I é a matriz identidade de ordem n)
b) det(P;;A) = —det A (com i # j)
c¢) A fungdo determinante é linear nas linhas da matriz:
L1 7 L1 Ly
det LiJ:rLg = det Lz + det L’

L, . Ln Lo

det aL = adet L

(Supde-se que as matrizes sdo de tipo n X n e que est3o descritas
por linhas.)

2-1) Considere a matriz:

5 —10 15
A=|6 7 -1
-3 1 4

Reduza a matriz A a uma matriz R em escada de linhas, e use o determinante
de R para calcular o determinante de A.

2-2) Considere as matrizes

a 3 0 0
A= |a? o? 1 b= |«al,
0 0 « 15}

onde « e B designam nimeros reais.



Determinantes

a) Determine os valores de « para os quais a matriz A é invertivel.
b) Faga a discussdo do sistema Ax = b em termos dos pardmetros « e f3,
indicando em cada caso a solugao geral desse sistema.

2-3) Seja

a b c
A=1|d e f
g h 1
uma matriz real tal que det A = —7. Calcule:
a) det(3A) b) det(A™) c) det(2471)
a g d
d) det((24)71) e) det|b h e
c 1 f

2-4) Sem calcular explicitamente o determinante, mostre que x = 0 e x = 2 satis-

fazem a condic3o:
2

22
2 11=0
0 -3

O~ K

2-5) Sem calcular explicitamente o determinante, mostre que:

b+c c+a b+a
a b c |=0 (a,b,c € C)

1 1 1

2-6) Dé exemplos de matrizes A e B ndo nulas tais que:

a) det(A+ B) =det A+ det B
b) det(A+ B) # det A+ det B

2-7) Seja A uma matriz 4 x 4 tal que |A| = —2. Considere as afirma¢des seguintes:
) |- AT =-2
) |24] = 32;



Determinantes

My |A-3] = 1/8;
IV) |43 = -8,

A lista completa das afirmacdes correctas é:

AylelV — B)Llllelv Q) lllelv D)l llell

2-8) Dé exemplos, se possivel, de matrizes A e B tais que:

a) det(AB) # (det A)(det B)
b) det A=0edetB=0edet(A+ B)#0
c) det A # 0, sendo a diagonal de A nula

2-9) Seja A uma matriz 2 X 2 tais que |A| = —3 e seja
2 0
B- {O _3} |
Considere as afirmacdes seguintes:

I

IT
I1I
IV

A caracteristica da matriz A + B é sempre maior que 1
|BA7?| = -2/3
O determinante da matriz AT 4+ B nunca é nulo

)
)
)
) |(BA)=2| =1/324

A lista completa das afirmacdes correctas é:
A) 1l e lll B)lellelV Q) lllelV D) llelV

2-10) Considere as matrizes reais

A:

o o R

b
d
e

“ o o
Sy
Il
S
oo
oo o

Suponha ainda que |A] = —3.

Considere as afirmagdes seguintes:

) |A+B|=-12



Determinantes

1) |A—2B|=3;
) 3471 = —9;
V) |A+ BT|=-12.

A lista completa das afirmacdes correctas é:

Alelll  B)lllelv Q)L llelV D)lLllelV

2-11) Exprima o determinante
ay + b1 c1 + d1
as + bg Cy + dg

numa soma de quatro determinantes, em cujas entradas n3o figurem adigoes.

2-12) Exprima o determinante

aq —|—b1 C1 +d1 €1 +f1
CLQ—I—bQ 02+d2 €2+f2
a3+bg 63+d3 63+f3

numa soma de oito determinantes, em cujas entradas n3o figurem adicOes.

2-13) Para que valores de o a matriz n3o € invertivel?

2-14) Considere as matrizes

a a®> 0 2 0 0
A=13 a2 0 B=1|-3 -1 0}{,
0 5 a 0 0 2

onde a é um nidmero real. Resolva as seguintes questoes sem calcular a matriz
inversa de A.

a) Determine os valores de a para os quais a matriz A é invertivel.

6



2-15)

2-16)

2-17)

2-18)

2-19)

Determinantes

b) Nos casos em que A é invertivel, calcule a entrada (23) da matriz A™!.
c) Calcule det(A + B).

Considere a matriz:

e
I
oo
—w o
b

a) Calcule cof A.
b) Calcule A~ recorrendo ao resultado de a).
c) Calcule det((tr AT)(A71A?)).

Considere a matriz:

1 2
A:{B 4}.
a) Calcule cof A.

b) Calcule A™! recorrendo ao resultado de a).

Use o desenvolvimento de Laplace para calcular o determinante da seguinte
matriz.

1 -2 3 0
1 0 0 -1
0 -3 1 4
0 2 -1 0

Use a regra de Cramer para resolver os seguintes sistemas de equacdes lineares:

.T1—3$2+£L’3:4
I1—2$2:4
a b) 21’1—{132:—2
21’1—{]32:—2
42(31—3I3:—2

Seja A uma matriz quadrada real, de ordem 3, cujas entradas satisfazem as
condi¢cbes seguintes:

e a;=0paratz=1,2,3



2-20)

2-21)

Determinantes

o ajay >0parai#jek#r
Considere as afirmacdes seguintes:

I

[l
1
A%

O determinante de A é sempre igual a zero.
O cofactor (13) de A é nulo.
Nenhuma entrada na diagonal da matriz AAT é nula.

Se existe uma matriz B n3o nula tal que AB = 0, entdo A nao é invertivel.

A lista completa de afirmacdes correctas é:

Alell  B)lllelv C)lelllelv DI

Sendo A uma matriz anti-simétrica de ordem impar, qual o valor de det A? Dé
um exemplo de uma matriz anti-simétrica de ordem 3.

Considere as matrizes

a —2 0
Ay = |a? o 0 ,
1 0 a+1

onde « designa um ntimero real.

a) Use a nocdo de determinante para encontrar os valores de « para os
quais o sistema de equacdes lineares homogéneo A,x = 0 é possivel e
determinado.

b) Calcule a entrada (12) da matriz adjunta adj A, da matriz A, (em fungdo
do pardmetro «).

c) Para a = —1, determine a natureza e calcule explicitamente a solugdo
geral (se aplicavel) do sistema

em funcdo do pardmetro real .



Solucoes

2-1) |A| = 760
5 —10 15 1 -2 3
Al=|6 7 —1=5/6 7 -1 (¥
-3 1 4 -3 1 4
1 -2 3 1 -2 3 1 -2 3
=50 19 —19|=5x19/0 1 —1|=5x19/0 1 -1
0 —5 13 0 —5 13 0 0 8

=5 x19x 8 =760

Para obter (), usdmos a igualdade

5 —10 15| |5(1) 5(=2) 5(3)
6 7 -1=|6 7 -1
-3 1 4 -3 1 4

e a propriedade 3 do primeiro ponto das Observagoes (veja o inicio desta
ficha).

2-2) a) B invertivel para a # 0 A o # 3.

b) e a#0ANa#3

Como A é invertivel, o sistema é possivel e determinado, e
_3(a?— 2_
x = A7'b. A solugao geral ¢, neste caso, {( ai((a_f)), ag“(a_ﬁg), g)}




o a=0
- B#0
O sistema ¢ impossivel
— B=0
O sistema ¢é possivel e indeterminado com a solucao geral
{(2,0,0) : z e R} (G.I. =1).
o a=3
- B#9
O sistema ¢é impossivel.
~ B=9
O sistema é possivel e indeterminado com a solugao geral

((—y,4,3) : 2 €R} (G.L =1)

2-3) a) [3A4|=-189
b) A7 =~
c) |2A*1|=—§
d) [(24)7! = —5
e) 7
2-6) a) A=[3g] B=[50]
b) A=[33]  B=[}]
2-7) A)

2-8) a) Impossivel.
b) A=[56]  B=I[57]
c) A=[1s]

ATENCAO
E um erro muito frequente concluir que

“uma matriz com diagonal nula tem determinante nulo” < FALSO

Na alinea c) da-se um exemplo de uma matriz A com determinante igual a
—1 e cuja diagonal é nula.
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2-9) D)

| é falsa: Exemplo: A =[]

[l é verdadeira:
|BA™?| = |B||A™?| = | B||A|? = (—6)(-3)~°

1l é falsa: Exemplo: A =[]
IV é verdadeira:

1

(BA)™ = [BA|™ = (IBIIA) ™ = (=6)(=3))* = 5

2-10) C)

2-11)

ay + by a+d a; + by ¢ +dy

b d
+a1+1 1+ ap

as + b2 Co + d2 asg Co bg dz
a1 &1 by d; 3] &1 by d;
o (05} Cy + (05} Co + b2 d2 b2 d2
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2-12)

(l1+b1 Cl+d1 61—|—f1 a1+b1 Cl+d1 61+f1 a1+b1 Cl+d1
as + by co + dsy es + fa| = |az + by co + ds es + fa|+|as + by Co + do
as + b c3 +ds es + f3 as c3 €3 b3 ds
ay + by c1+dy e1+ fi ai + by c1+dy e1+ f1
= as Co €9 + by dy fa
as C3 €3 as C3 €3
a; + by 1+ dy e1+ fi a, + by a+d er1+ fi
+ as Co €2 + b2 d? f2
b3 ds f3 b3 ds f3
a1 C1 €1 by dy f1 a1 C1 €1 by dy f1
= |a2 Co eo| + |a2 Co ea| + |b2 ds fa| + | b2 dy fa
as C3 €3 a3 C3 €3 as C3 €3 a3 C3 €3
a1 &1 €1 by d; f1 a1 C1 €1 by d; f1
+ |as Co €| + |ao Co ea| + |be dy fa| + b2 ds fo
b3 ds I3 b3 ds /3 b3 ds I3 b3 ds /3
2-13) a) a=-1
b) — 54++/17
2
2-14) a) A matriz ¢ invertivel para a # 0 A a # 3.
b) [A7ys =
c) |[A+ B|=(a+2)*a*-1)
-8 4 2
2-15) a) cof A=|1 -2 -1
-3 0 3
i 3 2 2 2 2 3|
_1)1+1 _1)\1+2 _1)\1+3
OV A R A R
0 1 1 1 1 0
_ _1\241 1\2+42  1\2+43
cof A= | (—1) 1 _2’ (—1) 0 _2’ (—1) 01
0 1 1 1 1 0
1\3+1 _1)3+2 _1)3+3
G
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2-16) a)

2-17) det A= —17

4
—2
2-18) &) @y =l = —
;
2-19) B)

—8
——(cof A)T = ! [ 4

o=
O NI

N[

(—=6+2+0)— (0+2+0)

det((tr AT)(A7'A4%)) = (tr AT)® det(A™' 4%)
=(1+3—-2)*det A
— 8(—6)

—9
1 1[4 —2
-1+ T_ ‘.
A —|A|(cofA) - {_3 1}
_9 1 4
1 8 2 -2 10
) 3 T 9T 3
1 2 _1
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2-20) Sendo A uma matriz quadrada de ordem n (impar):

Al =| = AT = (=D)"Al = —|4].

2
~3|.
0

wor

Consequentemente, |A| = 0. Exemplo: [:5
2-21) a) detA, =0 para o € {0,—1, -2}
O sistema ¢ possivel e determinado para o € R\ {0, —1, —2}.
b) A entrada (12) da matriz adj A, = [b;;] é

-2 0
b12:021:(—1)2+1det{0 a+1:| :2a—|—2
¢) . B#2
O sistema é impossivel
e =2

O sistema ¢é possivel e indeterminado com a solugao geral
{(z,y,2) eR*:z=2,y=—1} (GL =1)
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