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Espacos euclidianos

12.1 Espacos euclidianos reais

Espacos euclidianos reais: definicio de produto interno e de norma. Exemplos em R™: o
produto interno usual; a circunferéncia de raio unitario quando se considera um produto

interno diferente do usual. Desigualdade de Cauchy-Schwarz.
Seja V' um espaco vetorial real. Uma forma ou funcao real

() VxV =R
(z,y) = (z,y)

diz-se um produto interno se, para todo x,y,z € V e todo a € R,

w

s

z,)>0 AN ((z,z)=0=x=0)

Um espaco linear real V' munido com um produto interno diz-se um espaco
euclidiano (real).

Exemplos.

1. Produto interno usual em R"
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e R2eR3

(z,y) = [|z|||ly|| cos
= T1Y1 + T2y2 em R2 (: T1Y1 + Ty + T3ys em R3>

onde 6 € [0, 7] é o dngulo entre os vetores x e y.

Note-se que a norma do vetor x satisfaz
|]* = (2, z)

e R"
(X, y) =191 + Tayo + -+ + TuYn

(,y) =y x=x"y.

Por analogia com os casos de R? e R3, define-se

||wH2:<$,w>:x%—|—x§+...+xi

ou seja

||:B||: \/(w,m>:\/x%+m%+...+x%

2. Outro produto interno em R?

Exercicio. Determine a circunferéncia C' de raio 1 e centro em (0,0)
C = {(z1,22) €R? : [|(21,22)[| = 1}
considerando

a) o produto interno usual

b) o produto interno

1 1

<(3317 352), (y1>y2)> = 5331?/1 + Zajgyg
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Norma e desigualdade triangular

Qualquer que seja o vetor € V, define-se norma de & como
]| = v{z, ). (1)
Fica assim definida uma funcao

I-]:V—-R
= |||

tal que, para todoo x € V e todo o a € R, se tem

1 |jz| >0 e || =0 <= =0
2. |laz|| = |af||=||
3. [lz+yll <zl + [yl desigualdade triangular

Uma fungdo V' — R que satisfaga as condi¢des (i)-(iii) diz-se uma norma
definida em V.

A demonstragdo de que a fun¢do definida em (1) satisfaz a desigualdade trian-
gular serd feita posteriormente recorrendo a desigualdade de Cauchy—Schwarz.
Desigualdade de Cauchy—Schwarz

Teorema 1. Seja V' um espaco euclidiano. Quaisquer que sejam x,y €V,
tem-se

[z, y)| < [l=][ly]-
Note que em R? e R3 se tem:

(@, y) = [l=[lly] cos b,

donde
[z, y)| = [lz|[lyll| cos 8] < [[z]l][y]-

Distancia
Quaisquer que sejam x,y € V, define-se distancia de = a y como

d(z,y) = ||z — yl.



Espacos euclidianos

Regra do paralelogramo

Quaisquer que sejam os vetores x,y € V, tem-se
lz +yl* + [l — ylI* = 2(lz(* + ly[*)

Exemplo. Um produto interno em My, 5(R).
Quaisquer que sejam as matrizes A, B € My,5(R), define-se

(A, B) = tr(BTA)
2

= > ayb;
3,0=1

com A = [a;] e B = [b;;]. ' Observe-se que, sendo B, a base candnica de
M2 (R),

<A’ B>M2x2(R) = <(A)Bc7 (B)BC>R4
resultando assim que o produto interno definido acima “respeita” o isomorfismo
A (A)p, entre My, (R) e R%.

Demonstracao da desigualdade triangular

lz +yll* = (x +y,z +y)
= <m’$> + 2<$,y> + <yay>
= ||z|* +2(x,y) + |ly|* < produto interno em termos da norma
< llz)* +2(z. )] + lyl*
< |lz||* +2||lz||[|y|l + |lyl>* < desigualdade de Cauchy-Schwarz
= (l=ll + llyl))?

Donde
|z +yll <z + |yl

o que conclui a demonstragdo.

! Note que tr(BTA) = tr(ATB), o que também permite definir

(A,B) = tr(ATB).
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12.2 Matriz de Gram

Seja V' um espaco euclidiano real e seja B = (by,by,...,b,) uma base de
V. Sendo x,y € V tais que xp = (a1, a2,...,0,) e yg = (51,02, -, 5n),
tem-se

(x,y) = (a1by + asby + - - - + apby, f1by + Pabs + - - + B,b,)

<b1, b1> <b2, b1> e <bn, b1> (05}
b by) (by.by) ... (b,.b
= [61 62 Bn] < 1: 2> <2 2> < 2> OiQ
(b1,by) (b, ... (b b)) | |an
kg

Assim, dado um produto interno em V' e uma base B, é possivel determinar
uma matriz G tal que
T
(x,y) = ypGxp.

A matriz G = [g,;], onde para todo i,j = 1,...,n, se tem g;; = (b;, b;), diz-se
a matriz de Gram do conjunto de vetores {by, by, ..., b,}.

Note que:

e (G é uma matriz n x n real simétrica (G = G7);

e para todo o vetor x € V, nao nulo,

ngxB > 0.

Uma matriz (quadrada) real simétrica A de ordem k diz-se definida positiva
se, para todo o vetor £ € R™ n3o nulo, xTAx > 0.

Exercicio. Considere que R™ estd munido com a base canédnica &,. Qual é a
matriz de Gram G que corresponde ao produto interno usual em R"? E a que
corresponde ao produto interno do exercicio (b) da Secgdo 187

Proposicao 1. Uma matriz real simétrica é definida positiva se e so se
todos 0s seus valores proprios sao positivos.
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Teorema 2. Seja A uma matriz real simétrica de ordem n. As afirmagoes
sequintes sao equivalentes.

(i) A expressdio
(@, y) =y"Ax

define um produto interno em R"™.

(ii) A é uma matriz definida positiva.
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12.3 Espacos euclidianos complexos.
Vetores ortogonais.

Espacos euclidianos complexos. Exemplo: produto interno usual no espaco C™. Matriz de

Gram; matrizes hermitianas e matrizes definidas positivas. Angulo entre dois vetores, vetores

ortogonais e teorema de Pitdgoras.

Seja V' um espaco vetorial complexo. Uma forma ou fun¢ao complexa
(,):VxV—=C
(z,y) = (x,y)

diz-se um produto interno se, para todo x,y,z € V e todo a € C,

L (z,y) = (y, =)

2. (am,y) = oz, y)

3. (®+y,2) = (w,2) + (y,2)

4. (x,x)y >0 A ((z,z)=0=>x=0)

Um espaco vetorial complexo V' munido com um produto interno diz-se um
espaco euclidiano (complexo).

Tal como no caso dos espacos euclidianos reais, define-se norma dum vetor
como
] = v {z, x),

e distancia de © a y como

d(z,y) = llz -yl

Exemplo. Produto interno usual em C". Sendo x = (x1,22,...,2,) e Yy =
(y1,Y2, - - -, Yn) vetores de C", define-se

(T, y) = 21Y; + 22y + -+ + 2,7,
e, portanto,

(x,y) =¥'x.
Quanto a norma, temos
|z||® = (z, &) = 2171 + 22Ty + -+ + Ty,

ou seja

lell = VA, ) = Vlaa [+ a2 + - [



Espacos euclidianos

Todos os resultados apresentados para espacos euclidianos reais sdo validos
também para os espagos euclidianos complexos (i.e., desigualdade de Cauchy-
Schwarz, desigualdade triangular, regra do paralelogramo, .. .).

Matriz de Gram

Seja V' um espaco euclidiano complexo e seja B = (by, by, ..., b,) uma base de
V. Sendo x,y € V tais que xp = (a1,a9,...,a,) e yg = (B1,Pa, ..., Bn),
tem-se

(x,y) = (a1by + aoby + - - - + ay by, f1by + Boby + - - - + B,by,)

<b1,b1> <b2,b1> R <bn,b1> (03]
— — — bl,bg bg,bg e bn,bQ (0%)]
_G. 7 7] ( : ) (b2, ) (b, b2) :
(b1,b,) (ba,by) ... (by,by)| |y
E _

Assim, dado um produto interno em V' e uma base B, é possivel determinar
uma matriz G tal que

<CC, y> = ngXB-
A matriz G = [g,;], onde para todo i,j = 1,...,n, se tem g;; = (b;, b;), diz-se
a matriz de Gram do conjunto de vetores {by, by, ..., b,}.

Note que:

/ . —T
e (G é uma matriz n X n complexa tal que G = G ;

e para todo o vetor x € V/, nao nulo,

KEGXB > 0.

Uma matriz complexa quadrada A de ordem k diz-se hermitiana se A = a’

N.B.- Como vimos na Sec¢do “Valores préprios e vetores préprios”, o espetro
o(A) de uma matriz hermitiana A estd contido em R.

Uma matriz hermitiana A de ordem k diz-se definida positiva se, para todo
o vetor £ € C" n3o nulo, xTAx > 0.
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Proposicao 2. Uma matriz hermitiana € definida positiva sse todos os seus
valores proprios sao positivos.

Teorema 3. Seja A uma matriz hermitiana de ordem n. As afirmagoes
sequintes sao equivalentes.

(i) A expressdio
(@, y) =¥ Ax

define um produto interno em C".

(ii) A € uma matriz definida positiva.

Angulo entre dois vetores

Sejam x e y vetores nao nulos de um espaco euclidiano real V. Define-se
angulo entre os vetores e y como sendo o angulo 8, com 0 < 0 < 7, tal que

V¢
um espago
euclidiano

<Q’J, y> real
cosf) = ————.
EANE

A desigualdade de Cauchy—Schwarz mostra que |cosf| < 1.

Sejam x e y vetores (possivelmente nulos) de um espaco euclidiano V. Os

vetores x e y dizem-se ortogonais, e representa-se | y, se

T =0. v é
< 7y> um espago
euclidiano
real ou
complexo

Exercicio. Quais sdo os vetores ortogonais a v = (1,1, 0), quando se considera
em R3 o produto interno usual?

Teorema 4. (Teorema de Pitdgoras) Sejam x ey vetores ortogonais
de um espaco euclidiano V. Entao

lz +yl* = llzl” + [ly]*

Demonstracao. Exercicio. O
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12.4 Complemento ortogonal

Conjuntos ortogonais e complemento ortogonal de um subespaco. Complemento ortogonal de
um subespaco e os vetores ortogonais a um conjunto gerador desse subespaco. Dimensao do
complemento ortogonal e grau de indeterminagao do sistema de equacdes lineares homogéneo
obtido a partir duma base do subespaco. Exemplos. Classificacdo dos complementos ortogo-
nais de subespacos de R™ baseada na dimens3o dos subespacos e no grau de indeterminagdo
do sistema de equagdes lineares homogéneo correspondente. Subconjuntos ortogonais dum
espaco euclidiano: definicdo e majoracio da cardinalidade do subconjunto (dependendo da
dimens3o do espaco euclidiano). Exemplos em R™. Complementos ortogonais dos subespacos

associados a uma matriz.

Complemento ortogonal

Seja X um subconjunto de um espaco euclidiano V. Diz-se que um vetor u é
ortogonal a X se u é ortogonal a todos os elementos de X. Designa-se por
ul W.

Por exemplo, (1,1,0) é ortogonal ao plano S (cf. exercicio anterior).

Seja W um subespago de V. O complemento ortogonal de W, designado
por W+, é definido por

Wt={ueV @ ul W}

Exercicio. Determine o complemento ortogonal da reta gerada pelo vetor
(1,1,0).

Proposicao 3. W+ ¢é um subespaco de V.

Proposicao 4. Seja W um subespaco linear de um espaco euclidiano V' e
seja {uy, Ug, . .., ur} um conjunto gerador de W. Entao uw € V € ortogonal
a W sse for ortogonal a {uy,us, ..., ug}.

Corolario 1. Nas condigoes da proposicao anterior, uw € V € ortogonal a
W sse for ortogonal a uma base de W'.

Exercicio. Determine o complemento ortogonal do plano W de R? com a
equacao cartesiana xr = y.

10
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Solucdo. W+ ¢ a reta de equacdes:

{x _ _y ° !
equacoes cartesianas

z=0
ou

(x,y,2) =1t(—1,1,0) (t e R) equacao vetorial
ou

T =—1
=t (t € R) equacoes paramétricas

z=0

Proposicao 5. Seja W um subespago dum espaco euclidiano V.
(i) WNW+=0
(ii) W =W

Um subconjunto X dum espaco euclidiano V' diz-se um conjunto ortogonal
se, quaisquer que sejam x,y € X com x # y, setem x L y.

Pergunta. Seja X um conjunto ortogonal que ndo contém o vetor nulo.
e Se X C IR? quantos vetores tem X, no maximo?

e Se X C R?, quantos vetores tem X, no maximo?

Proposicao 6. Seja V' um espago euclidiano. Seja X = {vq,v9,..., 0%}
um conjunto ortogonal tal que v; # 0, para todo j = 1,...,k. Entio X €
linearmente independente.

Demonstracao.

(o1 + vy + -+ oy, ;) = off|lvs||P = 0= a; = 0.

Corolario 2. Seja V' um espaco euclidiano de dimensao n. e seja X =
{v1,vs,..., v} um conjunto ortogonal tal que v; # 0, para todo j =
1,..., k. Entao k <n.

11
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Corolario 3. Seja V um espaco euclidiano de dimensao n. e seja X =
{v1,v9,...,v,} um conjunto ortogonal tal que v; # 0, para todo j =
1,...,n. Entao X é uma base de V.

Complementos ortogonais dos subespacos associados a uma
matriz real

Proposicao 7. Seja A uma matriz n X k com entradas reais. Entdo, con-
siderando em R™ e R* os produtos internos usuais, tem-se:

(i) L(AY* = N(A)
(ii) N(A): = L(A)
(iii) C(A)- = N(AT)
(iv) N(ATY: = C(A)

12
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12.5 Projecoes ortogonais
Bases ortogonais e bases ortonormais: existéncia e coordenadas. Exemplos. Projecdo or-
togonal sobre um vetor. Projecdo ortogonal de vetores sobre um subespaco de um epago

euclidiano e decomposicdo desse espaco em soma direta. Método de ortogonalizacdo de
Gram-Schmidt.

Bases ortogonais e bases ortonormais

Diz-se que uma base B de um espaco euclidiano V' é:
e uma base ortogonal se for um conjunto ortogonal;

e uma base ortonormal se for um conjunto ortogonal e todos os seus
elementos tiverem norma unitdria.

Seja  um vetor de V' e seja
(33)5 = (ala Q, . .. Jan)
o vetor das coordenadas de & na base B.

Vetor das coordenadas numa base ortogonal B

s = <w7bj>

J 12
16;]]
Vetor das coordenadas numa base ortonormal B

o = <w7bj>

Pergunta: H3 sempre bases ortogonais (respetivamente, bases ortonormais)?
R: Sim. — Método de ortogonalizacao de Gram—Schmidt

Projecoes ortogonais

Define-se a projecao ortogonal de x sobre b; com o vetor

: <m7bj>
proj,. € = ——=-b;
K b2

= a;b;

13
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Mais geralmente, dados vetores u e v de um espaco euclidiano V', com v # 0,
a projecao ortogonal de u sobre v é o vetor definido por

(u, v)
lv]|?

proj, u =

Exemplo. Considerando que R? estd munido com a base candénica & =
(e1, es), qualquer vetor u € R? pode ser expresso como uma soma

U = Proj,, U + Proj,, u

= Uy + Uy ,
onde W é o eixo dos zx.

Teorema 5. Seja W um subespaco linear de um espaco euclidiano V. Todo
o vetor u de V' se decompoe de forma dnica como

U = Uy + Uy,
onde u € W e uyL € W+,
Nestas condicdes, diz-se que V' é a soma direta de W com W+ e denota-se
V=WaeWw,
o que por definicao é dizer:
o V=W+Wt
o WNW+=/{0}

Define-se a projecao ortogonal de u sobre W como sendo o vetor uyy .
Se considerarmos que W estd munido com a base ordenada ortogonal B =
(b1, by, ..., by), tem-se

projyy u = projb1 u + projb2 u+---+ projbk u.

unta: Como calcular o vetor uy, 1 ou, por outras plavras, a projy, . w?
Pergunta: C lcul tor wuyy, t | Projy . u?
Resposta:

ProjyyL U = U — Uy

ou, se considerarmos que W+ estd munido com a base ordenada ortogonal
!/ __ / / / -
B = (b}, by, ..., b)), tem-se

14



Espacos euclidianos

PrOjyy 1 U = Projy, w + projy, w + - - - + projy u.
Pergunta: Qual é o ndmero [ de vetores na base 57
Resposta: Supondo que V' tem dimens3o n, temos [ = n — k porque
1. BU B’ é linearmente independente (porque ¢ ortogonal)
2. o Teorema 5 garante que BU B’ gera V'

Conclui-se assim que BU B’ é uma base de V, e o resultado torna-se imediato.

15
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12.6 Distancia de um ponto a um
subespaco. Equacoes cartesianas de
k-planos.

Distancia de um ponto a um subespaco e aproximag¢do 6tima. Equacgdes cartesianas de

k-planos.

Aproximagao 6tima

Dado u em V' e um subespaco W de V, pretende-se responder a questao:

Qual é o elemento & em W que estda mais préximo de u?

d(u, ) = ||lu — z[* = [|(u — projy u) + (projy u — )|
= |lu — projy u||® + || projy u — x| (teorema de Pitagoras)

= || projy+ ul|* + \H projy u — x|?

TV
minimo quando é igual a 0
Donde se conclui que

a aproximagao 6tima coincide com projy, w

o ponto mais préximo de w em W é projy, w

Assim, define-se distancia de u a um subespaco W como

d(w, W) = || projy- wl|.

Equacoes cartesianas de k-planos

Um k-plano de R™ é qualquer subconjunto S de R™ que se possa exprimir na

forma
S=W +p,

onde W é um subespaco de R" de dimensao k e p é um elemento de R".
Dependendo da dimensao de W, teremos a seguinte notacao:

e se k=0, S diz-se um ponto

16
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o se k=1, S diz-se uma reta
e se k=2, S diz-se um plano
e se k =n—1, S diz-se um hiperplano
(Se k=n, S=R")
Sendo « = (x1, %2, ...,x,) um elemento de S, existe y em W tal que

r=Y—+p

ou, equivalentemente,

y=x-p. (2)
A equagdo (2) mostra que a custa duma equagdo vetorial, de equagBes carte-
sianas ou de equa¢des paramétricas de TV se obtém facilmente (substituindo

y por x — p), respetivamente, uma equacio vetorial, equacdes cartesianas ou
equagoes paramétricas de S.

Analogamente, 3 custa do subespaco W também se pode obter equacdes de
S. Se B+ = (v1,v2,...,0,_) for uma base do complemento ortogonal de g, — &
W, temos que £ — p € W ou, equivalentemente,

T
Vi T1 — Pp1 0
T
Vo To — P2 0
T
Vok| |Tn—Pn 0
(n—k)xn nx1 (n—k)x1

Definindo a matriz A como

obtemos o sistema de equac¢des lineares homogéneo A(x —p) = 0. Consequen-
temente, a partir duma equagdo vetorial de N(A), de equagdes cartesianas de
N(A) ou de equagdes paramétricas N(A), obtém-se as equagdes correspon-
dentes de S.

Exercicio. Determine uma equacgao vetorial, equacdes cartesianas e equagoes
paramétricas do plano que passa no ponto p = (1,2,0) e é perpendicular a
reta que passa nesse ponto e tem a direcdo do vetor n = (5,1, —2).

17
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Distancia dum ponto a um k-plano
Seja S = W + p e consideremos um ponto g de R". Dado « em S,
d(g,z) = |lqg — |
= ll(g—p)+(p—=)|

= |(g — p) — ¥
=d(q—p,y).

O valor minimo desta distancia obtém-se para y = proj,, (g — p), como foi
visto anteriormente. Define-se entdo a distancia do ponto g ao plano S
como

d(g,S) =d(q —p, W)
= || projy-» (g — p)|I-

Exemplo. Calcule a distancia de (3,2, —1) ao plano S do exercicio anterior.

18
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