Apontamentos II

Transformacoes lineares

Algebra Linear | aulas teodricas

Licenciatura em Engenharia Naval e Oceanica
Mestrado Integrado em Engenharia Mecanica

12 semestre 2020/21

Lina Oliveira
Departamento de Matematica, Instituto Superior Técnico






Indice

indice i
11 Transformacoes lineares 1
Transformagoes lineares . . . . . . . . . . ... ... L. 1
Matriz associada a uma transformacao linear . . . . . . . . . . .. )
Nucleo e imagem . . . . . . . .. ..o 7
Composigao e invertibilidade . . . . . . . . ... ... 13
Mudanca de base . . . . . . . ... ... 17

Espacgos proprios e subespagos invariantes . . . . . . . . ... .. 20



11

Transformacoes lineares

Transformacoes lineares

Definicdo de transformacgdo linear em espacos lineares. Exemplos de fun¢les: reflex3o,
projecdo ortogonal e translacdo. Matriz associada a uma transformac3do linear considerando
as bases canénicas em K” e K*. Imagem de um segmento de reta através de uma trans-

formacdo linear; imagem de um tridngulo a partir das imagens dos seus vértices.

Sejam U e V espagos vetoriais reais (respetivamente, complexos). Uma
funcao T : U — V diz-se uma transformacao linear se, quaisquer que sejam
x,ycUeack,

() T(x+y) =Tx+Ty
(i) T(ax) = aTx

Proposicao 1. Sejam U e V espacgos vetoriais e seja T : U — V uma
transformacao linear. Entao

TOy = Oy .

Note que este resultado tanto pode ser visto como uma consequéncia tanto de
(i) como de (ii).

Exemplos. Determine quais das fungdes seguintes sao transformacdes lineares.
a) T : R?* — R? reflexdo em relagdo ao eixo dos zz.
b) T : R® — R3 projegio ortogonal no plano wy.

c) T : R?* — R? translagio pelo vetor u = (1,0).
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Solucgdo. a) A fungdo T desta alinea é definida, para todo o @ = (21, x2)
de IR?, por
T(l’l, ZL'Q) = (1'1, —1'2)-
Verificar se se trata duma transformacao linear consiste em verificar se ambas

as propriedades (i) e (ii) sdo satisfeitas por esta fungdo 7. Comegando com
(ii), consideremos um real o e um vetor (z1,25) € R?. Entdo

T(a(zy,29)) = T(wy, )
= (axy, —axs)
= a(z1, —T2)

= a1 (x1, ),

O que mostra que a propriedade (ii) é satisfeita.
Considerando agora os vetores © = (11, 22),y = (y1,y2) € R?, tem-se

T((w1,22) + (Y1, 42)) = T(x1 + y1, 52 + Y2)
= (71 +y1, — (22 + ¥2))
= (z1, —22) + (Y1, —¥2)
= T(w1,22) + T(y1,92),

donde se conclui que T satisfaz (i). Tem-se assim que a fungdo 7' é uma
transformac3o linear em R2.

b) Notando que a fungcdo T desta alinea é definida, para todo o vetor
x = (x1,79,73) de R3, por

T(z1,x9,x3) = (1, x2,0)

e usando um procedimento andlogo ao da alinea anterior, é facil verificar que
também se trata duma transformacao linear.

c) Neste caso a expressdo da fun¢do é T'(x1, z5) = (1 + 1, x5), sendo por-
tanto 7°(0,0) = (1,0). Deste modo 7'(0,0) # (0,0), contrariando a Proposi¢do
1. Temos pois que 1" ndo é uma transformacao linear.

Imagem de um segmento de reta. Seja 7 : R? — R? uma transformacio
linear e considere o tridngulo de vértices @ = (0,0),b = (1,1) e ¢ = (2,0).
Sabendo que T'(b) = (2,1) e T'(¢) = (1,0), represente geometricamente a
imagem do triangulo através da transformacao linear 7.
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Sendo & um ponto que pertence ao segmento de extremos b e ¢, tem-se
x=c+alb-c) com  «a€0,1],

donde
T(x)=T(c)+ a(T(b) —T(c)) com a € [0,1].

Os segmentos de reta que unem dois pontos sio transformados em segmen-
tos de reta que unem as imagens desses pontos.

Matriz associada a uma transformacao linear 7: K — K.  Sendo
E, = (e, eq,...,e,) a base candnica ordenada de R™ (respetivamente, de
C") e & a base candnica de R* (respetivamente, de C*), tem-se

Tx =T(a1e; + azes + -+ ape,) = ayTe; + asTes + - -+ o, Te,.

Representando por [x] um vetor « quando escrito em forma de vetor coluna,
obtemos

a1
&%)
T(@)] = [[Te] | [Tes] | ... | [Tel]] | 7] (1)
matriz as;c;ciada aT a,
Atendendo a que, qualquer que seja o vetor u de R™, se tem [u] = [u]g,,,

onde [u]g,, é o vetor das coordenadas de u na base &,,, podemos reescrever
(1) como

[T(x)]e, = I[Tel]ek | [Tesle, | - | [Ten]skl[m]en (2)
Eleyien
Ou seja,
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[Tzle, = [Tle,e.[le, (3)

A matriz [T|s, ¢, que representa 7' em relacao as bases candnicas de
R™ e R* também pode ser designada abreviadamente por [77].

Exemplos. Determine a matriz associada a cada uma das transformacdes
lineares seguintes.

a) Em R?%: reflexdo em relacdo ao eixo dos zx.
b) Em R3: projecdo no plano xy.

c) Em R?: rotagio em R? em torno da origem de um angulo 6 no sentido
contrdrio ao dos ponteiros do relégio (neste caso, determine também a
expressdo analitica).

c) A matriz [T] que representa a rota¢do 7' desta alinea tem como colunas
as imagens dos vetores da base candnica &. Sendo T'(1,0) = (cosf,senf) e
T(0,1) = (—sen#,cosf), tem-se

cosf) —senb
7] = Len@ cos 6 1 '

Assim, qualquer que seja = (71, 75) € R?,

Tx = [T] [xl}

)
_|cos@ —senf| |x;
~ |senf cos@ | |xo
_ |x1cos — xgsenf
~ |zysen + x4 cos

A expressdo analitica é T'(x1, z3) = (21 cos @ — x9sen ), xq sen f + 5 cos ).
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Matriz associada a uma transformacao linear

Relagdo entre My, (K) e o conjunto das transforma¢des lineares T: U — V entre um
espaco linear U de dimensdo n e um espaco linear V' de dimensao k.
Matriz associada a uma transformacao linear 7: U — V

Sejam U e V espagos vetoriais reais (respetivamente, complexos) tais que
dimU = n e dimV = k. Sendo B; = (by,by,...,b,) uma base de U e
B; uma base de V', tem-se

T(ZD) = T(Oélbl + OéQbQ +---+ Oénbn)

Assim:
(Tw>32 = T(albl =+ a2b2 + -+ anbn>BQ
= a1(Tby)p, + az(Tha)p, + -+ + an(Th,)p,

a1
%)

[Tm]Bz = [[Tbl]Bz | [TbQ]Bz ‘ e ’ [Tbn]32]
an

[Txlp, = [[Thi]p, | [Tbols, | ... | [Tbuls,]lx]s

7155,
Ou seja,

[Ta:]BQ = [T]BQ7Bl [m]B1

onde [T]p, B, € a matriz que representa a transformacao relativa-
mente as bases B; e B,.
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Temos assim que a transformacgao

T:U—=V
x— T(x)

corresponde uma outra transformacio linear entre os espacos R™ e R* (respe-
tivamente, entre os espacos C" e C*) definida por

y — Ay,

onde A = [T, 5,

Exemplo. Considere a transformacdo linear T : P — P; definida por
pep,

onde p’ designa a derivada de p. Determine a matriz que representa a trans-
formac3o linear T' quando se consideram as bases candnicas de Py e de IP;.
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Ntcleo e imagem

Nicleo duma transformagdo linear T" e niicleo da matriz associada a 7. A imagem de uma
transformac3do linear e o espa¢o das colunas da matriz que a representa. Transformacgdes
lineares injetivas e transformacdes lineares sobrejetivas; isomorfismo. Teorema das dimensdes

para transformacdes lineares.

Sendo U,V espacos vetoriais e sendo T': U — V' uma transformac3o linear, o
nicleo N(T') da transformagdo 7' é o subespaco de U definido por

NT)={xeU: T(x)=0y}.

A imagem [(T) da transformagdo T: U — V é o subespaco de V' definido
por

I(T)={T(z) eV : z €U}

Niicleo e imagem de T : K" — K*

Seja T : R" — R* uma transformac3o linear. Ent3o
N(T)={xeR" : T(x) = O« }.

Sendo A = [Tg, ¢, @ matriz que representa 1" em relagdo as bases candnicas
de R” e R*, tem-se

T(x)=0 sse Ax=0,

donde se conclui que

Quanto a imagem I(7T'), temos, por defini¢do, que

I(T) ={T(xz) e R* : z € R"}.
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Atendendo a que
[T'(x)] = Ax,

a imagem I(T) corresponde a obter todas as combina¢des lineares Ax das
colunas de A. Por outras palavras,

Obviamente tem-se
I(T)=L({T(e1), T(es),...,T(en)})
Ou seja, {T'(e1),T(e2),...,T(e,)} é um conjunto gerador de I(T).

Teorema 1. (Teorema das dimensées) Seja T: R" — RF uma trans-
formacao linear. Entao

n =dim N(T') 4+ dim I(T).

Demonstracdo. Este teorema é uma consequéncia imediata do teorema das
dimensoes para matrizes. Seja A a matriz k X n que representa T’ em relacao
as bases &, e &.. Entao

n=dim N(A) + car A
— dim N(A) + dim C(A)
— dim N(T) + dim I(T) .

Injetividade e sobrejetividade

Uma transformacao linear T': U — V diz-se injetiva se, quaisquer que sejam
x,y U,
w7y =T #T(y)

ou, equivalentemente, se

Note-se que
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se e sO se
Tx—-y)=0sx—yec N(T),

donde se conclui que

T({z} + N(T)) = {T(2)}

Proposicao 2. Seja T': U — V uma transformacao linear. T € injetiva se
e s6 se N(T) = {0}.

Uma transformacdo linear 7': U — V' diz-se sobrejetiva se [(T) = V. Se
T é injetiva e sobrejetiva, T diz-se uma transformac3o linear bijetiva ou um
isomorfismo.

Exemplos. Determine a matriz [T, o niicleo e a imagem das transformagdes
T seguintes:

(a) T : R? — R? - rotacdo em torno da origem de 7/2 radianos no sentido
positivo ou direto (contrario aodos ponteiros do reldgio);

(b) T : R? — R? - projegio ortogonal no eixo dos zx;
(c) T :R?* — R? - reflexdo em relagdo ao eixo dos yy;
(d) T:R*— R? com T(z,y,2) = (z — y, 2).

Verifique se as transformacdes s3o sobrejetivas, injetivas ou isomorfismos.

Proposigao 3. Seja T : R" — R™ uma transformacao linear. As afirmagoes
sequintes sao equivalentes.

(i) T ¢ injetiva.
(i) T é sobrejetiva.

(iii) T é um isomorfismo.
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Demonstragao. Provar-se-a apenas que (i)= (ii). O teorema das dimensdes
garante que

n = dim N(T') + dim I(7T) donde n=0-+dimI(7T)

e, consequentemente, I(7T) = R". O

N.B.- Todos os resultados acima relativos ao nticleo e a imagem duma trans-
formac3o linear definida entre R” e R* sio igualmente vélidos para trans-
formacdes lineares T': C* — C*.

10
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Ntcleo e imagem de 7: U — V

Sejam U e V espagos lineares reais (respetivamente, complexos), e considere a
base By = (u1,us,...,u,) de U e a base By = (v1,vs,...,v;) de V. Seja
T : U — V uma transformacao linear.

Como vimos anteriormente, o nidcleo N(T') da transformacdo T é o subespaco
de U definido por
N(T)={x €U : T(x) = 0}.

Sendo A = [T]p,.B,, tem-se
T(x)=0 se e sO se [T(x)]p, =0,

donde se conclui que

T(x)=0 seesése  Alx]p, =0,

e, portanto,

N(T) = {Oél’l.l,l + Qo2U- + -+ (07795 7 (al,ag, P ,O{n) - N(A)}

Note-se que N(A) C R" (respetivamente, C").

Tal como foi definido anteriormente, a imagem I(7') da transformag¢do 7": U —
V' é o subespaco de V' definido por

I(T) = {T(z) : @ €U}
Sendo
[T(a:)]B2 = A[w]Bl7

pretendemos obter todas as combinacdes lineares A[x|p, das colunas de A. Por
outras palavras, o conjunto dos vetores das coordenadas dos vetores de (7))
coincide com C(A). Note-se que C'(A) C R* (respetivamente, C*).

Assim,

11
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I(T) = {a1v1 + mva + - + vy, & (0q, 0, ...,05) € C(A)}.

Exemplo. Considere a transformacdo linear T : P — P, definida por

p—p

a) Determine a matriz que representa a transformag&o linear 7' quando se
consideram as bases candnicas de IP; e de PPs.

b) Determine o nicleo e a imagem de T'.

c) Verifique se T é injetiva, sobrejetiva ou um isomorfismo.

Proposicao 4. Seja U um espaco vetorial sobre K, e seja B =
(b1, by, ..., b,) uma base de U. A transformagao linear T : U — K" defi-
nida por

x— (x)p

¢ um isomorfismo.

Demonstracao. Exercicio. O

Teorema 2. (Teorema das dimensoes) Sejam U eV espagos lineares
reais (respetivamente, complexos), e seja dimU =n. Seja T: U — V uma
transformacao linear. Entdo

n = dim N(T') + dim I(T).

Demonstracao. Este teorema é uma consequéncia imediata do Teorema 1 e
da Proposicao 4. O

12
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Composicao e invertibilidade

Transformacdo inversa e composicdo de transformacdes lineares. Espacos préprios e su-
bespacos invariantes.

Composicao de transformacoes lineares

Sejam U, V e W espacos vetoriais reais (respetivamente, complexos), e sejam
T:U—-VeS: VW

Consideremos a fun¢do composta S o T definida por

SoT:U—W
x— S(Tx) .

Esquematicamente,
U—Lsv

S\ S

T
14

Facto 1. A fungdo SoT: U — W é uma transformacao linear.

A transformacgdo linear S o T' é designada por transformacao composta.

Suponhamos que U, V, W s3o espacos vetoriais sobre K de dimensdes
dimU =n dimV =p dimW =k |

e sejam By, By, By bases de U, V, W, respetivamente.

Considerando as matrizes A = [T, 5, € B = [S]B,, .5, que representam as
transformacoes 1" e S em relacdo as bases fixadas em U,V e W, tem-se que,
qualquer que seja x € U,

[(SoT)(@)]py = [S(T®)]py
(Tz)] 5,
A[CL‘]BU .

B
B

13
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Donde se conclui que a matriz [S o T]p,, 5, que representa a transformagdo
SoT é

[S (0] T]BW,BU = BA

Facto 2. A matriz [SoT]p,, 5, que representa a transformagdo linear SoT é

[S © T]BW7BU = [S]BWvBV [T]BV7BU'

Os esquemas correspondentes em termos dos vetores das coordenadas s3o:

K" _A> KP [m]BU 'ﬁA' [T(w>]BV
\ lB B
[SOT]BW7BU [SOT}BvaU
K* [S(T(@)) 5,y

Exemplo. Sendo 7' a reflexdo relativa ao eixo dos zz em R? e sendo S a
rotacdo em torno da origem em R?, no sentido direto, determine:

a) a matriz que representa S o T em relacdo a base candnica &y;

b) uma expressdo analitica para S o T.

14
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Transformacao inversa

Sejam U,V espagos vetoriais reais (respetivamente, complexos) de dimensdo
n e sejam By, By as suas bases. Seja T: U — V um isomorfismo. Nestas
circunstancias, é possivel definir a funcio

TV U
y—x,

onde y = Tx.

Facto 3. A funcdo 7! é uma transformacio linear.

Sendo B = [T Y] p,.5, a matriz que representa 7! quando se consideram as
bases By de U e By de V, e sendo A = [T'|p, p, a matriz que representa T’
quando se consideram as mesmas bases, tem-se entao que, qualquer que seja
xeU,

By,By [T] Byv,Bu [w]BU

= BA[J:]BU .

Atendendo a que 77! o T' é a transformacio linear identidade I;; em U, i.e,
a fungdo que a cada & € U faz corresponder I;(x) = «, resulta BA =1 .
Deste modo

=1

[T_I]BU,BV - ([T]BV7BU)

Exemplo. Seja U o subespaco do espaco dos polindmios reais P, definido por
U= {alt + a2t2: ay,02 € R}

e considere a transformac3o linear T': U — IP; que a cada polinémio faz cor-
responder a sua derivada. Determine a matriz que representa a transformacao
T~ relativamente a base By = (¢,1%) em U e a base candnica de P;.

No exercicio seguinte vai encontrar um método diferente para deduzir que
1 _ —1
[T ]BU7BV - [T}Bv,BU'

15
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Exercicio. Seja T: U — V um isomorfismo e considere a transformacao linear
inversa

TV U
Yy—x,

onde y =Tx.

a) Designando por A a matriz [T)p, p, € supondo que dim U = n, mostre
que A é uma matriz n X n invertivel. (Sugestdo: use os Teoremas 1 e 2.)

b) Use a alinea a) e a igualdade y = T'x para obter x em fun¢do de y, e
conclua que [T Y)p, 5, = AL

16
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Mudanca de base

Matriz associada a uma transformac3o linear em diferentes bases; matrizes semelhantes.

Matriz associada a uma transformacao linear 7: R" — R" em
diferentes bases

Seja T: R — R™ uma transformacido linear e consideremos uma base B =
(bl, bg, e bn) de R".
Dado um vetor arbitrario & de R"™, o vetor das coordenadas da imagem de x
pode ser calculado, quer usando a matriz A = [T'¢, ¢,, quer usando a matriz
B = [T, tendo-se:

[T'(x)ls = Blls

Por outro lado, podemos ver na figura seguinte que [T'(x)]s, também pode ser
calculado a custa da matriz B:

(T(z))e, = Mg ¢ [T(x)]s e, —> [T(@)],
= MgignB[a:]B Msegn[ [MS»,“—B
= Myl e, BMpee,[z]e, @]s—— [T(2)]s

Obtemos assim

A= Mgl, BMg, s,.

Exemplo. Seja 7': R?> — RR? a reflexdo relativa a reta de equacdo y = 2.
Obtenha uma expressdo analitica de 7" usando a matriz que representa a trans-
formacgao relativamente a base B = ((1,2), (2, —1)).

Matriz associada a uma transformacao linear 7: U — U em
diferentes bases

Consideremos agora o caso geral de se ter um espaco vetorial U e duas bases
By = (by,bs,...,b,) e By = (v1,v9,...,v,). Consideracdes analogas as

17
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anteriores, levar-nos -30 a seguinte situacao:

(@], —= [T(@)],

[TB,,8, = Mp, B, [T]B,,8,Mp, B, u u
Bo<+Bq B+ By

o —1
M31<—B2 - MBg(—Bl

onde A = [T]BhBl e B= [T]BQ,BQ'

Tendo-se
[T(x)]5, = Mg, p,[T ()],
= Mgzl%BlB[w}BQ
= MégleBlBMB2%Bl [$]31
e, portanto,

A = M§21<—Bl BMB2<_Bl °

Proposicao 5. Seja U um espaco vetorial, seja T: U — U wuma trans-
formagdo linear e sejam By, By bases de U. Entdo as matrizes [T)|p, p, €
[T B,.B, sGo matrizes semelhantes.

Matriz associada a uma transformacao linear 7: U — V em
diferentes bases

Sejam U,V espacos vetoriais reais (respetivamente, complexos) e sejam Bj e
Bj duas bases de U e sejam B, e B duas bases de V. Analogamente ao que
tem vindo a ser deduzido nesta seccdo, tem-se:

(], — [T ()],

[T]BQ,B1 = MBgeBé[T]Bé,B{MBieBl MB’leBll ‘[MBQHBE

@iy [T ()

onde A= [T|p, 5, € B= [T,z

18
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Calculando, tem-se

[T(x)|5, = Mp,« 5T ()],
= MBQ&BQB[w}Bi

= MB2eB;BMB;eBl [x] 5,

donde

A= Mg, 5 BMp. p,.

19
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Espacos proprios e subespacos invariantes

Seja U um espaco vetorial sobre K e seja 7': U — U uma transformacao linear.

Diz-se que o vetor € U, nao nulo, é um vetor proprio de T’ se existir A € K
tal que
Tx = \x.

Nestas condi¢cdes, A\ diz-se um valor préprio de T associado (ou correspon-
dente) a . O espetro de 7', designado por o(T'), é o conjunto dos valores
préprios da transformacao linear T

Dado um valor préprio A, o espago préprio F(\) associado ao valor préprio
A é o nicleo da transformacg&o linear T — AI (onde I designa a identidade em
U):

E(\) = N(T — ).

Sendo B uma base de U e A = [T, B, tem-se

Tx — X x =0 se e s6 se (A= X)[z|p =0,

donde

o(T) = o(A),

EN) ={xeU: (x)pe N(A—-\)}.

Exemplo. Determine os valores préprios e vetores préprios da reflexdo em
relacio a reta de R? com a equacdo cartesiana y = x.

Exemplo.

a) Determine os valores préprios e vetores préprios da rotagdo em torno da
origem em R? de 7/2, no sentido direto.

b) Calcule os valores préprios (reais e complexos) da matriz que representa
a rotacao em relacdo a base candnica.

20
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Subespacos invariantes

Seja U um espaco linear e seja T': U — U uma transformacao linear. Diz-se
que um subespaco W de U é um subespaco invariante de 7' se

T(W) C W.

Os subespacos {0}, U e os espagos préprios de T' (se existirem) sdo exemplos
de subespacos invariantes de 1.

21
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