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1. Para números complexos z e w qual das seguintes afirmações é verdadeira?

z ·w = Re(z) ·Re(w) − Im(z) · Im(w) + iRe(z) · Im(w) + iRe(w) · Im(z)

2. O conjunto das soluções da equação (z2 − 1)2 = −1 é :{
± 4

√
2eiπ/8,± 4

√
2e−iπ/8

}
{
±
√

2eiπ/8,±
√

2e−iπ/8

}
{
± 4

√
2eiπ/4,± 4

√
2e−iπ/4

}
{
±
√

2eiπ/4,±
√

2e−iπ/4

}
3. Qual das seguintes afirmações é verdadeira?

(a) O ı́ndice de um ponto a ∈ C em relação ao caminho seccionalmente regular fechado
γ : [0, 1]→ C \ {a} é

1

2πi

�
γ

dz

z+ a
.

(b)

O ı́ndice de um ponto a ∈ C em relação ao caminho seccionalmente regular

fechado γ : [0, 1]→ C \ {a} é
1

2πi

�
γ

dz

z− a
.

(c) O ı́ndice de um ponto a ∈ C em relação ao caminho seccionalmente regular fechado
γ : [0, 1]→ C \ {a} é �

γ

dz

z+ a
.

(d) O ı́ndice de um ponto a ∈ C em relação ao caminho seccionalmente regular fechado
γ : [0, 1]→ C \ {a} é �

γ

dz

z− a
.

4. O raio de convergência da série de Maclaurin, isto é a série de Taylor em torno da origem,
de log(z+ 1), onde log é logaritmo principal, é

1.



5. Considere a função

f(z) =
z sen z
ez

2

− 1

.

Qual das seguintes afirmações é verdadeira?
a. A função f tem singularidades removı́veis nos pontos 0, ±

√
2kπeiπ/4, ±i

√
2kπeiπ/4,

com 0 < k ∈ Z.

b. A função f tem polos de ordem 1 nos pontos 0, ±
√

2kπeiπ/4, ±i
√

2kπeiπ/4, com
0 < k ∈ Z.

c.

A função f tem uma singularidades removı́vel na origem e polos de ordem 1 nos
pontos ±

√
2kπeiπ/4, ±i

√
2kπeiπ/4, com 0 < k ∈ Z.

d. A função f tem um polo de ordem 2 na origem e polos de ordem 1 nos pontos
±
√

2kπeiπ/4, ±i
√

2kπeiπ/4, com 0 < k ∈ Z.

6. O valor do integral

1

2πi

�
|z|=3

(z− 1)3

z(z+ 2)3
dz

é dado pela fórmula:

a. lim
z→0

(z− 1)3

(z+ 2)3
+

1

2

d2

dz2

(z− 1)3

z

∣∣∣∣
z=−2

+
1

2

d2

dz2

1

z(z+ 2)3

∣∣∣∣
z=1

;

b. lim
z→0

(z− 1)3

(z+ 2)3
+ lim
z→−2

(z− 1)3

z
+ lim
z→1

1

z(z+ 2)3
;

c.

lim
z→0

(z− 1)3

(z+ 2)3
+

1

2

d2

dz2

(z− 1)3

z

∣∣∣∣
z=−2

;

d. lim
z→0

(z− 1)3

(z+ 2)3
+ lim
z→−2

(z− 1)3

z
.

7. Para a um número real não nulo calcule
�∞
−∞ cosax

1+x2 dx.



Considere a funcão

f(z) =
eiaz

z2 + 1

Para R > 1 e o caminhos γ(t) = t com −R 6 t 6 R e σ(t) = Reit com 0 6 θ 6 π,
temos �

γ+σ
f(z)dz = 2πiRes

z=i
f(z) = 2πi

e−a

2i
=
π

ea

=

� R

−R

cos(ax) + i sen(ax)
x2 + 1

dx+

� π

0

eiaR cos t−aR sen t

R2ei2t + 1

iReit dt

Como
sen(ax)
x2 + 1

é uma função ı́mpar temos� R

−R

cos(ax) + i sen(ax)
x2 + 1

dx =

� R

−R

cos(ax)
x2 + 1

dx .

Além disso, temos para a > 0 e 0 6 θ 6 π

−aR 6 −aR sen θ 6 0

e−aR 6 e−aR sen θ 6 1∣∣∣∣� π

0

eiaR cos t−aR sen t

R2ei2t + 1

iReit dt

∣∣∣∣ 6 � π

0

e−aR sen t

R2 + 1

Rdt

6
� π

0

R

R2 + 1

,dt = π
R

R2 − 1

.

Segue que no caso a > 0 � ∞
−∞

cos(ax)
x2 + 1

dx =
π

ea
.

Nos caso a < 0 temos cos(ax) = cos(−ax) e portanto para a < 0 temos� ∞
−∞

cos(ax)
x2 + 1

dx =
π

e−a
.

Notamos podemos combinar o dois caso por� ∞
−∞

cos(ax)
x2 + 1

dx =
π

e|a|
.

8. Seja Ω ⊆ C uma região conexa. Mostre que se f : Ω → C é uma função analı́tica e |f| é
constante, então f é constante.



Sejam u(x,y) = Re f(x+ iy) e v(x,y) = Im f(x+ iy). Temos

u2 + v2 = c

2uux + 2vvx = 0

2uuy + 2vvy = 0(
u −v

v u

)
·

(
ux

uy

)
=

(
0

0

)
em Ω. Notamos que

det

(
u −v

v u

)
= u2 + v2 = |f|2 = c2

em Ω. Se c = 0, então f(x+ iy) = 0. Se c2 > 0, então ∇u = (ux,uy) = (0, 0). Se
z0, z1 ∈ Ω existe um caminho γ : [0, 1]→ Ω com γ(0) = z0 e γ(1) = z1. Obtemos

u(z1) − u(z0) =

�
γ
∇u = 0

e portanto u é constante. Como ∇v = (−uy,ux) = (0, 0) segue que f é constante.



Versão A do 2º Teste de
Análise Complexa e Equações Diferenciais

9 de julho de 2020

1. Qual das seguintes funções é uma solução do problema de valor inicial?

dy

dx
= 2

√
y+ 1 cos x, y(π) = 0

(a) y(x) = (sen x− 1)2 − 1

(b) y(x) = 1 − (sen x− 1)2

(c)
y(x) = (sen x+ 1)2 − 1

(d) y(x) = 1 − (sen x+ 1)2

2. Qual das seguintes funções é uma solução do problema de valor inicial?

dy

dt
+ 2ty = 1, y(1) = 1

(a) y(t) = et
2−1 + et

2
� t

1
e−s

2

ds

(b)
y(t) = e1−t2 + e−t

2
� t

1
es

2

ds

(c) y(t) = et
2−1 − et

2
� t

1
e−s

2

ds

(d) y(t) = e1−t2 − e−t
2
� t

1
es

2

ds

3. A equação

5x4y+ 6x5y2 + (2x5 + 3x6y)y ′ = 0

é redutı́vel a exata e a função seguinte é um fator integrante.
(a) µ(x,y) = x

(b) µ(x,y) = x2y

(c)
µ(x,y) = y

(d) µ(x,y) = xy
4. Considere o operador L dado pela expressão

L
[
y
]
= y ′′′ + y ′ + t · y.



Dado que L
[
sen t

]
= t sen t e L

[
t
]
= t2 + 1, uma solução da equação diferencial

L
[
y
]
= 2t sen t− t2 − 1

é
(a) y(t) = sen(2t) − t
(b) y(t) = 1

2
sen(2t) + t

(c)
y(t) = 2 sen t− t

(d) y(t) = 1

2
sen(2t) − t

5. Se A é uma matriz 3× 3 com coeficientes reais e
{

v1, v2, v3

}
é uma base de R3 tal que

A · v1 = λ · v1, A · v2 = λ · v2 + λ · v1, A · v3 = λ · v3,

qual das seguintes expressões é a solução geral da equação diferencial y ′ = A · y.

(a) y = eλt
(
c1(v1 + v3) + c2tv2

)
(b) y = eλt

(
c1v1 + c2tv2 + c3v3

)
(c) y = eλt

(
c1v1 + (c1 + c2t)v2 + c3t

2v3

)

(d)
y = eλt

(
(c1 + tλc2)v1 + c2v2 + c3v3

)
6. Considere o produto interno 〈f,g〉 = 1

π

� π
−π f(x) · g(x)dx, onde f e g são funções contı́nuas

em [−π,π]. Dado que a série de Fourier da função

f(x) = x2 para |x| 6 π

é
π2

3

+ 4

∞∑
n=1

(−1)n

n2
cosnx ,

qual das seguintes expressões é uma consequência da identidade de Parseval para a
função f?

(a)

∞∑
n=1

1

n4
=
π4

90

(b)
∞∑
n=1

1

n2
=

π2

3

√
10



(c)
∞∑
n=1

(−1)n

n2
= −

π2

12

(d)
∞∑
n=1

1

n4
=
π4

144

7. Considere a equação diferencial

(1) y ′′ + 2by ′ + cy = f(t)

com 0 < b, b2 < c e f uma função contı́nua em [0,∞[.
i) Determine a solução geral da equação (1).

O polinómio caracterı́stico é λ2 + 2bλ+ c é as raı́zes são −b+ i
√
c− b2,−b−

i
√
c− b2. Sendo ω =

√
c− b2 > 0, obtemos a solução geral da equação

homogénea é

(2) c1e
−bt cosωt+ c2e

−bt senωt.

Para determinar uma solução particular podemos usar o método de variação
das constantes e obtemos uma solução particular

(3) −
e−bt cosωt

ω

� t

0

ebsf(s) senωsds+
e−bt senωt

ω

� t

0

ebsf(s) cosωsds .

Logo a solução geral é a soma das equações em (2) e (3).

ii) Mostre que se f(t) é uma função limitada, então cada solução da equação (1) é
limitada.



Se |f(t)| < M para 0 6 x, então temos para y(t) uma solução

|y(t)| 6 |c1| · |e−bt cosωt|+ |c2| · |e−bt senωt|

+

∣∣∣∣− 1

ω
e−bt cosωt

� t

0

ebsf(s) senωsds
∣∣∣∣

+

∣∣∣∣ 1

ω
e−bt senωt

� t

0

ebsf(s) cosωsds
∣∣∣∣

6 |c1|+ |c2|+ 2

Me−bt

ω

� t

0

ebs ds

6 |c1|+ |c2|+ 2

Me−bt

ω

ebt − 1

b

6 |c1|+ |c2|+ 2

M

bω
(1 − e−bt)

< |c1|+ |c2|+ 2

M

bω
.

8. Determine uma solução formal do problema

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ x x ∈ ]0,π[, t > 0

u(0, t) = 0, u(π, t) = 0 t > 0

u(x, 0) = f(x) ]0,π[,

onde f : ]0,π[→ R é uma função contı́nua.

Sendo
v(x) =

π2x− x3

6

e u(x, t) = w(x, t)+v(x) pode usar o método de separação de variáveis para resolver
o problema. Assim temos um problema de Dirichlet com solução

π2x− x3

6

+

∞∑
n=1

bne
−n2t sennx,

com
bn =

2

π

� π

0

(
f(x) −

π2x− x3

6

)
sennxdx .


