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1. Para ndmeros complexos z e w qual das seguintes afirmagoes é verdadeira?

z-w=Re(z)  Re(w) — Im(z) - Im(w) +1Re(z) - Im(w) +1Re(w) - Im(z) ]

2. O conjunto das solugdes da equagdo (z> —1)*> = —1 é:

{i%eiﬂ/sl :t\z;/ae*iﬁ/S}

{ +/2e7/8 4 \/Ee—m/s}
{i\‘yzei”/“, i\“/ze*m/“}
{:l:\/Eei”/“, j:\/Ee_i”/“}

3. Qual das seguintes afirmacdes é verdadeira?
(a) O indice de um ponto a € C em relacdo ao caminho seccionalmente regular fechado

v:[o,1] = C\{a}é
1 dz

2m yZ-i-(l

O indice de um ponto a € C em relagdo ao caminho seccionalmente regular

fechado v: [0,1] — C\{a}é L/ dz .
2mi Jyz—a

(b)
(c) O indice de um ponto a € C em relagcdo ao caminho seccionalmente regular fechado

v:lo,1] = C\{a} é
/ dz
yz+a

(d) O indice de um ponto a € C em relacdo ao caminho seccionalmente regular fechado

v:[o,1] = C\{a} é
/ dz
yz—a

4. O raio de convergéncia da série de Maclaurin, isto é a série de Taylor em torno da origem,

de log(z + 1), onde log é logaritmo principal, é

B




5. Considere a fungao

Qual das seguintes afirmacdes é verdadeira?
a. A fungdo f tem singularidades removiveis nos pontos o, v/ 2kmel™4, +iy/2kmel™/4,
como<keZ.

b. A fung¢do f tem polos de ordem 1 nos pontos o, +v 2kmel™4, +iv/2kme™4, com
o< keZ.

A fungdo f tem uma singularidades removivel na origem e polos de ordem 1 nos
pontos ++/2kmel™4, +i/2kme!™4, com o < k € Z.

d. A funcdo f tem um polo de ordem 2 na origem e polos de ordem 1 nos pontos
++/2kmel™4, +iv/2kme!™4, com o < k € Z.

6. O valor do integral

1 (z—1)3
2mi Jiz—5 z(z +2)3

é dado pela férmula:

(z—1)3 1 d* (z—1)3 1 d? 1

i - =
& (z+2)3 2dz2 z |,_, 2dz?z(z+2)3|,_,
_1)3 —1)3
b. lim (z—1) i (z=1) + lim ;;
z—0 (z+2)3 z——2 z z—1z(z+2)3
) —1)3 1 d* (z—1)3
lim — ;
z=o(z42)3  2dz2 z  |,__,
C.
_1)3 —1)3
d. lim (z—1) + i (z—1) :

z—o0 (z+2)3  z=—2 z

7. Para a um numero real ndo nulo calcule ffooo Cloj—;‘z" dx



Considere a funcao

eiaz
f(z) =
zZ+1
Para R > 1 e 0 caminhos y(t) =t com —R <t < Re o(t) =Rel' como <0 < m,
temos
) e ¢ T
/ f(z) dz = 2miRes f(z) = 2mi— = —
v+o =i 21 e
R . 7 ,iaRcost—aRsent
cos(ax) +isen(ax e o
:/ eeg ( )dx+/ . iRe't dt
R x2+1 . R2el2t 4 1
Como
sen(ax)
X%+ 1

é uma fungdo impar temos

R cos(ax) + isen(ax) R cos(ax)
dx = ——dx
R x>+ 1 R X*+1
Além disso, temos paraa >o0eo <0< m

—aR < —aRsenB <o

e—aR < e—aRsen@ <1

~

s eiaR cost—aRsent .
/ o iRe' dt| <
. R2et2t 41

—aRsent

R dt

R2—|—1

/ =g
R2+1 - R2—1

/°° cos(ax) i
——dx = —.
Lo X* 1 e¢

Nos caso a < o temos cos(ax) =

Segue que no caso a > o

cos(—ax) e portanto para a < o temos

/ cos(ax) dx:i.

2 f—
Lo X* 1 e ¢@
Notamos podemos combinar o dois caso por

/ cos(ax) dx:i

> .
oo X% F1 elal

8. Seja () C C uma regido conexa. Mostre que se f: O — C é uma fungédo analitica e |f| é
constante, entdo f é constante.



Sejam u(x,y) = Ref(x +iy) e v(x,y) = Im f(x + iy). Temos
u*+v:=c

2uuy +2vvy =0
u —v U\ (o
vV ou Uy ~\o

u —v
det( > =uw+v:=If>=¢?

em (). Notamos que

A% u

em Q. Se ¢ = o, entdo f(x +1iy) = 0. Se ¢* > o, entdo Vu = (uy, uy) = (0,0). Se
Zo, 21 € Q existe um caminho y: [0, 1] — Q com y(0) = z, e y(1) = z;. Obtemos

u(z;) —u(zo) :/Vu:o
Y

e portanto u é constante. Como Vv = (—uy, uy) = (0,0) segue que f é constante.
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. Qual das seguintes fung¢des é uma solugdo do problema de valor inicial?

dy

2 y+1cosx, y(m) =o

(@) y(x) =(senx —1)*—1

(b) y(x) =1—(senx —1)?

y(x) = (senx+1)*—1

()

(d) y(x) =1—(senx+1)?
. Qual das seguintes fungdes é uma solugdo do problema de valor inicial?

%+2ty:1, y(1) =1

@) y(t) =et" T4et flt e 5 ds

__n9) 12 pt o2
yt)=e"U +e " [Te ds

(b)

() y(t) =et 1 —et flt e " ds

(d) y(t) =e" ¥ —e ¥ [Fes” ds
. A equacdo

5xty + 6x5y% + (2 + 3x%y)y’ = o
é redutivel a exata e a fun¢do seguinte é um fator integrante.

(@) uix,y) =x

(b) uix,y) =x*y

uix,y) =y ]

()

(d) nixy) =xy
. Considere o operador L dado pela expressao

L[y] :y///_’_y/_’_t_y.



Dado que L{sent| = tsent e L[t] = t*+ 1, uma solugdo da equagdo diferencial
Lly] =2tsent—t>—1

é

(a) y(t) =sen(at) —t

(b) y(t) = ;sen(2at) +t

y(t) =2sent—t

(c)
(d) y(t) = ;sen(2t) —t
. Se A é uma matriz 3 x 3 com coeficientes reais e {VI, Vs, v3} é uma base de IR3 tal que

A'.V].:)\.VII A'VZZ)\'V2+7\'VII A.VE}:)\.VS’
qual das seguintes expressdes € a solucdo geral da equagdo diferencial y' = A -y.
(@y= eM (C1(V1 +v3) + Cztvz)
(b) y = eM(civy + cotv, + c5v5)

(©) y = e (cavi + (e1 + Cat)va + c5t%v3)

[ y = M ((cy 4+ tAco) vy + Covs + c5v5) ]
(d)

. Considere o produto interno (f, g) = = f f(x x) dx, onde f e g sdo fungdes continuas

em [—m, 71]. Dado que a série de Fourier da fungao

f(x) =x* paralx|<m

e 2 (=)™

?—I—4Z ( 2 cosnx,
n=1

qual das seguintes expressdes ¢ uma consequéncia da identidade de Parseval para a

funcao f?




2

- ()t om
(C)Z n 12

> 1 4
d )y —=—
()ém "

7. Considere a equacdo diferencial

(1) y"+2by’ +cy = f(t)

com o < b, b? < ¢ e f uma fun¢do continua em [o, col[.
i) Determine a solugdo geral da equagdo (1).

O polinémio caracteristico é A*> 4- 2bA + ¢ é as raizes sdo —b +1ivc — b2, —b —
ivc—b2 Sendo w = +/c—b2 > o, obtemos a solugdo geral da equagdo
homogénea é

—b

(2) c.e Pt cos wt 4 ce P

tsen wt.

Para determinar uma solugdo particular podemos usar o método de variagao
das constantes e obtemos uma solugdo particular

—b

e "tcoswt [t e Ptsenwt [t
G ——M— / e%f(s) sen ws ds + —/ e%*f(s) cos ws ds.
w 9 w 0

Logo a solugdo geral é a soma das equagdes em (2) e (3).

ii) Mostre que se f(t) é uma funcdo limitada, entdo cada solugdo da equagdo (1) é
limitada.



Se [f(t)] < M para o < x, entdo temos para y(t) uma solugdo

b

y(t)] < lcql - le Pt cos wt| + |c,| - e sen wi]

t

1 _

+ ’——e bJ‘coswt/ e%f(s) sen ws ds
w o

t
1 _

4F ’—e btsenwt/ e%*f(s) cos ws ds
w 0

Me—bt t
< leal + leal + 2 / ebs ds
w (0]

Me bt ebt — 1
<leql +leaf +2 b
M
< leql +leaf +2—(1— e_bt)
bw
M
<leql + ez +2—.
bw
8. Determine uma solugdo formal do problema
(au—aqurx x €lo,m[, t >0
ot 0x2 T

u(o,t) =o, u(mt)=0 t>o

u(x,0) = f(x) lo, 7,

onde f: Jo,7[ — R é uma funcdo continua.

7

Sendo
vix) = X — X3
N 6
eu(x,t) = w(x, t) +v(x) pode usar o método de separagdo de varidveis para resolver
o problema. Assim temos um problema de Dirichlet com solugdo

o0
_n2
+ E bre ™ tsennx,

n=1

T 2+ __~3
bn:E/O (f(x)—mTX> sennx dx.

X — X3
6

com




