Probabilidades e Estatistica 2°semestre — 2019/2020
— TODOS OS CURSOS — 27/06/2020 - 13:00

Duracao: 60 minutos 2°teste

Pergunta 1

A varidvel aleatéria X representa o nimero de acessos hordrios a um servidor e possui funcao de
probabilidade

(x+2) x+1) X _
P(X:x):{ pra-p* x=012..
0 outros casos,
onde p € uma probabilidade desconhecida. Considere que (Xi,...,Xs) € uma amostra aleatéria de

dimensao 5 de X. Obtenha a estimativa de maxima verosimilhanca de P(X = x) baseada na seguinte
concretizacdo de (Xi,..., X5): (X1, X2, X3, X4, X5).

Preencha a caixa abaixo com o resultado obtido com, pelo menos, quatro casas decimais.

¢ V.a. de interesse

X = ntmero de acessos horarios a um servidor

e Ep.de X
— ) — (1) (x+2) X 3 —
PX=x)=———=0-p)*p’, x=01,2,...

¢ Parametro desconhecido

p, 0<p<l

* Obtencao da estimativa de MV de 0

Passo 1 — Funcao de verosimilhanca

L(plx) = P(X=Xx)
.7 n
Ximder TP = x)
i=1
XizX [1PX=x)

~.
—

.

i=1

(x;+1) (x, +2)

( p)xi p3]

n
[T+ +2)| A-pEatip®, 0<p<1

i=1

Passo 2 — Funcao de log-verosimilhanca (caso x > 0)
n

n
InL(p|x)=-nln@)+ ) In[(x;+1) (x; +2)] +In(1 - p) ) _ x; +3nIn(p)
i=1 i=1

Passo 3 — Maximizacao

dinL . .
%M =0 (ponto de estacionaridade)
R P lp=p
p 2
d“InL .
w <0 (ponto de maximo)
ap =p

XX +3n_¢

1-p " p
- ﬁ”j;ﬁ;’ — p— <0 (prop. verdadeira porque x=0e n>0)

{ —pnx+3n-3np=0



Passo 4 — Estimativa de MV de 1
- 3 = _1vy5
pzm, onde x = gzizlxlf
Outro parametro desconhecido

h(p) = P(X = x) = &2+ 31 _ )

» Estimativa de MV de h(p)
h/(ﬁ prop. igv.EMV h(f))
(x+2)(x+1) e
= — = pa-p-~
2
Pergunta 2

Considere que o tempo de vida de certo tipo de lampadas (na unidade milhar de hora) tem distribui¢do
normal com valor esperado e varidncia desconhecidos. Depois de obtidas as duragdes de n lampadas

selecionadas casualmente, verificou-se que a variadncia amostral corrigida € igual a s
intervalo de confianca a (1 — @) x 100% para o verdadeiro valor do desvio padrao.

2

Determine um

V.a. de interesse

X =tempo de vida de certo tipo de lampada

V.a. fulcral para o

_ (n-1§? 2
Z="0~ X1

Situacao
X ~normal(u,0?)
u desconhecido

02 DESCONHECIDO

Obtencao do IC para o
Passo 1 — Selecao da v.a. fulcral para o

Z:(n—1)82

2
7 Xn-1)

Passo 2 — Obtencao dos quantis de probabilidade

aq=F}' (al2)
(n-1)
be=F, (1-a/2)

(n—-1)
Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,

Plag<Z<by)=1-«a

_ 2
pP aas—(n S <

= ba]=1—a

1 o? 1
by n—-1827 a,

[(n-1)82 [(n—1)82
P — <0<\ —
bg Ag

=l-a«a

=l-a




Passo 4 — Concretizacao

(n—-1)s? (n—-1)s?
Fl 1-al2)’ F;; (a/2)

n-1 n-1

IC1-a)x100% (0)

Pergunta 3

Numa sondagem a opinido publica, em dado circulo eleitoral, foram inquiridas n pessoas e nx delas
manifestaram-se favoraveis a determinado partido politico. Rejeita-se ou nédo a hipétese de este partido
ter 60% das preferéncias naquele circulo eleitoral? Considere uma hip6tese alternativa bilateral e decida
com base no valor-p aproximado.

* Hipéteses
Hy:p=py=0.60

Hy:p# po
¢ Estatistica de teste
T=_XPo_ E‘Ho normal(0, 1)

/ po(1—po)
n

* Regido de rejeicao de H

Teste bilateral, r.r. de Hj é reunido de dois intervalos simétricos, W = (—oo,—¢) U (¢, +00).

* Decisdo (com base no valor-p)

)_C—
valor—-p = P||T|> t:—pOIHO
/ Po(1-po)
n
X'_
~ 2x|1-® ______lzg__
Po(1—po)

n

Devemos escolher a resposta, das quatro apresentadas em nota de rodapé,' que se coaduna com:

— andio rejeicdo de Hy a qualquer n.s. g < valor — p;

— arejeicdo de Hy a qualquer n.s. g > valor — p.

Pergunta 4

Seja X a varidvel aleat6ria que representa o niimero semanal de avarias de um sistema eletrénico. Uma
engenheira eletrotécnica defende a hipdtese Hy de que X possui funcdo de probabilidade P(X = x) =
L2t 31— p)*, x=0,1,2,...

A contabilizacdo do nimero semanal de tais avarias, em n semanas selecionadas casualmente, conduziu a
seguinte tabela de frequéncias:

Numero semanal de avarias 0 1 2 3 superiora3
Frequéncia absoluta observada 01 0y 03 04 05
Frequéncia absoluta esperadasob Hy | Ey E» FE3 E4 Es

Ap6s ter calculado as frequéncias absolutas esperadas Ej e E5 (aproximando-as as décimas), averigtie se Hy
é consistente com este conjunto de dados. Decida com base no valor-p.

13, Rejeita-se para 1%, 5% e 10%. 2. Rejeita-se para 5% e 10% e nao se rejeita para 1%. 3. Rejeita-se para 10% e ndo se rejeita
paral%e5%. 4. Nao serejeita para 1%, 5% e 10%.



V.a. de interesse

X = ntimero semanal de avarias de um sistema eletrénico

* Hipéteses
Hy:P(X = x) = 8200581 )% x=0,1,2,...
H1 . ﬁI‘I()

Estatistica de teste

_vk (Oi-E a
T=%i"F  ~H X(k-p-1)
onde: k = no. de classes = 5; B =0 0; = freq. abs. observada da classe i; E; =
freq. abs. esperada, sob Hy, da classe i.
* Regido de rejeicao de H
Ao lidarmos com um teste de ajustamento do qui-quadrado, a regido de rejeicdo de Hy é um intervalo

a direita W = (¢, +00).

* Frequéncias absolutas esperadas sob H) omissas

Ei = nxPX=0|Hy)
0+2)(0+1
2
4
Es = n-)Y E
i=1

* Decisao (com base no valor-p)

. _E?
valor—p = P(T> t=%|Ho)

1

I

£ (0i—Ei)®
1 —F)((Zk—l) (l:zl Ei

Devemos escolher a resposta, das quatro apresentadas em nota de rodapé,? que se coaduna com:

— andio rejeicdo de Hy a qualquer n.s. g < valor — p;

- arejeicdo de Hy a qualquer n.s. ¢ > valor — p.

Pergunta 5

Para avaliar a relacdo entre a densidade populacional (Y, em centenas de habitantes por quilémetro
quadrado) das dreas residenciais de determinada cidade e a distancia (x, em quilémetro) ao centro da
mesma, recolheu-se uma amostra casual de dimensao n que conduziu aos seguintes valores:

n .—_\n X n 2 _\n 2 n .—_\n X n 2 _\n 2 n 1. —\N .
i=1 % = Lj=1 iy =1 X T lis X X Yi= L Vi il Vi =i Vi =1 XiYi = iy Xi Vi)

onde x; € [xq), X(n]| parai=1,2,...,n.

Com base no modelo de regressao linear simples, determine um intervalo de confianca a (1—a) x 100% para
E(Y | x = xp).

* Hipéteses de trabalho

iid. .
€; "~ normal(0,02),i=1,...,n

21. Rejeita-se para 1%, 5% e 10%. 2. Rejeita-se para 5% e 10% e ndo se rejeita para 1%. 3. Rejeita-se para 10% e nao se rejeita
paral%e5%. 4. Nao se rejeita para 1%, 5% e 10%.



* ObtencaodoICa (1 - a) x 100% para E(Y | xo)

Passo 1 — V.a. fulcral para E(Y | xp) = Bo + B1 Xo

Bo + B1x0) — (Bo +
, (Bo + B1x0) — (Bo + P1 X0) ~ b2

2
Z;'lzl Xi
Xo=—7,

n v \?
n 2_ i=17"1
i=1%; n( n )

Passo 2 — Quantis de probabilidade

ag = —F.' (1-al2)
be = F.l,(-al2

Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,

Plagn<Z<by)=1-«a

pla, < (Bo + P1x0) — (Po + P1x0) b\ =1_a

~2 1 n
o“ X ﬁ+ = 7
YoxE n( = L)
[ X0 — i1 Xi 2
PO . n 1 0 n
P (ﬁ0+,51X())—thiz)(l—(l/Z)>< o°x | —+ - 5 < Po+Pi1xo <
n xz_n( /le,-)
i=17"i n
f n 2
i Xi
N A 1 o 1 (X() n ) _
(ﬁ0+,61x0)—Ft(niz)(l—(x/2)>< 0% x ;+ 2 =1l-«a
n xz_n i=1 M
3 i=1"7"i n
Passo 4 — Concretizacdo
oy
=17
. o o |1 (XO‘ )
ICa-a)x100%(Po+ P1x0) = | (Po+Pix) = F; ,(1-al2)x |G°x|—+
n n 2 _
i=1% 1

onde:

i \ (i v
n . — i=1"1 i=1"1
Zilelyl n( n n
n

n 2 )
o [ Xizi N
. X7—n
i=1""i n

F>
11
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