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4.Sistemas lineares

Objectivo: Apos completar este moédulo o aluno devera ser capaz de
relacionar o tipo de resposta no tempo com a estrutura do sistema linear,
definida pela posicao dos polos e dos zeros na funcao de transferéncia e

pelos valores proprios e vectores proprios no modelo de estado.

Bibliogrfaia: Franklin, Powell e Emami-Naeini, Feedback Control of Dynamic
Systems, Addison Wesley. Cap. 2 e 6.
A parte relativa a funcao de transferéncia corresponde a consolidacdo de

matéria estudada em Sinais e Sistemas.
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Modelos de sistemas lineares em tempo contiuo
a) Modelo de estado
X(t) = AX(t) + Bu(t) X(0) = X,
y(t) = Cx(t) + Du(t)
b) Funcao de transferéncia

bs" +bs™t +...+b
s"+as"t +...+a

G(s) =

Polos: Raizes do denominador; Determinam o tipo de resposta

Zeros: Raizes do numerador
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Calculo da funcao de transferéncia a partir do modelo de estado:

~ Cadj(sl — A)b

) det(sl — A)

Pélos: Raizes do polinébmio caracteristico da matriz A dado por
a(s) =det(sl — A)

Po6los=Valores préprios da matriz A
Zeros: Raizes do polindbmio
b(s) =Cadj(sl — A)b
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Relacao entre a posicao dos polos e aresposta impulsiva (continuo)
Im(s)
l/
N / A
' RHP
LHP
—x /x % % /.x Re(s)
/l
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Teoremas do valor inicial e final (Transformada de Laplace)
TL{f ()}=F(s)
Teorema do valor inicial

lim f (t) = lim s (s)

S—>+00

Teorema do valor final

tIim f(t)= IianF(s)
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Resposta ao escalao de sistemas continuos

A u(s)=1/s
I S y(s)=G(s)/s
_t o GEs) o

Valor final da resposta da resposta ao escaléo unitario:

I|my(t)—I|msY(s)—I|ms () =G(0)

O ganho estatico de um sistema linear é dado por G(0) .

Isto tem uma interpretacao simples em termos da resposta em frequéncia

como o ganho a frequéncia ® =0,

J. Miranda Lemos
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Valor inicial da resposta:

—>+00 S—+0

ItirE\ y(t)=limsY(s)= lim SEG(S) = lim G(s)
- S S>>+ §

N° polos > n° zeros = Resposta ao escalao continua
N° polos = n° zeros = Resposta ao escaldo descontinuidade com salto finito

N° polos < n° zeros = Resposta ao escaldo descontinuidade, salto infinito
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Valor inicial da derivada da resposta ao escalao:

S—>+0

lim y(t) = lim sL{y(t)} = lim s?Y (s) = lim szle(s) = lim sG(s)
- S—>+00 S—>+00 S—>+00 S

N° polos > n° zeros+1 = Derivada da resposta ao escaldo continua
N° polos = n° zeros+1 = Derivada da resposta ao escaldo descontinua, finita

N° polos < n° zeros+1 = Derivada da resposta ao escaldo descont., infinita
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Exemplos
Usando os teoremas do valor inicial e final para a resposta e a sua derivada, e
o facto de os polos serem reais, esboce qualitativamente a forma da resposta

ao escalédo dos sistemas com funcéo de transferéncia:

1 1
a) G=7 b) GZ(S)_(s+1)2

S 1-5s
) G,(s) = W d) G,(s) = W
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1
a) G, (s) = 1

Ha apenas um polo real e ndo ha zeros = N&o ha oscilactes.

Excesso de polos-zeros = 1. Logo a resposta é continua mas a derivada para

limy(t)= 1l 1 =1
t=0 é descontinua mas finita: y(t) = o3 s+1

O ganho estatico é 1.

\\\\\\\\\
000000000000
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2(3)—m

Ha s6 dois polos reais = nao ha oscilacoes.

Excesso de poélos-zeros=2 = Cointinuidade da resposta e da derivada.

Ganho estatico = 1.

J. Miranda Lemos
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3(3)—m

Excesso de polos-zeros=1 = descontinuidade na derivada

A derivada na origem é 1.

A resposta tende para zero.

0.6

Tempo
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1-5s

G,(s) = W

d)

Ha& uma descontinuidade na origem. A derivada inicial € negativa mas a

resposta final € positiva = efeito de resposta inversa devido ao sistema ser de

fase nao minima.

Tempo

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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Resumo do exemplo
G G
1 2 1
1 1 G,(5)=——
s+1
0.5 0.5
0 0 2( ) -
0 : 0 : 0 (S+D
Tempo Tempo s
G G
3 : Gy(8) = —
1 1 (s +1)°
0.5 0.5
1-5
ON . G (S) —
| | | (s+1)°
0 5 10 5 10
Tempo Tempo
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Exemplo de um sistema de fase ndo minima: Nivel do barrilete
num grupo gerador de vapor de uma caldeira
/ —>
Vapor para Vapor para o
a turbina T condensadot
Turbina
/}\U Vapor <«—Vapor ¢/ agua liq.
A\
—_ —M—hi\ Agua lig.
Painéis de agua nas
Valvula de paredes da fornalha
agua de
alimentacao <:| Chama
J. Miranda Lemos IST-DEEC
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Caudal de
agua de
alimentacéao

Acumulacéo de
massa no barrilete

Contraccédo do nivel
do barrilete

+

4

G(s):l—

—

1 (c-1s+1

s rs+1 s(rs+1)

Nivel do barrilete

0s dois podlos em paralelos criam um zero que € de fase nao minima se o

arrefecimento for mais rapido que a acumulacao de massa.
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Sistemas de 22 ordem (continuo)

G(s)

- Imis)
@=gain lg :

S° +2¢m S+

Y

2.0

1.3

1.6

1.4

125

1.0
0.8
0.6
0.4

0.2

%

7T
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3
1.8 4.6 T
Ltx— L=—o =M, = © 0<¢<1
W, S,
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2
Wy

G(s) =

6 - Determina a forma da resposta

@, - Determina a escala de tempo

S° +2¢cm S+ @’

Quando maior for @, maior é a largura de banda e mais rapido € o sistema.

J. Miranda Lemos
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Modelo de estado de sistemas lineares: A equacao homogénea

A equacao (que descreve um sistema sem entrada):
X(t) = Ax(t)  x(0) = x,

denomina-se equacao homogénea.

A solucao desta equacao desempenha um papel fundamental na solucao da
equacao de estado de sistemas lineares com entrada e na compreensao da
dinamica local de muitos sistemas nao lineares.

A estrutura da solucao depende dos valores proprios e dos vectores proprios

da matriz da dinamica, A.
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Plano de estado

Para um sistema com duas variaveis de estado, o espaco de estado reduz-se

a um plano, denominado plano de estado.

Exemplo
: i)ts s,
%=—1.5x1—0.8x2 X, -15 -0.8]| X,

com condicdo inicial X (0)=1 x,(0)=1. A solucdo no tempo e a
correspondente oOrbita no espaco (plano) de estado mostram-se na figura

seguinte.
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Resposta no tempo

-0.5¢

-1.5

Trajectoria correspondente

no plano de estado

0.5¢

—t—
[ SN
~—~—
N
—t+
L
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A medida que o tempo decorre, o ponto no espaco de estado que representa

0 estado percorre a trajectoria que corresponde a uma dada condicao inicial.
A cada condicao inicial corresponde uma trajectoria diferente.

Como a solucao do problema com uma dada condicéo inicial existe e € Unica,

as diferentes trajectorias nunca se cruzam.

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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Interpretacéo da solucéo da equacao no espaco de estado
Equac&o homogénea:
X(t) = Ax(t)
Aproximando a derivada por diferencas finitas:
x((k +1)h) — x(kh)
h
A equacao pode aproximar-se pela equacao de diferencas

x((k +1)h) = x(kh) + h Ax(kh)

X(t) =

J. Miranda Lemos
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x((k +1)h) = x(kh) + h Ax(kh)
X, } X,
hAX,
x(h)
hAx(h)
O x(2h)
Xl
J. Miranda Lemos IST-DEEC
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x((k +1)h) = x(kh) + h Ax(kh)
No espaco de estados, a solucao pode assim ser interpretada do seguinte

modo:

e Comecamos com uma condicao inicial Xo noinstante K =0,
e Para obter o novo ponto no instante K=h somamos ao vector X0 um
vector um vector proporcional a AXo (mais exactamente hAXo ). Obtém-se

um ponto X(h) =hAX,

e O processo € em seguida iterado.

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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O campo de vectores pode ser tracado no MATLAB com a funcao quiver.
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10

10+

-15

-10 -5 0 5

10

15

Partindo do ponto Xo,

a solucdo avanca

(localmente) na

direccéo Vo = AX, .

Em cada ponto a
trajectoria é tangente
ao campo de vectores

nesse ponto.

J. Miranda Lemos
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- Se comecarmos com outra
condicdo inicial, obtemos
uma outra trajectoria. A figura
mostra duas trajectorias
> geradas a partir de duas

condicOles iniciais dfiferentes.

-10¢F

-15 I I I I ]
-10 -5 0 5 10 15
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Existéncia e unicidade de solucéao

A solucéo da equacéao de estado linear com condicao inicial especificada
X(t) = AX(t)  x(0) = x,
existe e € unica.
Este resultado implica que as trajectorias de estado nao se podem cruzar

pois, se assim fosse, haveria duas solucdes diferentes da euqgcao fiferencial

com a mesma condicao inicial (correspondente ao ponto de cruzamento).

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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Discussao
“Seguir’ as direccOes indicadas pelo campo de vectores proporciona um

meétodo numerico aproximado para resolver a equacéo de estado homogénea,

No entanto, gostariamos de ter um método analitico e, sobretudo, de ter
Indicadores que revelem o comportamento qualitativo da solucéao (se oscila

ou néo, se tende para zero ou para infinito quando o tempo aumenta).

As propriedades da solucao dependem da estrutura da matriz da dinamica A
em particular dos seus valores proprios e vectores proprios, tema que

estudaremos em seguida.
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Nota sobre algebra linear: Valores proprios e vectores proprios
Dada uma matriz A quadrada [nx n], 0s vectores proprios Vi satisfazem
Av, = AV,

em que 4 é o correspondente valor proprio.

Por outras palavras: A direccdo definida pelos vectores proprios permanece

Invariante na transformacao associada a matriz.

Para uma matriz N XN h4a, no maximo, N vectores préprios linearmente

iIndependentes (mas pode haver menaos).

Aos vectores proprios também se da o nome de vectores modo.

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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Determinacao dos vectores proprios e dos valores proprios

Como
Av. = AV,
0S vectores proprios satisfazem o sistema de equacdes algébrico
(A-Al)v. =0
Para que este sistema tenha solucbes ndo triviais Vi #0, ele tem de ser

indeterminado, pelo que os valores proprios 4 devem satisfazer a equacao

polinomial:

det(A— A1) =0

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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Para calcular os valores proprios e 0os vectores proprios de uma matriz A

guadrada [” X n] deve pois proceder-se do seguinte modo:

a) Calcular os valores proprios resolvendo a equacao polinomial:
det(A— A1) =0
b) Para cada um dos valores proprios 4 obter os valores proprios

correspondentes resolvendo o sistema

Como este sistema € indeterminado, a sua solucao € obtida a menos de uma

constante de normalizacao, que pode ser escolhida como for conveniente.

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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Calculo dos valores e vectores proprios — Exemplo

Determine os valores proprios e 0s vectores proprios da matriz:

A
2

-5
-3

J. Miranda Lemos
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Solucéao
4 -5
A= 4—- 1 -5
2 -3 A- Al =
2 -3-A
Polinbmio caracteristico da matriz:
det(A-Al)=0

4—- A -5 )
5 3 /1:(4—/1)(—3—/1)+10=/1 —A-2=UA+1D)(1-2)

Os valores proprios sao as raizes deste polinGmio:

A=-1 1,=2

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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Vectores proprios:
5 _5 Vll 0
_ A-Al)v, = T =
e W

1
A solucgéao é qualquer multiplo de V1= L}

R 1
z 2 —5|v,,| [0

5
A solucao é qualquer maltiplo de Y2 = L}

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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Diagonalizacdo de matrizes

Hipotese: A matriz A tem N vectores proprios linearmente independentes.

Matriz modal (as colunas s&o os vectores proprios):
M=pt v

Matriz diagonal dos valores proprios

A =diag(4, ..., 4,)

J. Miranda Lemos
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Como, para cada par vector proprio/valor proprio

Av. = AV.
vem
AM = MA
ou seja, a matriz A admite a seguinte decomposicao:
A=MAM™
Tem-se ainda, multiplicando a direita por M e a esquerda por M ™:
A=M"TAM

J. Miranda Lemos
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Solucao da equacdo homogénea por diagonalizacao
Esta técnica € valida quando a matriz da dinamica tem N vectores proprios

linearmente independentes.
X(t) = Ax(t)  x(0) = x,
Faz-se uma transformacao de variaveis associada a matriz modal:
z=M7'X ou Xx=Mz
Nas coordenadas Z a dinamica fica
7=M"x=M"TAx=M AMz = Az
Ou seja, as componentes de Z ficam desacopladas, pelo que as equacoes

podem ser resolvidas separadamente!

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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7 = AZ

Esta equacao matricial corresponde ao sistema de equacdes diferenciais:

Zn — ﬂ’nzn

.

Como as equacdes estao separadas, podem ser resolvidas separadamente:

At
Z1 (t) = kle ! Os k, sdo constantes que
dependem das condicOes

iniciais

z (t) =k e’

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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Estrutura da resposta nas coordenadas X:
ket ]

x=Mz=[y, - V]

n.J

ou seja:
X =kve™ +...+kv e
A cada um dos termos
v,e™
da-se o nome de modo do sistema. A resposta do sistema € uma combinacéao

linear dos modos em que os coeficientes dependem das condicdes iniciais.

J. Miranda Lemos IST-DEEC




Modelacédo e Simulacdo — 4.Sistemas lineares. 45
Exemplo
Determine a resposta no tempo do sistema homogéneo
x(t) = Ax(t)

com

A 4 -5 (0) 8

= X =
2 -3 3)

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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A estrutura da resposta é da forma:

0=k e +k,| > fe
ol

Determinacao das constantes K, e K;a partir das condicoes iniciais:

Parat=0 :

HRH

Este sistema pode ser escrito na forma

2ol ls 6 e

J. Miranda Lemos

IST-DEEC




Modelacédo e Simulacdo — 4.Sistemas lineares. a7

Retrato de fase de sistemas lineares

A solucéo do problema de valores iniciais
X(t) = Ax(t) x(0) = x,

com A uma matriz com N vectores proprios linearmente independentes é da

forma
X(t) = kyve™ +...+kve™
em que as constantes kl’ A kn dependem das condic¢des iniciais.

Consoante a posicédo no plano complexo dos valores proprios ﬂ“l , assim sera

o tipo de resposta.
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Valores proprios reais

e Se 0s valores proprios forem reais as respostas correspondentes serao

exponenciais.

e Se a parte real for positiva, as exponenciais serao crescentes e o estado

tende para infinito.

e Se a parte real for negativa, as exponenciais serao decrescentes e 0 estado

tende para zero.

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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Valores proprios complexos conjugados

Os valores proprios complexos ocorrem sempre em pares conjugados para

gue a solucéao seja real.

Correspondem a termos oscilatorios multiplicados por uma exponencial
decrescente se a parte real do valor préprio for negativa, crescente se for

positiva, e sem amortecimento se for nula.

Recorde-se que

e IMt = e*Ucos(t) + jsin(pt)}

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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Exemplo: Valores proprios complexos conjugados

Resolva a equacao

X(t) = Ax(t)  x(0) = x,

oha] el

em que

Sugestéo: Calcule os valores proprios e 0s vectores proprios e use:

X(t) = k,v,e”t +k,v,e”" = 2Re{ kv,e* |

Observe que esta expressao e valida por os dois termos da soma serem

complexos conjugados.

J. Miranda Lemos
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Equacéo caracteristica:

A-1 1
=(s-1)°+1=0
1 -

Os valores proprios séao as solucbes da equacéao caracteristica:

h=1ti A=1-1

Os vectores proprios satisfazem o sistema de equacoes

A-1 1 |lv| [0
-1 A -1]|v?| |0

Como estas equacoes sdo dependentes, apenas usamos a primeira.

J. Miranda Lemos
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(A —Dvi +v: =0

Escolhe-se a normalizacao

vi =1
pelo que a equacao anterior conduz a
vi=1-1
ou seja
B 1 B 1
Vi =| j v, = J

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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A solucdo da equacdo para t =0 escreve-se

X, = kv, +K,Vv,

donde
k 1
v vz]{ l}zxO . {
L K, ou seja —
1 1 1 1 «
cuja solucéo é 1_§+_J kZZE_EJ:kl

J. Miranda Lemos
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A solucao da equacéao diferencial com a condicao inicial especificada € pois

x(t) = 2Re{£(1+ j){ 11&“”} = Re{1+ J} e'(cost + jsint)}
2 —J 1-]

ou seja:

cost +sint

(0 :e{cost—sint}

Fim do exemplo

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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Classificacado da dinamica dos sistemas lineares

A jo Foco N x, ANijo N6 N x, jo  Centro -
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N/
> — e ﬂa%ﬂj} A >
Plano complexo Plano de estado Plano complexo Plano de estado Plano complexo Plano de estado
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Modelacédo e Simulacdo — 4.Sistemas lineares.
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a) Diga qual das matrizes correspondem a qual retrato de fase. Deve justificar
a sua resposta com base nos valores proprios e vectores proprios (calcule os

vectores proprios apenas quando necessario).

b) Indigue uma condic&o incial nao nula tal que o estado do sistema com

matriz da dindmica A tenda para zero quando o tempo aumenta
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