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3.Modelacéao Fisica

Objectivo: Apos completar este moédulo, o aluno devera ser capaz de
escrever as equacoes que definem um modelo de um sistema com estado

continuo com base em principios fisicos e relacoes fundamentais.

Bibliografia
Ljung e Glad, caps. 5e 6
Complementar: Edgeland e Gravdahl (2002). Modeling and Simulation for

Automatic Control. Maryne Cybernetics. Partes lll e IV
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Sistemas mecanicos de translaccao

Exemplos:
e Motrores lineares

e Movimento do papel em fotocopiadoras

Relacionam a posicdo [M] com o tempo [s] de corpos em movimento de

translacao.
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Sistemas mecanicos de translaccao

f
m jp—

. ., . X
Massa isolada (inércia): >

Quando uma massa M [kg] é actuada por uma forca f [N] adquire uma

2
aceleracao [m/S ] no sentido da forca que satisfaz (lei de Newton):

d
T = dt PO em que o momento P(t) ¢é p(t) = ma
d*x f
No caso da massa constante: mF o
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Molas elasticas
k
Elementos que armazenam energia potencial.
Quando a mola é comprimida (ou esticada) do comprimento X em relacdo a
posicdo de repouso, reage com uma forca que se opde a compressao (ou a

extensao), dada para molas lineares por

f =kx

K [N /m] € chamada “constante da mola” ou constante de Hooke.

Em muitos casos a relacéo entre a forca e a elongacao é mais complicada.
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Atrito viscoso

/B

T
¢ _IB ¢ 7707

S&ao os elementos que dissipam energia.

Quando existe uma diferenca de velocidade entre os dois corpos o atrito

corresponde com uma forca que contraria 0 movimento e que depende da

dx
velocidade relativa /dt. No caso linear a forca € dada por:

f=p
dt
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Atrito estatico
Assume que ha uma forca entre 0s corpos em contacto que desaparece ou se

reduz quando eles entram em movimento.

A seguir, a menos gque referido explicitamente, supfe-se que nao existe atrito

estatico nos exemplos considerados.
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Escrita das equacdes de um sistema mecanico de translacao
1.Associar a cada massa que se move independentemente um referencial
“preso ao mundo exterior ao sistema’.
2.Para cada uma das massas que se movem independentemente escrever
a lei de Newton, tomando como variavel a sua posicao no referencial que

lhe esta associado.
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Exemplos
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Xp
—— Xa
I,
k
d*x
2 dtza — _k(xa _Xb)
d°x,
1 dt2 f _k(xb _Xa)
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Modelo de estado tomando a forca como entrada e *a como saida:

d°x, Ko
2 dt2 = _k(xa - Xb) - )'(a
CIZXb Xy u:=f
m, e f —k(x, —X %,

- - [ o 1 0 0] 0 L
Xl _L O L O Xl O Xl
XZ — m2 m2 X2 u 1 X2
x |7 00 0 1fx|"|0 y=[L 0 0 0]

h ko _k ol ] R Xs

RN - ml m %ol [ m,_ | %y
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Xb Xa
- |A—>
A - | I?
Y 4
K P
d°x, dx,
m dt? Z—k(Xa—Xb)—,B dt
d°x,
T =f—k(x,-x,) = f=k(x,—-x,) - x=x+—f
d*x dx
a _ f _ a
e p dt
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Xa Xp
e >
’/ kl I—)— B3 k2 /
A m ™ A7
//////////////////////// /,
B P2
d*x dx dx. dx
m ——a = f —kx —f3—8— a _ =7
todt? e ﬂldt ﬂ3(dt dtj
d°x, dx dx, dx
m,——0 =k x —f,—2— b _
> dt? 20 ﬂzdt ﬂ{dt dtj
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Exemplo: Dinamica de uma valvula pneumatica de regulacéao

— Duphragm
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Modelo do movimento do corpo da valvula

O ar na camara da véalvula exerce uma forca dada pelo produto da area A do
diafragma pela presséo do ar P .

M : massa do corpo da valvula (haste e obturador)

Normalmente a massa M é dxesprezavel face as outras grandezas e o
movimento pode aproximar-se pelo modelo de 12 ordem:

dx K A

— = X+

dt o o
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As valvulas estdo providas de um posicionador electromecanico que usa um
sinal eléctrico para gerar a pressao de ar que garante a posicao desejada
para o obturador dsa valvula. O conjunto conversor valvula € concebido para
gue haja uma relacao nao linear entre o comando da valvula e a posicéo do
obturador. Esta nao linearidade € uma das caracteristicas da valvula, sendo
fornecida pelo fabricante.

A valvula pode ainda ter folgas mecanicas que fazem com que 0 seu
movimento num sentido seja diferente do movimento em sentido oposto.

Os posicionadores eléctricos das valvulas opermitem uma maior precisao,

sendo mais caros.
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Modelo pratico da valvula

Abertura
Comando 1
> > > > o
Ts+1

Quer o comando, quer a abertura da valvula saop expressos em unidades

normalizadas de 0 a 100%.
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Sistemas mecanicos de rotacao
Os sistemas mecanicos de translacao sao muito comuns em aplicacoes de
engenharia:
e Motores, Juntas de braco robot
e Caixas de desmultiplicacéo

Relacionam:
e Angulo de rotacéo [rad]

e Velocidade angular [rad /3] e aceleracdo angular [rad /52]

e Bindrio [Nm]

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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Momento de inércia

O momento de inércia é o analogo da massa para a rotacao.
~ ., . J [Nmsz] ,
Quando um corpo em rotacao com momento de inérica e actuado

por um binario T [Nm], adquire uma aceleracao angular dada por

2
T, 8%
dt
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Atrito viscoso

/B

T
¢ _IB ¢ 7707

S&ao os elementos que dissipam energia.

Quando existe uma diferenca de velocidade de rotacao entre os dois corpos o

atrito corresponde com um binario que contraria 0 movimento e que depende

déo
da velocidade relativa At. No caso linear o binario é dado por:

L
dt
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Molas elasticas

AN

k
Elementos que armazenam energia potencial.
Quando a mola é desviada do angulo €@ em relacdo a posicdo de repouso,
reage com um binario que se opde ao movimento, dada para molas lineares
por
T =ké

K [Nm/ rad] é chamada “constante da mola”.
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Caixa de desmultiplicacéao

T2

02

T1
®1

Uma caixa de esmultiplicacao transforma o binéario e a velocidade angular de

acordo com as seguintes relacoes:

1
@, = . @ T, =al, To=To,

0,
A a=—, . o .
O parametro w, € 0INVerso da razédo de desmultiplicacéo da caixa.
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Exemplos
L
Kk
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L

?(

J
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Fr'T
—=f
AT T7T77 B

d?g dé

J— =T-kO-p—=

dt? ﬂdt
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Exemplo: Servomotor CC de iman permanente

Stator magnet

Rotor windings

Stator magnet

Brush
Commutator
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Um motor de correbnte continua tem essencialmente 2 partes:

e O estator, onde estao fixos enrolamentos ou imanes permanentes (em
pequenos motores) que criam um campo magnético radial;

e O rotor, ligado mecanicamente ao veio do motor, onde ha bobinas
longitudinais gque, ao serem percorridas por uma corrente originam uma
forca tangencial que o faz girar. Por forma a que a corrente no rotor tenha
sempre o0 mesmo sentido, as escovas (contactos deslizantes) tocam nas
laminas do colector ligadas as bobinas do roétor.

Bibliografia:
Franklin, Powell e Emami-Naeini. Feedback control of dynamic systems.
Addison Wesley. Sec. 2.4
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Modelo do servomotor CC de iman permanente
e
+
_ +

Binario do motor:

T(t) = K'g(t) i(t)
Sendo o fluxo @ criado pelo circuito de campo constante,
T (t) = Ki(t)
Tensao aos terminais do rotor

e=Kw

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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Escreva as equacdes que modelam o:
e Circuito do rotor;
e Movimento do rotor em termos da velocidade;
e Modelo de estado, tomando como saida a velocidade angular e estado
X\=@ X,=1
e Simplifique as equacdes supondo que a indutancia do circuito do rotor é
desprezavel, por forma a obter um modelo de 12 ordem;

e Modelo de estado, tomando como saida a posicdo angular e estado

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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Circuito do rétor do motor:

Movimento do rétor do motor:

L$+Ri+e:u
dt

JC;—?:T(t)—,Ba)

J. Miranda Lemos
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Tomem-se como variaveis de estado do motor:

B K]
J J
K, R['T
L L
y=[L 0]x

Se quiséssemos modelar a posicao, necessitariamos de uma variavel de

estado adicional.

J. Miranda Lemos
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Modelo de estado tomando como saida a posicao angular

=0 X =0 X =I

% | [0 1 I% x| |0
X, |=1]0 K X, [+] 0 U
. J o J 1
%) g K _RIDD T
: L L_
y=[1 0 0]x
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Modelo de complexidade reduzida

Lﬂ+Ri+e:u
dt

d
I=2=TM-fo  1a)=Kig)

dt

Assume-se a indutancia do rotor desprezavel: L =0

Ri+e=u —

at o J

p

u-e u-—-K.o

R R

e=Kw

A tensao aplicada e a velocidade estéo relacionadas pelo modelo simplificado:

o
dt

£,
J

KK,
JR

J

K
o+—U-K.o
= U-K)

J. Miranda Lemos
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Mecanica Lagrangiana
A aplicacdo da equacéao de Euler-Lagrange esta baseada na descricao de um
sistema fisico com base num conjunto de quantidades denominadas

coordenadas generalizadas.

Designa-se o vector das coordenadas por Jd o qgual existe no chamado

espaco de configuracdes do sistema.

Por exemplo, dado um ponto material no plano, a configuracao € descrita

pelas coordenadas cartesianas doponto h =X e G, =Y.
A versdo que vamos estudar aplica-se sO0 a sistemas conservativos (sem

atrito).

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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Imaginemos um ponto material no plano que é lancado, no instante + do ponto
1 com uma dada velocidade incial, atingindo o ponto 2 no instante . A
trajectoria seguira uma trajectoria unica e bem definida, que se mostra a traco

grosso. Podemos no entanto imaginar varias trajectorias virtuais.
A
a,=y
? 2

q,=X

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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Funcao Lagrangiana
Defina-se a funcéo Lagrangiana L como a diferenca entre as energias

cinética T e potencial V :
L=T-V
A funcao Lagrangiana € uma funcédo das coordenadas generalizadas J e das

suas primeiras derivadas 9:

L =L(q,q)

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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Principio de Hamilton
De todo o conjunto de condi¢cbes admissiveis que um sistema pode assumir
ao evoluir de uma configuracdo num dado instante, para outra configuracao
num instante sucessivo, aquela que de facto € seguida € a que torna minimo o

Integral da Lagrangiana

nesse intervalo de tempo.

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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Um problema de optimizacédo de dimensao infinita

A aplicacao do Principio de Hamilton requer a resolucédo de um problema de

optimizacao num espaco de dimensao infinita. Quer dizer, o integral | & uma

funcao que toma valores reais, mas cujo argumento € ele proprio uma funcao.

Este problema n&o pode pois ser resolvido com as técnicas basicas de
“igualar a derivada a zero”. A sua solucéo é feita com outros métodos, ditos

“variacionais” pois se baseiam em efectuar variacbes na trajectoria optima,

relacionando-as com a correspondente variacdo em | .| Estes métodos s#o

estudados no ambito do Calculo Variacional.
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Equacéao de Euler-Lagrange
E condicio suficiente de minimo do integral | que a Lagrangiana satisfaca a

equacéao de Euler-Lagrange:

d(oL) o .
dt aq'k 5qk K k=1...,n

em que Fk é o vector das forcas generalizadas (momentos no caso dos

movimentos de rotacao) que agem positivamente na direccao da coordenada

Oy
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Exemplo de aplicacédo da equacéao de Euler-Lagrange (massa/mola)

[
Neste caso:
K 1
C T=-m’  v=ikg
m | x=0 2 2

Tome como coordenada generalizada 4 = X. Escreva o caso particular da

equacao de Euler-Lagrange para este sistema, obtendo uma equacao

diferencial ordinaria para X

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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L:qu2 —EKq

Toma-se 4 =X Lagrangiana: 2 2

afob)_ ok _
dtlog ) oq

Substituindo a expressao da Lagrangiana na equacéao de Euler-Lagrange:

oL _
o

oL

K Y=
q o

mg

d, .
(ma)+Ka=F 0 mx=F —Kx
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Exemplos de aplicacao da equacao de Euler-Lagrange (Péndulo)

Neste caso:
1

T ==mR*g°
> g

V =mgR(1-cosQ)

Escreva a equacao de Euler Lagrange para este caso particular para obter

uma equacao diferencial para o angulo 9.

J. Miranda Lemos
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L= lmqu2 —~mgR(1-cosq)

2
Substituindo na equacao de Euler-Lagrange:
oL _ —mgRsinq @ = mR*q
g aq
mR*G+mgRsing=0
ou seja
. g .
g+ Fsm q=0

J. Miranda Lemos
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Referéncias
No ambito da disciplina de Modelacao e Simulacdo apenas se consideram
casos muito simples de modelacdo com métodos da Mecanica Analitica. Para
saber mais:
e Egeland e Gravdahl, cap. 8

e N. Maia (2000). Introducéo a Dinamica Analitica. IST Press.
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Sistemas térmicos
Os sistemas térmicos dizem respeito ao aquecimento de objectos e ao

transporte de energia térmica.

A quantidade de calor Q [J] necessaria para aguecer um corpo de massa

M , levando-o de uma temperatura inicial T, a temperatura T, é dado por:
Q= me(Tz _Tl)

em que Cp é o calor especifico da substancia de que é feito o corpo.
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Fluxo de calor

O fluxo de calor € dado por

d
=% W]
O fluxo de calor para um corpo afecta a sua temperatura de acordo com
dr 1
it C

em que C é uma constante que depende da massa do corpo e das
caracteristicas térmicas da substancia que o compde. Esta expressao obtéem-
se derivando a expressao que relaciona a quantidade de calor e a

temperatura.
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Modos de transferéncia de energia

Comnsideram-se trés modos de transferéncia de energia:
e Conducao
e Conveccao

e Radiacao

J. Miranda Lemos
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Transferéncia de energia por conducao

Um corpo a temperatura 1, enconstado a outro a temperatura T (T, > T))

transfere energia para este com um fluxo de calor dado por:

1
g= E(Tz _Tl)

em que R [OC/J /5] é a resisténcia térmica. A resisténcia térmica depende
da condutividade térmica do material e da area de contacto dos dois corpos.

A esta expressao da-se o nome de Lei de Fourier.
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Transferéncia de energia por conveccao.
A transferéncia de energia por conveccao esta associada ao transporte de
massa num fluido que se desloca. Nao é possivel ter um modelo geral simples

para a conveccao. Por vezes é razoavel assumir
g=_¢C (TZ _Tl)

em que C; é uma constante.

J. Miranda Lemos IST-DEEC




Modelacédo e Simulacao — 3.Modelacéao Fisica 49

Transferéncia de energia por radiacao

Um corpo a temperatura absoluta T [K] radia uma poténcia 9 [W] dada pela

lei de Stefan-Boltzman:

q=AecoT*

A [mz] é a area de exposi¢ao do corpo;

& € a emissividade do corpo, numero adimensional entre O e 1;

o =5.670400x10°Js™"m™?K ™ & a constante de Stefan-Boltzman.
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Exemplo: Termometro

Um termdmetro de vidro cheio de mercurio estabilizou-se na temperatura Toe

é mergulhado no instante & num liquido & temperatura T . Supode-se que a
massa do termoOmetro € tdo pequena que nao perturba a temperatura do
liquido.

Supde-se que a energia acumulada no vidro é desprezavel.

Escreva uma equacao diferencial que modele a evolucao no tempo da

temperatura Tw do mercurio.
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Modelacédo e Simulacao — 3.Modelacéao Fisica 51

Sugestao: Escreva uma expressdao que relaciona a quantidade de calor

necessaria para levar a temperatura do mercurio de Ty no instante & a

temperatura Tn(t) no instante t.

Derive esta expressdo para opbter uma expressdo para o corresponcdente

fluxo de calor d(t) .
Por outro lado, admitindo que a transferéncia de calor se faz apenas por
conducao, pode escrever uma outra expressao para o mesmo fluxo em funcao

das temperaturas do liquido e do mercurio.
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Quantidade ded calor necessaria para levar o mercurio da temperatura T, a
temperatura Tnm(t) -
QM) =C(T, (1) -T,)

dT,, (1)
Derivando em ordem ao tempo: q(t)=C dt

1
Por outro lado  9(D) = E(TL T, ()

Elimminando A(t) entre as duas expressoes:

RC %Tm t)+T. (t)=T,

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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Exemplo: Modelo de um forno solar para tratamento de materiais

E - = — — o
v - . s

Grande forno solar para teste de materiais, Odeillo, Pirinéus franceses.
Referéncia: M. Berenguel, E. F. Camacho, F. J. Garcia-Martin, and F. Rubio
(1999). Temperature control of a solar furnace. IEEE Control Systems

Mag azine, 19(1)8-24 Disponivel na documentagéo auxiliary da disciplina.
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/

...........................................................................

Heliostato
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Entrada manipulada: Comando da persiana
Perturbacao: Poténcia da radiacao solar

Saida: Temperatura da amostra

O modelo obtém-se fazendo um balanco da energia na amostra:

d

ET — —0[1T4 _aZ(T _Tamb) + g(U)R

T - Temperatura da amostra

Tamo - Temperatura ambiente

R - Poténcia da radiacéo solar

U - Comando da persiana. A funcdo 9 depende da geometria.

J. Miranda Lemos
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Cinética Bioquimica
A cinética bioguimica diz respeito a determinacdo das concentracbes de

substancias quimicas nos sistemas bioldgicos como funcdes do tempo.

Lei de accao de massas

Se 0 quimico A reage com o quimico B para produzir o quimico C:

k
A+B—->C

A taxa de reaccao € dada por k[A] [B] em que [A] =Ca representa a

concentracao de A.
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k
A+B—>C

Considere-se um intervalo de tempo de comprimento Al , entre e t+AL

e seja N A o nimero de moléculas de A . Tem-se:

N, (t+At)— N, (t) = —kN ,N At

Dividindo pelo numero total de moléculas e por At ;

C,(t+At)—c,(t
A A():—kCACB
At

J. Miranda Lemos
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C,(t+At)—c,(t
A A():_kCACB
At

Fazendo At -0 , a razao incremental tende para a derivada e obtém-se a

equacao diferencial

dc
d—tA = —kc,C,
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K
A+B—->C
Analogamente para a espécie B:
dc
—= =—kc,C,
dt
e para a espécia C (produto da reaccéo):
dc
—=kc,C;
dt
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K
A+B—C
dc
A =—Kkc,Cq
dt
dc
—= =—kc,C,
dt
dc
—=kc,Cy
dt
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Defina-se o estado:

EquacOes de estado:

—k X, X,
—k X, X,

K X, X,

-k X, X,
—k X, X,

K X, X,
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Repare-se que podiamos ter um sistema com apenas duas variaveis de

estado se apenas escrevéssemos as equacoes para A e B:

X, | [—kx X, |

X, _—kx1 X,

Referéncia sobre este exemplo:

Cap. 6 de Britton, Essential Mathematical Biology, Springer.
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Exemplo: Reaccao reversivel

k+
A+B C
e
k_
dc dc
d—tA =—k,c,C, +k_cC, d—tB =-k,c,Cq +K_Cq

ddctc =k, c,Ccp —k_C,
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Exemplo: Metabolismo da glucose pelo Lactococus Latys
Glucose
RV PR
PEP
P t " - - -
. Aep yruvate -J'xl =—."_'i'1.:]!._ lh“‘lihﬂllgh
D ‘:I':E =-'f1.l_1h’l.l_$lﬂ.l_§ﬂ"' . I.j'gdl'gﬂl._l.;r]:l-"-ﬂTP
ADP 4y . ' ' K
FBP Xg =/ .:'L_thg ATPhasre a .JL'E'L‘EE F, =P A D e
+ 5 - h : - -
2NN 200 Xi=2X 5 PPN NADRMD | o X840 _ 3, X fus
2 NADH 49 2ATP . — F4X ] haa gy has yrhao yhas vy X 2
2 (3- PGA) 5 F1<1 a 5 5
—fs1Xg h""ﬂ.l_h"""'FFMF‘ — -':'EE-IE.HH{'
<« 2 PEP
2 ADP .:'Lb— 4 X h“.lg'l-lﬁ.l jF""+ s, .:'L'I-""LE.JLE,'L""L"'HHHF':
R 1 A X b-':e:e‘l E'I-EHH.*& Dh.alm:. o _.':I",ﬂ Ib{iaza
2Lactate 2 Pyruvate .1:,- =_-'f51.l-§ala.l-§“”H.%Dhalm':' I.E_I
2NAD+ 2 NADH
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40 mmol Aerobic

50
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ynew

pep

10
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Modelos compartimentais

J a,,C, |
Compfrtment Compgrtment
-
a12 C2
l all C:1

Variacao da quantidade 1 no compartimento 1, D1, entre [ e T+ AL:

D1 (t + At) — D1 (t) — (u —ayC +4a,,C, — allcl)At

Dividindo por At e pelo volume do compartimento V1 e fazendo At —0:

, 1
C, = \T(U —a,,C; +4a,C, — a-1101) c. =D./V.
1
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EquacoOes de estado do modelo de 2 compartimentos:

1
C, = V_ (U —ay G +a,,C, — a1101)

, 1
C, = E (a21C1 - a12C2)

Podem ser escritas na forma matricial:

ey 1.
1. _1
v 21 v, CP | U]

o.<|r
c

As concentracoes sao sempre positivas. Isto pode ser explorado.
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Exemplo: Modelos para a anestesia geral
Objectivo da anestesia: Levar o paciente a um estado clinico adequado a
cuirurgia.
Componentes da anestesia:
e Areflexia. Perda de movimento causada pelo bloqueio neuromuscular.
e Analgesia. Auséncia de resposta a estimulos noxicos.

e Hipnose. Perda de consciéncia.

Estes efeitos popdem ser obtidos através da infusao intravenosa de farmacos
tal como o atracurio para o NMB, o remifentanil para a analgesia e o propofol

para a hipnose. Entre outras coisas, o0 modelo depende do farmaco usado.
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Modelo do bloqueio neuromuscular em anestesia

Modelo farmacodinamico
Modelo farmaco- | C : C .
Dose de cinético de 2 P f;séer:éneamde < Equﬁﬁo def Ty
atracurium compartimentos / / !
Concl:entragéo Concentraco no Nivel de
o plasma compartimento de bloqueio
efeito
r1%] A
100
7/ 50 \
50
= Y Y =
Cs0 Ce
50 T Ce
Este € um exemplo de um modelo de Wiener.
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Resposta dos modelos vs. dados clinicos:

(b)

r(t) %

Time (minutes)

Time (minutes)

Modelos+ruido Casos clinicos

Um problema na modelacao: Variabilidade

Resultados obtidos pela FCUP em colaboracdo com o HGSA
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