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APONTAMENTOS DE ALGEBRA LINEAR

0. INTRODUCAO

Este texto consiste numa transcricao razoavelmente fiel das apresentacoes feitas nas
aulas tedricas do curso de Algebra Linear para o mestrado em engenharia Aeroespacial
no primeiro semestre de 2018/2019 no IST. O seu objetivo é proporcionar uma referéncia
precisa para a matéria coberta nas aulas tedricas e nao substituir os livros de texto indicados
na bibliografia na pagina da cadeira.

A Algebra Linear é a parte da Matematica que estuda a resolucao de equacoes lineares, ou
mais geralmente, que estuda as fungoes lineares. Os sistemas lineares ja vos sao familiares.
Eis um exemplo:

20 +3y—z+w=4
—rx+2z—w=1

Estamos interessados em saber se um sistema tem solucao e, em caso afirmativo, em
descrever as solucoes de uma forma conveniente. A resolucao do sistema pode ser vista
como uma questao relativa a fungao linear

f(xvy)zuw):<2x+3y_z+w7—$+22—w)

De facto a existéncia de solugao é equivalente a afirmacao que (4,1) pertence a imagem
de f e, quando a solugdo existe, o conjunto das solugoes é a pré-imagem f~'({(4,1)}) do
ponto (4,1) pela fungao.

A Algebra Linear estd também fortemente ligada a Geometria. Considerando (z,y, z, w)
como coordenadas num espago euclidiano de dimensao 4 (o espago-tempo por exemplo),
podemos interpretar o sistema acima como descrevendo a intersegao de dois (hiper)planos.
O sistema terd solucao se os hiperplanos se intersetam e nesse caso, o conjunto das solugoes
do sistema descreve os pontos da intersecao.

A Algebra Linear é ubiqua na Matematica e nas suas aplicagoes. Por exemplo, o algo-
ritmo de busca de paginas da Google tem por base uma ideia muito simples de algebra
linear como iremos ver mais tarde. A Algebra Linear que iremos estudar é também usada
na compressao de dados e imagens e nas telecomunicagoes entre muitas outras aplicagoes.
Por outro lado, a Algebra Linear é também fundamental na Matematica porque as fungoes
lineares servem de modelo (incrivelmente bem sucedido) para fungoes mais gerais. E essa
a ideia do Calculo, no qual as funcoes sao estudadas recorrendo as suas aproximacoes lin-
eares (ou derivadas). A Algebra Linear sers assim uma base fundamental para disciplinas
de Matematica que estudarao posteriormente como o Calculo de varias variaveis ou as
Equacoes Diferenciais.

1. O METODO DE GAUSS

O método de Gauss é um método para resolver sistemas lineares cuja ideia é a simpli-
ficacao do sistema através da eliminacao sucessiva de variaveis.
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Definicao 1.1. Um sistema linear de m equag¢oes a n incognitas é uma expressao da forma

a1 + apxe + ...+ ax, = b1
a91T1 + A922T9 + ...+ Aoy = b2

(1)
Am1T1 + QmaTa + ... + QynTn = b

onde a;j,;,b; para 1 < i < m, 1 < j < n denotam nimeros reais (ou complexos). Os
nimeros a;; chamam-se os coeficientes do sistema, 0s x; sao as incégnitas e 0s b; os termos
independentes. Se os termos independentes sao nulos (isto € b; = 0 para todo o0 i) o sistema
diz-se homogéneo.

Estamos interessados em saber se um sistema admite solugoes (isto é, se existem nimeros
x1,...,T, tais que as relagoes sao satisfeitas). Quando isto acontece diz-se que o
sistema é possivel, senao é impossivel. Quando existem solucoes, queremos descreveé-las.
Em particular queremos saber se a solucao é tnica (nesse caso diz-se que o sistema é
determinado) ou nao, caso em que o sistema se diz indeterminado.

Observe-se que um sistema homogéneo é sempre possivel. Tem pelo menos a solucao
x; = 0 para todo o j, que se chama a solugao trivial.

Observacao 1.2. Toda a teoria que vamos desenvolver durante o prorimo par de meses
aplica-se mais geralmente. Os numeros reais ou compleros podem ser substituidos pelos
elementos de qualquer corpo (um conjunto com duas operagoes - soma e multiplicag¢do
- que sao comutativas, associativas, tém elemento neutro, a multiplicacao € distributiva
relativamente a soma, todos os elementos tém inverso relativamente a soma e todos o0s
elementos excepto o elemento neutro da soma tém inverso multiplicativo). Um exemplo
familiar de corpo além dos conjuntos R e C dos nimeros reais e compleros com as suas
operacoes habituais € o conjunto Q dos nimeros racionais, também com a soma e produto
habituais. Um exemplo menos habitual é o conjunto {0,1} com a soma e produto definidas
tomando o resto da divisao por 2 da soma e produto usuais.

O método da eliminagao de Gauss € o seguinte algoritmo para simplificar um sistema de
equacoes lineares:

(1) Identificar a primeira varidvel que ocorre de facto no sistema (isto é, que tem
coeficiente nao nulo nalguma das equagoes do sistema).

(2) Se o coeficiente dessa variavel na primeira equagao for nulo, trocar a primeira
equagao com outra na qual o coeficiente nao é nulo

(3) Subtrair um multiplo conveniente da primeira equagao as restantes de forma a
eliminar nelas a varidvel em questao (isto é tornar o coeficiente dessa varidvel nulo)

(4) Regressar ao passo (1) considerando apenas o sistema que se obtém esquecendo a
primeira equagao, a nao ser que o sistema fique reduzido a uma tinica equacao, caso
em que o algoritmo termina.
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Exemplo 1.3. Considere-se o sistema

O0x1 4+ 0x9 + 223 — 24 =5
01’1 +ZL’2+OZL’3—|—3[E4 =1
0x1—|—2x2—|—x3—|—x4:2
A primeira varidvel que ocorre no sistema € xo. Uma vez que o coeficiente de xo na primeira

equagao € 0, trocamos a primeira equagao com a sequnda (também poderiamos trocar com
a terceira). Obtemos entdo o sistema

) +3JZ4:1
2$3—IE4:5
21’2+$3+l‘4:2

Subtraimos agora a terceira equagao o dobro da primeira para eliminar a varidvel xo obtendo

i) +3I4:1
2%3—33'4:5
5133—5£E4:0

Voltamos agora ao inicio mas consideramos apenas as duas ultimas equacoes. A primeira
varidvel € agora x3 e o seu coeficiente na primeira linha (que € a sequnda linha do sistema
inicial) é nao nulo, pelo que nao € necessdrio trocar a ordem das equagoes. Subtraindo
metade da sequnda equagao a terceira obtemos o sistema

) + 31‘4 =1
(2) 21‘3 — Ty = 5

O sistema é facil de resolver comecando pela equacao debaixo e substituindo repeti-
damente os resultados obtidos nas equacoes de cima: da ultima equacao obtemos x4, = g e

substituindo na segunda equacao obtemos

5 25
2$3:5+§<:>I3:§

Finalmente substituindo na primeira equagao (em geral precisariamos também do valor de
x3 mas neste sistema isso nao acontece) obtemos

5 2
—1-3.2=_2
2 9~ 3
O conjunto das solugoes do sistema é portanto
(3) {(wla_§7%7g): (a1 GR}

Em particular o sistema é possivel e indeterminado.
E um desperdicio de tempo escrever as variaveis durante a aplicacao dos passos do
algoritmo acima. Podemos apenas escrever os coeficientes e termos independentes dos
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varios sistemas. O procedimento aplicado no exemplo anterior pode entao ser abreviado
da seguinte forma:

002 -11]5] [o1o 3 | 1] [010 3 |1
010 3 | 1™ 21002 -1 ]5|™="[002-1]S5
021 1 | 2 021 1 | 2 001 =510
, 10 3 | 1
L3—=Lq
(4) 27000 2 -1 5
000 -3 | -

As tabelas de niimeros que aparecem acima chamam-se matrizes e sao objetos fundamentais
na algebra linear. A linha a tracejado antes da tultima coluna destina-se a lembrar que
estamos a resolver um sistema nao homogéneo e que a ultima coluna é formada pelos
termos independentes. Quando é claro do contexto a linha a tracejado é por vezes omitida.
Quando o sistema é homogéneo a ultima coluna (formada s6 por 0s) é omitida.

Exemplo 1.4. Vamos resolver o sistema

r+3y+22=0
dy+2=2
—2rx—2y—32=1

Aplicando o método de Gauss obtemos

1 3 2 |0 13210 132 0
0 4 1 | 2™ o4 1| 2| l041]| 2
—2 -2 -3 | 1 04111 000 | —1

A dltima equacdo do sistema descrito pela matriz em que termina o método de Gauss €
0z 4+ 0y + 0z = —1, que € impossivel. Conclui-se que o sistema inicial € impossivel.

Definigao 1.5. Sejam m,n nimeros naturais. Uma matriz m X n de niumeros reais ou
complexos € uma fungao {1,...,m} x{1,...,n} = R (ou C). E habitual representar uma
tal funcdao por uma tabela de numeros

a1 Q12 - Qin

Qg1 G2 -+ d2n , . ..
onde a;j € o valor da fung¢ao em (i, 7).

Am1 Q2 © Qmn

m € o numero de linhas da matriz, enquanto que n € o nimero de colunas. Diz-se que uma
matriz estd em escada de linhas se todas as linhas nulas estao em baizo e se a primeira
entrada nao nula de cada linha, que se denomina por pivot, estd para a esquerda do pivot
da linha abaizo. Isto é, [a;j|i<i<m1<j<n €Std em escada de linhas se quando

a;; =0paraj <k (sendo0<k<n) = a1 ;=0paraj<k+1
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Note-se que, em termos das matrizes associadas aos sistemas, o que o método de Gauss
faz é colocar a matriz do sistema em escada de linhas.

Apds a aplicagao do método de Gauss temos ainda que resolver iterativamente as equacoes
do sistema, comecando pela que esta mais abaixo. Este processo pode ser feito de forma
muito mais eficiente, efetuando operacoes semelhantes as do método de Gauss. Este novo
algoritmo, uma continuacao do método de Gauss, chama-se Método de Gauss-Jordan e
consiste em, dada uma matriz em escada de linhas,

(1) Multiplicar cada linha nao nula pelo inverso do pivot de forma a fazer o pivot igual
al.

(2) Subtrair multiplos apropriados das linhas acima de cada linha com pivot até que
todas as entradas acima dos pivots fiquem nulas.

Vamos aplicar este algoritmo a matriz em escada de linhas que resultou do Exemplo

L3l

Exemplo 1.6.
010 3 | 17, 0103|1L1_3L30100\—5§
002 1] 5 |2 loo0o1 -2 ]3] " =%"]oo0o10] 2
_9 | _5 | “ils g | Latala 3
000 -2 | =3 000 1 |3 0001/ 2

Recuperamos assim o conjunto das solugoes obtido acima.

Quando ha muitas equacoes, o algoritmo de Gauss-Jordan é muito mais eficiente que o
processo de substituicoes sucessivas que usamos antes.

Definicao 1.7. Diz-se que uma matriz estd em escada de linhas reduzida se estd em escada
de linhas, os pivots sao todos iguais a 1 e as entradas acima dos pivots sao todas 0.

O algoritmo de Gauss-Jordan coloca portanto uma matriz em escada de linhas numa
matriz em escada de linhas reduzida.

Exemplo 1.8. Vamos resolver o sistema homogéneo

y+4w =0
rT—2y+32=0
20 — 6y + 16w =0

Recorde-se que neste caso nao incluimos a coluna de 0s correspondente aos termos depen-
dentes. Obtemos assim

0 1 0 4 1 2.3 0 1 -2 3 0
1 230|200 1 04 |22 |0 1 0 4
2 -6 0 16 2 6 0 16 0 -2 —6 16
1 -2 3 0] _,, [1-23 0 103 8
Lat2lod g1 0 4 | =810 1 0 4 |20 10 4
0 0 —6 24 0 0 1 —4 001 —4
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- 10 0 20
— 01 0 4
001 —4
Obtemos assim a sequinte solu¢do para o sistema:
r = —20w
y = —4w com w € R qualquer.
z = 4w

Exemplo 1.9. Vamos resolver o sistema linear homogéneo
r—y+2z+w—-—v=0
20 —2y+z—w+2v=0
r—y+5z+4w—-50v=0

Aplicando o método de Gauss-Jordan temos

L -12 1 -1], 1 -1 2 1 -1 . 1 -1 2 1 -1
2 21 -1 2 | =" 10 0 -3 -3 4 T2l g 0 -3 -3 4
1 =15 4 =5 710 0 3 3 -4 0O 0 0 0 0

T e A e N e I B S 5

— 10 0 11 —3|"™="10 0 1 1 -3

00 00 O 00 0 0 0

Ou seja, o conjunto solucdo deste sistema €

Os dois exemplos acima ilustram a seguinte observagao relativa a solugao de sistemas
homogéneos por este método:

e As colunas com pivots correspondem as varidveis dependentes do sistema que sao
expressas em funcao das restantes.

e As colunas sem pivots correspondem as varidveis livres cujo valor pode ser atribuido
arbitrariamente numa solucao.

Num sistema nao homogéneo, o sistema é impossivel se houver um pivot na iltima coluna
(como acontece no Exemplo [1.4)). Quando o sistema é possivel, as colunas com pivot
correspondem as variaveis dependentes e as restantes, com excepcao da iltima, as variaveis
livres.

Definicao 1.10. A caracteristica de uma matm’zﬂ A € o numero de pivols que se obtém ao
aplicar o método de Gauss (ou Gauss-Jordan).

Alternativamente a caracteristica é o nimero de linhas ndo nulas na matriz que resulta
da aplicagdo do método de Gauss (ou Gauss-Jordan). Ela dd-nos o nimero minimo de
equacoes necessarias para descrever a solucao do sistema. Note-se que nao é imediatamente

1Em inglés “rank of a matrix”.
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claro que a definicao de caracteristica faga sentido pois ha alguma indeterminacao no
método de Gauss relativa a escolha das trocas de linha. Podia acontecer que escolhas
diferentes durante a aplicacao do algoritmo conduzissem a matrizes com nimeros diferentes
de pivots no final. Vamos ver que isso nao pode acontecer, mas primeiro comecemos por
analisar exatamente a razao pela qual os métodos de Gauss e Gauss-Jordan produzem
sistemas equivalentes ao inicial.

Suponhamos que temos um sistema linear

1121 + A2 + ... + A1pTy = b1
211 + A92T9 + . .. + AonTy = b2

(5)
Am1T1 + Apm2Z2 + ..o+ ATy = bm

Se (z1,...,x,) é uma solucao do sistema, entdo para qualquer escolha de ¢y,...,¢, € R
(ou C consoante os escalares que estejamos a considerar) a seguinte relacao serd verificada

(6) ci(anzy + ...+ awmwn) + - + (@11 + amare + . ..+ Gppy) = c1by + ...+ b,

A expressao @ diz-se uma combinacgao linear das equagoes do . Obtém-se multiplicando
a i-ésima equacao pela constante ¢; e somando as equagoes resultantes. Concretizando, a
combinacgao linear com coeficientes 2 e —3 das equacoes

r+y=3 20 — by =2

é a equagao
2z +y) —3(2c —5y) =2-3-3-2 —4x+ 17y =0

Observacao 1.11. O conceito de combinacao linear € talvez o conceito central da A/lgebm
Linear. Informalmente, uma combinacao linear de coisas € uma expressao que se obtém
multiplicando cada coisa por um escalar e somando tudo. Por exemplo, admitindo que se
pode multiplicar mamiferos por escalar e somd-los, 2morcego-3castor é uma combinagao
linear de mamiferos.

Quando executamos um passo do algoritmo de Gauss ou Gauss-Jordan, as equagoes
do novo sistema sao (por definigdo do algoritmo) combinagoes lineares das do sistema
anterior. Portanto uma solucao do sistema antes da aplicagao do passo é ainda uma
solugao do sistema seguinte. Na realidade, as combinagoes lineares envolvidas sao muito
simples. Chamando S ao sistema inicial e S” ao sistema obtido apds aplicacao de um passo
do algoritmo e usando a notagao L; (respetivamente L}) para a i-ésima equagao do sistema
S (respetivamente S’), temos apés um passo do método

L;=L;, L;=aL;coma#0, oulL,=L;—al;comj#i

e, no ultimo caso, as linhas distintas da i-ésima permanecem inalteradas e, em particular,
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Mas as expressoes acima permitem também escrever as linhas do sistema S como com-
binagoes lineares das linhas de S’

L; =L, Li:éLg coma#0, oul;=L;+allcomj#i
(onde no tltimo caso usdmos o facto de L; e L’ serem iguais). Conclui-se que as solugoes
do sistema S’ sao também solucoes do sistema S e portanto que os sistemas S e S’ tém
exatamente as mesmas solucoes. Uma vez que isto acontece durante todas os passos do
método conclui-se que todos os sistemas que ocorrem ao longo da aplicacao dos métodos de
Gauss e Gauss-Jordan sao equivalentes, isto é, todos tém exatamente o mesmo conjunto
de solucoes.

Para terminar esta nossa discussao inicial dos sistemas lineares vamos agora provar que a
matriz em escada de linhas reduzida no final do método de Gauss-Jordan é independente de
quaisquer escolhas, o que mostra que a Defini¢ao Mfaz sentido (diz-se que a caracteristica
estd bem definida).

A demonstragao utilizard um género de argumento que se diz por reducdo ao absurdo
e que se baseia no seguinte facto simples da légica: Se uma afirmacao P implica outra
afirmacao @) e ) é falsa, entao P é necessariamente falsa. Em simbolos:

(P= Q) A-Q) = ~P

Este facto permite-nos provar a validade de uma afirnagao A se conseguirmos deduzir uma
falsidade a partir da sua negagao —A. Conclui-se entao que a afirmagao —A ¢ falsa, ou seja
que A é verdadeira.

Teorema 1.12. Sejam m,n nimeros naturais e A uma matriz m X n de niumeros reais ou
complexos. Se B e C sao matrizes em escada de linhas reduzidas obtidas a partir de A por
aplicagcao dos métodos de Gauss e Gauss-Jordan, entao B = C.

Dem. A demonstracao é por inducao no numero n das colunas de A. Para a base da
indugao precisamos de mostrar que se A é uma matriz com uma tnica coluna o resultado é
verdadeiro. Se A tem apenas uma coluna, ou é nula e entdo B = C' = 0 (porque o algoritmo
termina imediatamente) ou nao é nula e entao o algoritmo termina necessariamente com a
matriz

Em qualquer caso B = C.

Para o passo da indugao vamos admitir que a afirmacao do enunciado é valida se a matriz
A tem n colunas e queremos concluir que a afirmacao é vélida para matrizes com n + 1
colunas. Vamos admitir por absurdo que isto nao é verdade. Entao existe uma matriz A

com n—+ 1 colunas e duas maneiras de aplicar o algoritmo de tal forma que no final obtemos
matrizes B # C.
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Quando aplicamos os algoritmos a uma matriz A estamos também a aplica-los as matrizes
que se obtém de A suprimindo a tltima coluna (ou qualquer nimero de colunas a direita).
Em particular, escrevendo A<, para a matriz que se obtém de A suprimindo a ultima
colunaﬁ, pela hipdtese de indugao (uma vez que A<, tem n colunas) teremos B<, = Cx,.
Como estamos a admitir que B # C' estas matrizes terao que diferir em pelo menos uma
das entradas na ultima coluna. Seja entao i tal que b; ,+1 # ¢; ny1. Recorde-se que os
sistemas homogéneos determinados por A, B, e C' sao equivalentes. Subtraindo as i-ésimas
equacoes dos sistemas correspondentes a B e C' obtemos a equagao

(bi ng1 — Ci ny1)Tpy1 =0

(uma vez que b;; = ¢;; para j < n). Como o coeficiente de x,; ¢ ndo nulo, isto significa
que todas as solugoes do sistema determinado por A (ou B ou C) satisfazem ., = 0.
Entao z,,; nao é uma variavel livre no sistema de B nem no sistema de C', e portanto
tanto B como C tém um pivot na coluna n + 1.

Mas observe-se agora que numa matriz em escada de linhas reduzida, um pivot na tltima
coluna ocorre exatamente a direita da primeira linha de Os na matriz obtida ao suprimir
a ultima coluna. Ou seja, sabendo que B e C' tém um pivot na ultima coluna, a posi¢ao
do pivot é determinada por B<, = C<, e portanto é igual para B e C'. Ora no final
do método de Gauss-Jordan todas as entradas da ultima coluna sao 0 excepto a entrada
correspondente ao pivot, que é 1. Conclui-se entao que as tltimas colunas de B e de C' sao
iguais e portanto B = (. Isto contradiz a nossa hipotese que B # C' e portanto mostra que
é impossivel obter matrizes distintas ao aplicar o algoritmo de Gauss-Jordan a uma matriz
com (n + 1) colunas. Isto conclui o passo de indugao e portanto a demonstragao. Il

Observacao 1.13. A demonstracao anterior mostra mais geralmente que se A, B e C' sao
matrizes de sistemas tais que qualquer equacao pode ser escrita como combinac¢ao linear
das equacgoes de cada um dos trés sistemas, e B,C estao em escada de linhas reduzidas,
entio B = C'. Em particular, se inserirmos trocas de linhas arbitrdrias durante a aplica¢ao
do método de Gauss (mesmo que isso nao seja requerido pelo algoritmo) isso nao afectard
o resultado do algoritmo de Gauss-Jordan.

2. O PRODUTO DE MATRIZES

Vimos acima que qualquer combinacgao linear @ das equagoes de um sistema linear
¢é satisfeita por uma solucao do sistema. Mais geralmente, comecando com um sistema
linear , podemos considerar um novo sistema cujas equacoes sao combinagoes lineares
das equagoes do sistema inicial. No caso homogéneo (ou seja com b; = 0) um tal sistema

ZEsta notacao ad hoc nao voltard a ser usada depois desta demonstragao.
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com k equacgoes tem o aspecto seguinte

011<a111’1 + 212 + ...+ Cllnl’n) + ...+ clm(amlxl + Am2T9 + ...+ amnxn) =0
(7) C21<CL11£IZ'1 + a1 xe + ...+ aln:cn) 4+ ...+ CQm(amliCl + QpaTo + ...+ amnaf;n) =0
ckr(ann®y + an o + ...+ a1n®y) + - oo+ (1T + paTa + .o+ Gppry) =0

onde ¢;1, ..., ¢y s40 os coeficientes da combinagao linear que produz a i-ésima equacgao do
novo sistema. Estes escalares podem ser dispostos numa matriz k x m.

€11 C2 -+ Cim
C1 Co2 -+ Com
Ck1 Crk2 - Cgm

Identificando o sistema inicial com a matriz [a;;]1<i<m,1<j<n d0s seus coeficientes, podemos
pensar neste processo de combinagao linear de equagoes como uma operagao que partindo
de duas matrizes, C' = [¢,,] do tipo k x m e A = [a;;] de tipo m x n produz uma nova
matriz que tem por entradas os coeficientes das equacgoes do sistema . Esta nova matriz
¢ de tipo k x n e tem como entrada ij (correspondente ao coeficiente de z; na i-ésima

equagao de (7))
m

(8) Ci1041j + Ci2Q2j + . .. + CimQpmj = Z Ci1Qy4
=1

Definicao 2.1. Sejam k, m,n nimeros naturais, C uma matriz k X m e A uma matriz
m X n de nimeros reais (ou compleros). O produto da matriz C' pela matriz A € a matriz
k x n, denotada por C A, cuja entrada ij € dada pela expressao .

Note-se que a expressao nao é mais do que o produto escalar da linha ¢ da matriz C
com a coluna j da matriz A.

Qayj

Q2;

CG1 G2 - Cim .

QA

Exemplo 2.2.
9 0 3 1 2 0 O
1 -1 0 -1 1 -1 3| =
0 3 0 1

[ 2-140-(-1)+3-0  2:240-14+3-3  2:040-(=1)+3-0 2-04+0-3+3-1
T 114 (-1 (-1)+0-0 1-24(=1)-1+40-3 1-04+(=1)-(=1)+0-0 1-0—1-340-1
[2 130 3
“l2 11 -3
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A férmula para o produto de matrizes admite varias interpretagoes que facilitam
muitas vezes o calculo e que sao ja patentes no exemplo anterior:

e A i-ésima linha do produto C'A é a combinacao linear das linhas de A cujos co-
eficientes sao as entradas da i-ésima linha de C' (foi esta alids a maneira como
chegdmos a férmula para o produto de matrizes). Concretamente, no exemplo
acima, a primeira linha do produto é igual a

2./1200]+0-[-1 1 —=1 3]+3-[0 3 0 1]

e A j-ésima coluna do produto C'A é a combinagao linear das colunas de C' cujos
coeficientes sao as entradas da j-ésima coluna de A. No exemplo acima, a primeira
coluna do produto ¢ igual a

el e

Em muitos exemplos (como no Exemplo acima) o produto calcula-se muito mais rap-
idamente fazendo as contas por linhas ou colunas do que aplicando a férmula entrada
a entrada.

Usando o produto de matrizes, podemos escrever um sistema ([5) usando matrizes para os
coeficientes, incognitas e termos independentes. A expressao é equivalente a igualdade
de matrizes

T
aiy a2 - Qip by
X2
(9) : : C | =
Am1 Am2 - Amn bm
Tn

que se pode abreviar
AX =B

Uma vez que entendamos as propriedades do produto de matrizes, poderemos manipular
sistemas e resolve-los de forma analoga a que é ja familiar do estudo anterior da resolugao
de equagoes numéricas.

Os métodos de Gauss e Gauss-Jordan podem também ser descritos em termos do produto
de matrizes. Por exemplo, tendo em conta a descricao do produto de matrizes em termos
de combinacao linear de linhas, a aplicacao da operacao Lo + 3L, ao sistema @ consiste
na multiplicacao em ambos os lados da igualdade pela matriz do tipo m x m

10 - --- 0
310 --- 0
o0 1 .0
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De forma semelhante, a operagao —2L, corresponde a multiplicacao de @D pela matriz
m X m

1 0 0
0 -2 0

0 0

(000 -~ 0 1]

Definigao 2.3. Seja n um numero natural. A matriz identidade do tipo n x n € a matriz

I, que tem como entrada ij
1 o
5y = { sei=
0 sei#j

ou seja
10 --- 0
01 0
L,=100
00 -~ 0 1]

Teorema 2.4 (Propriedades do produto de matrizes). Sejam k,m,n,p nimeros naturais
e A, B,C' matrizes do tipo k X m, m X n en X p respetivamente.

(1) Propriedade associativa do produto: A(BC) = (AB)C.
(ii) Elemento neutro para o produto: I} A = A e Al,, = A.

Dem. (i) Temos a verificar que para cada i,j com 1 < i < kel < j < p, a entrada
ij das matrizes A(BC) e (AB)C sao iguais. Escrevendo (AB);; para a entrada ij
do produto das matrizes A e B e aplicando (duas vezes) a férmula que define o
produto de matrizes obtemos

m

(A(BC))y; = Y ai(BC)y

= Z i (Z brycyj)
r=1 y=1

m n

= Z Z QigbayCy;

=1 y=1
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onde na tltima igualdade aplicdmos as propriedades distributiva da soma em relagao
ao produto (de nimeros) e também as propriedade associativas da soma e multi-
plica¢do (de ntimeros). De forma inteiramente andloga temos

n

((AB)C))i; = Y (AB)ics

z=1

z=1 w=1

- Z Z aiwbwzcwj
z=1 w=1
As expressdes obtidas para (A(BC));; e ((AB)C);; sdo idénticad] (pelas propriedades
associativa e comutativa da soma de ndmeros) o que conclui a demonstragdo da
igualdade A(BC) = (AB)C.
(ii) A demonstracao é andloga (mas mais facil). Exercicio.

g

Na proposicao anterior vimos propriedades importantes que a multiplicacao de matrizes
partilha com a multiplicacao de nimeros, (embora seja importante notar que a complex-
idade da multiplicacao de matrizes é superior: ha matrizes de varios tipos e s6 quando o
numero de linhas do fator da esquerda é igual ao nimero de colunas do fator da direita se
pode efetuar a multiplicagao). H& também diferencas importantes:

Exemplo 2.5 (A multiplicagdo de matrizes nao é comutativa). Note-se que os produtos
AB e BA s¢ poderao ser matrizes do mesmo tipo se A e B forem matrizes quadradas com
igual niumero de linhas. Se escolhermos duas destas matrizes ao acaso (com mais de uma
linha!), a probabilidade de os produtos serem diferentes € 100%. Por exemplo,

B
ER IR

Uma das propriedades da multiplicagao de nimeros que é muito 1til é a chamada lei do
corte:
Se a # 0 e ab= ac entao b = c.

z

Definicao 2.6. A matriz m x n nula é a matriz que tem todas as entradas iquais a 0. E
denotada por 0 (deizando implicitas as dimensoes).

E imediato da defini¢do do produto que (sempre que os produtos fagam sentido) temos
A-0=0 0-A=0

30s indices dos somatérios sao varidveis mudas. Obtém-se uma expressao da outra substituindo o indice
Z por w e Yy por z.
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Exemplo 2.7 (A lei do corte ndo é vélida para o produto de matrizes). Seja A a matriz

2 -1 .
l4 _2}. Entao

o def 12 -1 2 -1 00
ear= 10 |53]=100)
portanto, apesar de A # 0 temos
AA=A-0.

Definigao 2.8. Uma matriz n x n, A diz-se invertivel se existe uma matriz B (necessari-
amente também n x n) tal que

AB=BA=1,
Uma tal matriz B diz-se uma inversa de A.

Proposigao 2.9. Seja A uma matriz n xn invertivel, B, C' matrizes nxm e E, F matrizes
m X n. Entao

AC=AD=C=D e FA=FA=F=F

Dem. Provamos apenas a primeira implicagao deixando a segunda como exercicio. Seja B
uma inversa de A. Entao

AC = AD = B(AC) = B(AD) & (BA)C = (BA)D < 1,C = 1,D < C =D
O

Vamos também necessitar de outras operagoes com matrizes que tém uma natureza
muito mais elementar do que o produto.

Definicao 2.10. Sejam A, B matrizes m x n. A soma das matrizes A e B € a matriz do
mesmo tipo A+ B que tem como entrada ij

(A + B)zg = CLz‘j + bij

O produto de uma matriz A m x n pelo escalar A € R (ou C) € a matriz AA também do
tipo m X n cuja entrada 1j €
(AA)ij = Aay;

Por exemplo

2 -1 2] [14 2] [2+1 —144 242] [3 3 4
0 -3 0 “l0+2 343 0—1]"

11 V2 V2
V2| -1 2| =] —v2 2V2
4 0 4v/2 0
Vejamos algumas propriedades fundamentais destas operagoes cujas demonstragoes sao
imediatas e ficam como exercicio.
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Proposicao 2.11 (Propriedades da soma de matrizes). Sejam A, B,C matrizes m X n.
Entao
(i) (Associatividade) A+ (B+C)=(A+B)+C
(11) (Comutatividade) A+ B =B+ A
(111) (Ezisténcia de elemento neutro) A+0= A
(iv) (Ezisténcia de inversos/simétricos) Existe D tal que A+ D =0

E facil verificar (exercicio) que o simétrico de uma matriz é unico. Usa-se a notagao —A
para o simétrico de uma matriz e claramente a componente 75 da matriz —A é dada por
—CLz‘j.

Proposicao 2.12 (Propriedades do produto por escalar). Sejam A, B matrizes m X n e
A, it escalares reais (ou complexos). Entao
(i)1-A=A
(i) A(pA) = (Au)A
(iii) N(A+ B) = AA + AB
(iv) A+ p)A= A+ pA

Outras propriedades do produto por escalar que sao muitas vezes utilizadas sao as
seguintes

0-A=0, (-1)-A=-A

Estas propriedades sao de verificacao imediata a partir da definicao do produto por escalar
mas podem também ser deduzidas das propriedades indicadas nas Proposigoes acima (sem
usar a definigdo). Fica como exercicio a realizagao dessas dedugoes.

Vejamos agora algumas relagoes entre a soma e o produto por escalar com o produto de
matrizes.

Proposicao 2.13 (Distributividade). Sejam A uma matriz m x n, B e C' matrizes n X p
e D uma matriz p X q. Entao

A(B+C) = AB + AC (B+C)D = BD+CD

Dem. Verificamos apenas a primeira igualdade dado que a demonstracao da segunda é
inteiramente analoga. Temos que ver que para cada ¢,j com 1 <i<mel <j <p,as
entradas ij das matrizes A(B + C) e AB 4+ AC sao iguais. De acordo com a entrada
ij de A(B+ C) é dada pela expressao

Y an(B+Chuy = Y aulby+ )
k=1 ot

n
= E @b + ik Crj

k=1

= (AB)i; + (AC)i

o que mostra a igualdade pretendida. O
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Podemos usar as propriedades acima para desenvolver e simplificar expressoes como
estamos habituados a fazer com os niimeros mas devido as diferencas indicadas acima, isto
requer algum cuidado. Por exemplo, se A e B sdo matrizes n X n temos

(A+B)?*=(A+B)(A+B)=A(A+ B)+ B(A+ B) = A>+ AB+ BA + B?
Esta expressao é (pela lei do corte para a soma de matrizes) igual & expressdo habitual
A% +2AB + B?
se e s0 se for satisfeita a seguinte igualdade pelas matrizes A, B
AB = BA
0 que, como ja indicdAmos acima, quase nunca se verifica.

Definicao 2.14. Sejam A, B matrizes n X n. Diz-se que A e B comutam se AB = BA.

E imediato verificar que a matriz A\l,, comuta com qualquer outra matriz n X n, uma
vez que, pela interpretagao do produto de matrizes em termos de combinagoes lineares de
linhas e colunas, multiplicar A a esquerda por A, consiste em multiplicar cada linha de
A por A, enquanto que multiplicar por A\, a direita consiste em multiplicar por A\ cada
coluna de A. Portanto

(M)A = XA = A(\,)
Um dos exercicios da ficha para as aulas praticas da proxima semana pede-vos que veri-
fiquem que estas matrizes - os multiplos escalares da matriz identidade - sdo na realidade
as Unicas matrizes que tém esta propriedade de comutar com todas as outras. A igualdade
acima é um caso particular da seguinte propriedade que relaciona o produto de matrizes
com o produto por escalar. A demonstragao (muito facil) é deixada como exercicio.

Proposicao 2.15. Sejam A uma matriz m X n, B uma matrizn X p e X\ um escalar real
(ou complexo). Entdo

AMAB) = A(AB) = (M)B
Exemplo 2.16. Seja A uma matriz n x n. Entdo (uma vez que 31, comuta com A)
(A+31,)° = A +2(31,)A + (31,,)* = A* + 6A + 91,

Ja vimos que a invertibilidade de uma matriz é uma propriedade 1util, permitindo-nos
por exemplo a aplicacao da lei do corte.

Proposicao 2.17 (Unicidade da inversa). Seja A uma matriznxn. Se B e C sao inversas
de A entao B = C.

Dem. Temos
B =BI, =B(AC)=(BA)C=1,C=C

A partir de agora escrevemos
A™' para a inversa da matriz A.

Notemos as seguintes consequéncias da unicidade da inversa.
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Proposigao 2.18. Sejam A, B matrizes n X n invertiveis. Entdo
(i) AB ¢ invertivel e (AB)™! = B71A™!
(ii) A=t € invertivel e (A71)™1 = A.

Dem. Mostramos apenas a primeira afirmacao deixando a segunda como exercicio. Uma
vez que a inversa é unica, tudo o que é necessario fazer é verificar que as relacoes na
Definicao [2.8] sdo satisfeitas:

(B'AYAB)=B YA 'AB=B"',B=B'B=1,
e, analogamente,
(AB)(B'A™) = A(BBHA™' = ALLA™' = AA =1,
O
Poe-se agora a questao de como saber se uma matriz é invertivel e nesse caso calcular

a matriz inversa. Na realidade ja aprendemos a calcular a inversa! Se B é a inversa de A
entao

AB =1,

Tendo em conta a interpretacgao do produto AB como um calculo de combinagoes lineares
de colunas de A, isto diz-nos que as entradas da i-ésima coluna de A sao os coeficientes da
combinagao linear das colunas de A que produz a i-ésima coluna da matriz identidade. Se
denotarmos a i-ésima coluna de B por X;, isto diz-nos que a seguinte relacao é satisfeita

0

- O -
(onde a entrada nao nula da matriz a direita estd na i-ésima linha). Assim podemos calcular
a 1-ésima coluna da tnversa resolvendo o sistema linear para o que podemos usar os
métodos de Gauss e Gauss-Jordan. Para calcular a inversa temos que resolver n sistemas
lineares mas nao ha qualquer razao para o fazer separadamente. Como os coeficientes do
sistema sao os mesmos para todos os sistemas podemos resolver todos ao mesmo tempo:

Exemplo 2.19. Vamos calcular A=' para a matriz A =

_ O
S w o
ot O N
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1
Aplicamos o método de Gauss-Jordan aos sistemas com termos independentes | 0 |,
0
[ 0 0
1| e | 0| simultaneamente:
| 0 1
_102’100L4L102|1001L2102‘100
03 01] 010 3_—>1030|01031—L>010|0§0
_405|001 0 0 -3 —401753001\§0—§
100 g 0 %
201 0] 0 L0
001 5 0 —3

As colunas da matriz a direita sdo as solugoes de cada um dos sistemas e portanto as colu-
nas da matriz inversa. Assim, se a matriz A for invertivel entao teremos necessariamente

_5

3
A= 0
4
3

1 3 1
Exemplo 2.20. Vamos calcular A~* para a matriz A= | 0 =1 0
2 0 1
Temos
1 3 1| 100 1 3 1 | 1 00
0 -10]010|"™ 0o -1 0] 0 10
2 0 1] 001 0 -6 -1 ] -2 01
. 1 3 1 | 1 0 0 . 1311 0 0
=Plo -1 0 [ 0 1 0|=F|010]0-10
0 0 —1 | -2 —6 1 ltoo1 |2 6 -1
130 | -1 -6 1 100 | -1 =3 1
ksdbo1 0 0 -1 0 [ ]0o10] 0 -1 0
001 ]| 2 6 —1 001 ]| 2 6 —1
Assim, se a matriz A for invertivel entao teremos necessariamente
-1 -3 1
A= 0 -1 0
2 6 —1

Resta perceber porque é que a matriz B calculada nos exemplos anteriores é de facto
uma inversa de A. A maneira como foi determinada torna claro que AB = I,,, mas para
que B seja a inversa é ainda necessario que BA = I,,. Isto esté longe de ser 6bvio (embora
seja facil de verificar nos exemplos acima ou em qualquer exemplo concreto).
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Antes de explicar a razao pela qual o método anterior pode ser sempre usado para
achar a inversa (ou ver que uma matriz nao é invertivel) vamos primeiro responder a
seguinte pergunta natural: Porque nao achar a inversa por linhas resolvendo o sistema
determinado pela equacao BA = I, linha a linha? De facto podemos fazeé-lo, mas a matriz
dos coeficientes do sistema nao serd A, e dado que o método de Gauss-Jordan (tal como
nés o apresentamos) se aplica imediatamente apenas a solucao de sistemas Az = b com z
e b matrizes coluna, é mais pratico fazer as contas como fizemos acima.

Esta questao aponta no entanto para um aspeto basico do calculo matricial que diz
respeito a simetria entre linhas e colunas. A atribuicao do primeiro indice as linhas e do
segundo as colunas é claramente apenas uma convenc¢ao pelo que é natural considerar a
seguinte simetria das matrizes.

Definicao 2.21. Seja A uma matriz m x n. A matriz transposta de A é a matriz AT, do
tipo n X m cuja entrada ij €

(AT)ij = ajs

Por exemplo

{1—1 2]T_ _11g . [1 Q}T_F?)]
0 3 2 5 4 3 4 2 4

Proposigao 2.22 (Propriedades da transposigao). (i) (AT)T = A
(ii) (aA)T = aAT

(iii) (A+ B)T = AT + BT

(iv) (AB)T = BT AT.

Dem. As primeiras trés propriedades sao muito faceis de demonstrar e ficam como exercicio.
Quanto a ultima, suponhamos que A é uma matriz m X n e B é uma matriz n X p, de
forma a que (AB)T é uma matriz p x m. Dados 7,7 com 1 < i <pel < j < m temos
entdo que a entrada ij da matriz (AB)T é

(AB)") ;= (AB);i = > aubp = Y (AN)(B ) = Y (BT (A )y = (B"AT),
k=1 k=1 k=1
conforme queriamos demonstrar. O

Usando esta simetria e a propriedade (iv) acima, é imediato verificar que a solugao do
sistema para uma linha da matriz inversa mencionado anteriormente nao ¢ mais do que a
solucao do sistema

ATz =0
com b a coluna correspondente da matriz identidade. Isto sugere uma relacao entre a
transposicao e a inversao... Qual?

Justifiquemos entao finalmente o nosso método de calculo de inversas:

Teorema 2.23. Seja A uma matriz n X n de numeros reais ou compleros. As sequintes
afirmagoes sao equivalentes:
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(i) A € invertivel
(ii) Para cada matrizn X 1, B, o sistema AX = B tem solugdo e esta € unica.
(i1i) A tem caracteristica n

Dem. Vamos ver que (i)=-(ii)=-(iii)=(i).

(1) = (id):

(if)=>(iii):

(iii) = (i):

Multiplicando o sistema dos dois lados por A~! temos
ATAX=A"'"B=1,X=A"B=X=A"'B

Logo se a solucao existe, ela é unica e é dada por X = A~'B. Mas ¢é facil verificar
que A~'B é de facto uma solucao

AA'B)=1,B=B

o que conclui a prova desta implicagao
Esta implicagdo é equivalente a implicagao —(iii) = —(ii) que passamos a demon-
strar. Se a caracteristica de A nao é igual a n, entao no final do método de Gauss-
Jordan, alguma das colunas nao tem pivot. A variavel correspondente é entao livre
na solucao do sistema homogéneo AX = 0, que tem portanto infinitas solugoes.
Conclui-se que a solugao do sistema AX = 0 nao ¢é unica e portanto a afirmagao
(i) é falsa.
Se A tem caracteristica n, entao aplicando o método de Gauss-Jordan a matriz A
é transformada na matriz I,, (uma vez que esta é a inica matriz n X n em escada
de linhas reduzida com caracteristica n). Mas, como ja observamos, cada passo
do método de Gauss-Jordan consiste na multiplicacao a esquerda por uma matriz.
Nomeadamente:

e A operacao L; <+ Lj, com i # j corresponde a multiplicagao a esquerda pela

matriz ~ _
1
0 1
Sij =
1 0
L 1 -
em que os ‘. indicam 1s, todas as entradas nao indicadas sao 0 e os 0s na

diagonal ocorrem nas linhas i e j.
e A operacao al; com a # 0 corresponde a multiplicacao pela matriz

1
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com todas as entradas fora da diagonal 0 e todas as entradas na diagonal 1
exceto a i-ésima que é a.

e A operagao L; + aLj com ¢ # j e a # 0 corresponde a multiplicacao pela
matriz

1
In + OéEij =

1

em que todas as entradas da diagonal sao 1 e todas as entradas fora da diagonal

sao 0 exceto a entrada ij, que é igual a a. O esquema acima corresponde ao

caso em que i < j e portanto a fase final do método de Gauss-Jordan. A fase

inicial do método de Gauss consiste na multiplicacao por estas matrizes com

1 > j, caso em que a entrada nao nula fora da diagonal esta abaixo da diagonal.
Em termos do produto de matrizes, a observacao que o método de Gauss-Jordan
termina na matriz I, expressa a igualdade

(11) Ep- EyE A =1,

em que k é o nimero de passos do método de Gauss-Jordan e cada uma das matrizes
E;, correspondente ao passo ¢ do método, é alguma das matrizes referidas acima.
Ora cada matriz F; é invertivel! De facto, é imediato verificar que
L4 Sz; 1 - S»L
° D; i = Di,
L] ([n + CYEZ']')_I = [n — OéEij
Multiplicando a igualdade pelas inversas das matrizes Ej, Fy_1,... obtemos

A=FE'Ey' - B!

Uma vez que A é um produto de matrizes invertiveis, pela Proposicao Aé
invertivel.

Ql~

i

Vemos assim que, quando aplicamos o método de Gauss-Jordan para resolver simultanea-
mente os n sistemas lineares correspondentes a equacao AB = I,,, sé ha duas possibilidades:
ou a aplicacao do método mostra que a caracteristica de A é menor do que n e entao A
nao é invertivel ou, a caracteristica de A é n e entao a matriz A é invertivel. Neste ultimo
caso, uma vez que a matriz B calculada pelo método de Gauss-Jordan satisfaz AB = I,,,
temos

AN AB)=A"'I, & B=A"
3. ESPACOS VETORIAIS

Um espago vetorial é um “sitio onde se podem fazer combinagoes lineares”. Para isto tudo
0 que ¢ necessario ¢ saber como somar e como multiplicar por escalar os objetos do espaco
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vetorial. Para que estas combinagoes lineares se comportem como estamos habituados
nos exemplos que vimos até agora ¢ necessario que satisfagcam certas propriedades que sao
especificadas na definicao de espago vetorial.

O arquétipo de um espago vetorial é R" = {(xy,...,2,): z; € R} em que a multiplicac¢do
por escalar é definida por

a-(T1,...,x,) = (Qz, ..., axy)
e a soma por

(:I;l’"'?ajn)_l_(yl""?yn) :(x1+y1""7$n+yn)

Nos casos em que n = 1,2 ou 3, estamos habituados a identificar R" geometricamente com
o conjunto dos vetores com origem em (0,...,0), e sabemos interpretar geometricamente
o produto por escalar e a soma.

Por exemplo, o conjunto de todas as combinacoes lineares de dois vetores em R? formam
um plano que passa pela origem e contém os dois vetores.

A definicao de espacgo vetorial vai-nos permitir transferir a nossa intuicao geométrica
sobre o comportamento de vetores no espaco para um sem-fim de novas situagoes!

Definicao 3.1. Um espago vetorial real € um conjunto ndao vazio V, cujos elementos se
designam por vetores, juntamente com duas fungoes

o Multiplicagdo por escalar: R x V. — V' que a um par (a,v) associa um vetor awv.

+ .
e Soma de vetores: VXV — V que a um par de vetores (v,w) associa um vetor
v+ w

satisfazendo as sequintes relacoes:

(i) Para todos os u,v,w € V, u+ (v+w) = (u+v) + w.
(ii) Para todos os u,v € V, u+v =1v+ u.
(i11) Eziste um elemento 0 € V' tal que, para todo o v € V se tem v+ 0 = v.
(iv) Para todo o v € V' existe um elemento w € V tal que v+ w = 0.
(v) Para todo o v € V, tem-se 1v = v.
(vi) Para todos os o, 5 € R, ev € V tem-se a(fv) = (af)v.
(vii) Para todos os « € R e v,w € V tem-se a(v+w) = av + aw.
(viii) Para todos os a, f € R ev € V tem-se (a+ f)v = av + fu.

Nao é dificil mostrar que o elemento w tal que v +w = 0 é tnico: se v+w =v+w' =0
entao
w=w+0=uv+@v+w)=w+v)+w=0+w=w+0=w
O tnico w tal que w + v = 0 chama-se o simétrico de v e denota-se por —v.
Observagao 3.2. (i) Substituindo na defini¢io acima R por C obtemos a definigao de

um espago vetorial complexo. Mais geralmente se K é um corpo (ver Observagao
e substituirmos R por K obtemos a nocdao de espaco vetorial sobre o corpo K.

(i1) E também comum usar a terminologia espaco linear em vez de espago vetorial.
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Definicao 3.3. Seja V' um espaco vetorial e vy, ..., v, elementos de V. Diz-se que v € V.
¢ uma combinacao linear dos vetores vy, ..., v, Se existem aq,...,a, € R tais que

vV =0q01 + ...+ v
Os escalares aq, . . .,y chamam-se os coeficientes da combinacdo linear.

Exemplo 3.4. (1) R™ com a soma e produto por escalar definidos coordenada a co-
ordenada € um espaco vetorial real. A wvalidade dos azxiomas na Definicao é
uma consequéncia imediata das propriedades das operacoes de soma e produto de
numeros reais. Por exemplo a propriedade associativa da soma de vetores seque ime-
diatamente da propriedade associativa da soma de numeros reais. Analogamente
C" = {(z1,...,2n): 2z € C} € um espago vetorial complexo, com as operagoes de
soma e produto por escalar definidas componente a componente.

(2) O conjunto M,«n(R) das matrizes m x n reais € um espago vetorial real. E esse
o contetido das Proposigoes e[2.13. Analogamente, o conjunto das matrizes
M,5n (C) é um espago vetorial complexo.

(3) Seja S um conjunto ndo vazio. O conjunto F(S;R) ={f: S — R} das funcoes de
S para R munido das operagoes

def

def
(f +9)(z) = flz) +g(x)  (af)(z) = af(z)
¢ um espago vetorial real. Analogamente o conjunto das fungoes com valores com-
plexos € um espaco vetorial complexo. Note-se que este exemplo contém os dois
exemplos anteriores. De facto R™ € basicamente o caso em que o conjunto S é
{1,...,n} e Mpxn(R) €, por defini¢ao, o caso em que S = {1,...,m} x{1,...,n}.

Observacao 3.5. E habitual referirmo-nos a um espaco vetorial apenas pelo conjunto
subjacente deizando implicitas a estrutura de soma de vetores e multiplicacao por escalares
quando estas sao claras do contexto. Por exemplo, quando falamos do espaco vetorial
M sn(R) referimo-nos a este conjunto com as operagoes habituais de soma e multiplica¢do
por escalar.

Exemplo 3.6. Sejam v,w € R? dois vetores nao colineares. Pelo significado geométrico
da soma de vetores e produto por escalar, o conjunto das combinacgoes lineares de v e w €
o plano que passa pela origem e contém v e w. Dado um ponto u desse plano, o significado
dos coeficientes «, 5 na combinagao linear u = av + fw € o sequinte (familiar da nogao de
coordenadas cartesianas)

e au ¢ o ponto de intersecao da reta paralela a w que passa por u, com a reta deter-
minada por v e pela origem (que € o conjunto {\v: A € R}).

e Sw € o ponto de intersecdo da reta paralela a v que passas por u, com a reta
{Aw: X € R}

Vejamos mais alguns exemplos e nao-exemplos de espacos vetoriais.

Exemplo 3.7. (i) O conjunto V de todos os polindmios reais com as operagoes de soma
e produto por escalar habituais é um espaco vetorial. Note-se que V estd contido no
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conjunto das fungées reais F'(S,R) e que as operagoes de soma e produto por escalar
sao a restri¢cao aos polinomios das operacoes definidas para as funcgoes. Isso torna
a verificacao da maioria dos axiomas na Definicao (3.1 automdticas. De facto, uma
vez que se observe que a soma de polinomios e a multiplicacao de um escalar por um
polindmio sao polindmios, a validade das propriedades (i)-(ii) e (v)-(viii) € imediata
e resta apenas observar que a fun¢ao nula € um polindmio logo (iii) € satisfeito e que
a fungao simétrica de um polinomio € um polindmio logo (iv) € também satisfeito.

(ii) Seja V = {(z,y) € R?: x >0,y > 0} com a soma habitual de vetores em R* e com o
produto por escalar definido por

def
a(z,y) = (lafz, |aly)
Com estas operagoes V' ndao € um espago vetorial porque os axiomas (iv) e (vii) nao
sio verificados. Por exemplo o vetor (1,0) ndo tem simétrico e (0,0) = 0(1,0) =
(14 (=1))(1,0) # 1(1,0) + (=1)(1,0) = (2,0). Em geral, se o e B tém sinais

contrarios e v # 0, a igualdade (o + B)v = awv 4+ Bv nao se verifica.

Definicao 3.8. Seja V' um espaco vetorial. Um subconjunto W C V' diz-se um subespaco
vetorial de V' se munido das operacoes de V' é um espago vetorial.

Implicito na definicao anterior esta que W é fechado para as operagoes de V', isto é que
se wi,we € W e a € R entao a soma de wy e wy em V pertence a W e o produto por
escalar em V', aw;, pertence a W.

Exemplo 3.9. O Ezemplo (1) verifica que o conjunto dos polindmios € um subespago
vetorial de F'(S;R).

Como observamos no Exemplo (i) quando W C V' é um subconjunto de um espago
vetorial fechado para a soma e multiplicacdo por escalar, a verificacao de que W é um
espagco vetorial pode reduzir-se a verificacao que o elemento neutro da soma e os simétricos
(em V') de elementos de W pertencem a V. A préxima proposi¢ao mostra que mesmo estas
verificacoes nao sao necessarias.

Proposicao 3.10. Seja V um espaco vetorial. Se W € um subconjunto nao vazio de V.
fechado para a soma e multiplicacao por escalar, entao W é um subespaco vetorial de V.

Proof. Como ja observdmos, a verificacdo dos axiomas (i)-(ii) e (v)-(viii) é imediata. B
um exercicio para as aulas praticas verificar que, para qualquer v € V, o produto por
escalar Ov é o elemento neutro para a soma. Como W é nao vazio e fechado para o produto
por escalar conclui-se que 0 € W e portanto o axioma (iii) é verificado. E também um
exercicio para as aulas praticas verificar que o simétrico de v € V' é o produto por escalar
(—1)v. Uma vez que W é fechado para o produto por escalar conclui-se que o axioma (iv)
¢é verificado em W. U

Exemplo 3.11. (i) Seja V' o espago vetorial de todos os polinémios reais. O subcon-
gunto W C V' formado pelos polindmios de grau menor ou igual a 3 € um subespaco
vetorial. De facto, de acordo com a proposi¢ao anterior basta observar que a soma de
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polinomios de grau < 3 tem grau < 3 e que o produto de um polinomio de grau < 3
por um escalar tem ainda grau < 3.

(ii) O plano W = {(z,y,2) € R®: z+y+2z = 0} é um subespago vetorial de R®. De acordo
com a Proposi¢ao acima basta notar que se (x,y,z),(z',y,2") € W e a € R entdo
(42" )+ (y+y)+(z+2) =0 e (ax)+ (ay)+ (az) =0 logo (z+2',y+y,2+2) e W
e (ax,ay,az) € W.

(111) Seja A wma matrizm x n. O nicleo de A € o conjunto

I
NA) ={zeR":A| : | =0}
xn

Este conjunto é um subespago vetorial de R™ (o argumento é exatamente o mesmo
que no exemplo anterior).

Intuitivamente devemos pensar nos espacos vetoriais como sendo objetos que se com-
portam de forma semelhante ao espaco euclidiano usual - R? - e nos subespacos vetoriais
como sendo subconjuntos com comportamento semelhante ao das retas e planos em R? que
passam pela origem.

Definigao 3.12. Seja V' um espago vetorial e S C V' um subconjunto. A expansao linear
de S em V é o conjunto L(S) das combinagoes lineares de elementos de S, isto é

L(S) ={aqv1 + ... +F v ay,...,a, ERvy,... 0, € S;n € N}
Por convengao L()) = {0}.

Exemplo 3.13. (i) Seja V' o espago vetorial dos polindmios reais. Vamos determinar
se x +2z% € L(S) onde S = {1 — z,x + 2* + 23, 2%}. Por defini¢io, a pergunta é se
existem escalares aq, aa, a3 € R tais que

z+22° = oy (1 — 2) + oz + 2% + 2°) + az2®

Como dois polinomios sao iguais se tém os mesmos coeficientes, a iqualdade anterior
¢ equivalente ao sistema

a; =0 a; =0
—a1t+ag =1 ay =1
as+a3 =0 as = —1
g = 2 g = 2

Uma vez que o sistema € impossivel, conclui-se que x+22% & L(S). Neste caso ndo se
Justificava a utilizagdo do método de Gauss para a resolugcao do sistema. Mas note-se
que se tiwéssemos escrito o sistema acima da forma habitual, a matriz a qual 1riamos
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aplicar o método de Gauss seria

1 00| 0
~1 10 |1
0 1110
0 10 2

Os coeficientes dos elementos de S aparecem nas primeiras trés colunas, enquanto
que a ultima coluna contém os coeficientes do polindmio x + 23,

(ii) Sendo S = {(1,3,2),(0,1,4),(1,4,6)} C R3, vamos determinar equagoes cartesianas
que definam L(S). Os elementos de L(S) sao os vetores (a,b,c) € R? para os quais €
possivel achar aq, s, a3 € R tais que

(a7b7 C) = a1(17372) + aQ(Oa 174) + Oé3(1,4,6) = (a7b7 C)

Ou seja, sao os vetores (a, b, c) tais que o sequinte sistema € possivel

101 |al, [1O1] a 101 | a
314 [ b |/ 5011 | b=3a |01 1| b-3a
246 | c| 7044 | c—2a 000 | c—4b+10a

Conclui-se que (a,b,c) € L(S) < ¢—4b+10a = 0. Geometricamente, L(S) é um plano
que passa pela origem. Normalmente, esperariamos que trés vetores em R3 formassem
um referencial e que qualquer outro vetor se pudesse escrever como combinagao linear
deles mas neste caso (1,3,2)+(0,1,4) = (1,4,6) e portanto podemos escrever qualquer
combinacao linear dos trés vetores de S usando apenas os dois primeiros. A expansdo
linear destes dois vetores é um plano que tem equacdao paramétrica

(r,y,2) = a1(1,3,2) + a2(0,1,4), com a1, € R
e, COMO VIMOoSs acima, equagao cartesiana
10z —4y + 2 = 0.

Proposicao 3.14. Seja V' um espacgo vetorial e S C V' um subconjunto. Entao L(S) € o
mais pequeno subespaco vetorial de V' que contém S. Mais precisamente

o L(S) é um subespago vetorial de V e S C L(S).
o Se W CV € um subespago vetorial de V' que contém S, entao L(S) C W.

Dem. Se S é vazio entao as condicoes sao claramente verificadas. Suponhamos que S é
nao vazio. L(S) contém S porque dado v € S temos que 1-v = v é uma combinagao
linear de elementos de S e portanto pertence a L(S). Para ver que L(S) é um subespago
vetorial precisamos de ver que L(.S) é fechado para a soma e para o produto por escalar.
Seja A € R um escalar e ayv; + ... + a,v, um elemento de S. Entao

AMaqvr + ..o+ apv,) = Aag)vy + ..+ (Aag)v,

¢ também uma combinagao linear de elementos de S e portanto pertence a L(S). Conclui-
se que L(S) é fechado para o produto por escalar. Por outro lado, dados dois elementos
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a1vy + ...+ apu, e frwy + ..+ Bpw,y, em L(S) a sua soma é
a1v1 + ...+ apv, + frwr + ..+ B,

que é ainda uma combinagao linear de elementos de S. Conclui-se que L(S) também é
fechado para a soma de vetores e portanto é um subespaco vetorial de V.

Finalmente, seja W um qualquer subespaco vetorial de V' que contém S. Entao dados
Vi, ..o, €S ear,. .., a, € R temos que oyv; € W (pois W é fechado para o produto por
escalar) e portanto

avy + ... oy, €W
(porque W é fechado para a soma). Conclui-se que W contém qualquer combinagao linear
de elementos de S, ou seja, que W contém L(S). U

Devido ao resultado enunciado na Proposi¢ao anterior, chamamos a L(S) o subespaco
gerado por S e se W = L(S) dizemos que W ¢é gerado por S e que S é um conjunto de
geradores para W.

Exemplo 3.15. (i) Vamos achar um conjunto de geradores para o subespago

d

(€ imediato verificar que W é de facto um subespago vetorial de Mayo(R)).
Podemos resolver o sistema dado pelas condi¢oes que definem W (aqui ndo se
jJustifica a aplicagdo do método de Gauss)

a+b—2c=0 C:%a—I—%b
54
d—c+a=0 d=—31a+3b

W:{[Z b:| a+b—2€=0,d—c+a:0}CMQXQ(R)

O elemento tipico de W pode portanto escrever-se na forma

a b _ 1 0 b
Lot lp “laplp | T L 1

{11 4108 1)

¢ um conjunto de geradores para W.

}] coma,b e R

2

V= O

logo

Seja A uma matriz m X n. Chama-se espaco das linhas de A, e denota-se por EL(A) ao
subespaco de R™ gerado pelas linhas de A. Por exemplo, para

2 0 1 4
(12) [o 31 2]
temos
EL(A) = L({(2,0,1,4),(0,3,1,2)}) Cc R*

Quando aplicamos o método de Gauss(-Jordan) a uma matriz, o espago das linhas néo
muda. De facto suponhamos que

A=A = Ay — -+ — Ay
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é uma sucessao de matrizes obtida por aplicagao o método de Gauss-Jordan a matriz A.
Uma vez que as linhas de A;;; sdo combinagoes lineares das linhas da matriz A; temos que

{linhas de A;,1} C EL(A;)

e portanto, pela Proposicao temos EL(A;11) C EL(A;). Mas, as linhas de A; também
sao combinagoes lineares das linhas de A;;q, logo FL(A;) C EL(A;+1) e conclui-se que
EL(A;) = EL(A;+1). O método de Gauss-Jordan dé-nos portanto um método para deter-
minar um conjunto de geradores particularmente simples para o espaco das linhas de uma
matriz: as linhas nao nulas da matriz em escada de linhas reduzida obtida como output
do algoritmo.

Analogamente definimos o espaco das colunas de uma matriz A do tipo m X n como o
subespaco de R™ gerado pelas colunas de A. Por exemplo, para a matriz temos

EC(A) = L({(2,0),(0,3),(1,1), (4,2)}) = R%.

Note-se que nao € verdade que o espago das colunas permaneca inalterado ao longo da
aplicacao do método de Gauss.

Um espaco vetorial V' diz-se finitamente gerado se existe um conjunto finito S C V tal
que V = L(9).

Exemplo 3.16. O espaco vetorial V' formado por todos os polinomios reais nao € finita-
mente gerado. De facto, sendo S = {p1,...,pr} C V. um conjunto finito de polindmios e
n; o grau do polinomio p; podemos tomar

N =max{ny,...,ng}

e claramente xVN*' ndo pode ser escrito como combinacdo linear de elementos de S. Isto
mostra que nao existe um conjunto finito de geradores para V.

4. DEPENDENCIA LINEAR, BASES E DIMENSAO
Chegamos agora a alguns dos conceitos fundamentais da Algebra Linear.

Definicao 4.1. Seja V' um espaco vetorial. Um conjunto S C V diz-se linearmente de-
pendente se existem vy,...,v, € S distintos e escalares o, ..., a, nao todos nulos tais
que

avr + ...+ a,v, =0
Caso contrdrio, S diz-se linearmente independente. Um conjunto B C V diz-se uma base
de V' se € linearmente independente e gera V.

Note-se que a negacao da condicao de dependéncia linear é logicamente equivalente
a seguinte condi¢ao, que utilizamos normalmente para testar independéncia linear: S é
linearmente independente se e s6 se dados vy, ..., v, elementos distintos de S e escalares
aq, ..., tais que agvg + ... 4+ a,v, = 0 temos necessariamente a; = - - - = «,, = 0.

Exemplo 4.2. (i) Seja S = {v} um conjunto com um nico elemento. Sev = 0 entdo S
¢ linearmente dependente uma vez que 1-0 € uma combinacdo linear com coeficientes
nao nulos de elementos de S que produz o vetor 0. Se v # 0, entdo S € linearmente
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independente. De facto, uma combinacao linear de elementos de S com coeficientes
nao nulos € da forma av com a # 0 e € uma consequéncia dos axiomas de espago
vetorial que sendo o # 0 e v # 0 entdo av # 0 (ver o ultimo exercicio da Ficha 4).
Se S contém o vetor nulo entao S é linearmente independente (pois 1-0 =0).

Mais geralmente, se S C S e S € linearmente dependente, o mesmo € verdade para S’
(pois a combinagao linear com coeficientes nao todos nulos que certifica a dependéncia
linear de S, certifica também a dependéncia linear de S'). Equivalentemente, se S’
¢ um congunto linearmente independente e S C S' entao S € também linearmente
independente.

Seja S = {v,w} um conjunto com dois elementos (distintos). Entio S € linearmente
dependente se e s6 se v e w sao colineares, isto € se um deles € um maltiplo escalar
do outro. De facto, se existem aq,as nao ambos nulos tais que

a1V + asw =0

ou oy # 0 e entdo v = —2w, ou g # 0 ew=—gtv.

Generalizando o exemplo anterior vemos que um conjunto S C V' ¢é linearmente
dependente se e so se um dos elementos de S pode ser expresso como uma combina¢ao
linear dos restantes elementos de S. De facto uma das implicagoes é imediata e para
ver a outra, se S € linearmente dependente podemos escolher vy, ..., v, € S e escalares
ai, ..., a, nao todos nulos de tal forma que

avr + ... +a,v, =0

Assumindo, por exemplo, que o; # 0 temos que

_ o Qi1

[0}
V] — ... — n
(677 Qg

. _ Qitl,,. — — Gn
Vi—1 o Vi+1 e o Un

(e

é uma combinagao linear de vy, ..., V;_1,Vii1, ..., Up.
O subconjunto {(1,2),(0,3),(1,0)} C R? € linearmente dependente uma vez que

(172) - (170) - %(073) = (070>

Como nenhum par de vetores do conjunto é colinear, se retirarmos qualquer dos ve-
tores ao conjunto obtemos um conjunto linearmente independente, que claramente
gera R? e constitui portanto uma base para R2.

O conjunto B = {e; = (1,0,...,0),e2 = (0,1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1)} € uma

base de R™ chamada a base canénica. De facto, dado (xy,...,z,) € R™ temos
(T1,...,xp) = T161 + ... + Tpep
logo L(B) =R"™ e se ay, ..., q, sio numeros reais e ae1+ ...+ ape, = 0 entdo dado
que
are; + ...+ ape, = (g, ..., qp)
temos oy = - -+ = ay, = 0 0 que mostra que B € linearmente independente.

Se A € uma matriz m X n em escada de linhas, entao as linhas nao nulas constituem
uma base para EL(A). De facto ji vimos acima que as linhas nao nulas geram EL(A)
e se uma combinacdo linear das linhas se anular, o sistema para os coeficientes da
combinacao linear que se obtém considerando apenas as componentes correspondentes
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as colunas que contém pivots implica imediatamente que os coeficientes da combinagao
linear sao todos nulos. Por exemplo, para

2114
A=10 0 1 2
0000

olhando apenas para a primeira e terceira componente dos vetores na equacao
a1(2,1,1,4) + a»(0,0,1,2) = (0,0,0,0)

vemos que
20&1 =0 € a1+ oo = 0
pelo que a; = ag = 0.

O método de Gauss dd-nos portanto uma maneira prdatica de determinar uma base
para o espago das linhas de uma matriz (e, na prdtica, para qualquer subespago de
um espago vetorial finitamente gerado).

(iz) E um ezercicio simples verificar que {1,z,z
vetorial dos polinomios reais.

2...,2", ...} € uma base para o espago

Intuitivamente, uma base para um espacgo vetorial é um “referencial”. De facto, se B
é uma base de V', os coeficientes da combinacao linear que exprime um vetor v € V' em
termos dos elementos de B sao unicos: Admitindo que B = {vy,...,v,}, qualquer vetor v
pode ser escrito na forma
V=V + ...+ o,

(porque B gera V') mas se tivermos também
U:611}1—|—...—|—6n’l)n
entao subtraindo as duas igualdades temos

0= (g — B+ ...+ (an — Bn)vn

e, uma vez que, B é um conjunto linearmente independente, isto implica que ay — 51 =
0,...,a, — B, = 0. Os coeficientes dos elementos da base chamam-se as coordenadas de v
na base B. Uma base permite assim identificar os vetores de V' com listas de escalares (ou
seja com R™ onde n = dim V).

Vejamos agora algumas propriedades importantes relativas a dependéncia linear. Sug-
erimos que ao ler os enunciados que se seguem se tenha em mente o exemplo de R3 e a
interpretacao geométrica usual da combinacao linear de vetores no espago assim como dos
subespacos lineares de R? - retas, planos, etc.

Proposigao 4.3. Seja V' um espago vetorial e S C V um conjunto linearmente indepen-
dente. Se v & L(S) entdo S U {v} € linearmente independente.

Dem. Sejam vy, ..., v, vetores distintos de S e aq, ..., ay,, a,.1 escalares. Temos a verificar
que se

a1v] + ...+ apvy F v =0
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entdao a1 = - -+ = ay1 = 0. Notamos primeiro que o, 1 é necessariamente 0 porque senao
(631 079
v=— Ul — e — — Up,
Opy1 Qnt1

¢ uma combinacao linear de elementos de S, contrariando a hipétese da Proposicao. Mas
entao

avr + ... +a,v, =0

Como S é linearmente independente segue que a; = -+ = «,, = 0. U

Proposigao 4.4. Seja V um espaco vetorial e S CV um subconjunto.

(1) Se S € finito, existe um subconjunto T C S tal que L(T) = L(S) e T é linearmente
independente.
(ii) Se S € uma base de V' com n elementos, entio qualquer subconjunto de V' com mais
de n elementos € linearmente dependente.
(i1i) Se V' € um espago vetorial finitamente gerado, qualquer subconjunto linearmente in-
dependente T' C V' estd contido numa base de V.

Dem. (i) A demonstracao é por indu¢ao no nimero de elementos de S. Se S = {v}
tem apenas um elemento entdao, ou v = 0 e entdo podemos tomar T = () ou v # 0
e entao S ¢é linearmente independente e podemos tomar 7' = S. Suponhamos agora
que a afirmacao ¢é valida para conjuntos com n elementos e suponhamos que S tem
n + 1 elementos. Se S é linearmente independente entao podemos tomar 7' = S.
Senao podemos escolher um vetor v € S que se pode escrever como combinacao
linear dos elementos de S\ {v}, e entdao L(S) = L(S \ {v}). Como S\ {v} tem n
elementos, por hipdtese de indugao existe 7' C S\ {v} linearmente independente tal
que L(T) = L(S\ {v}) = L(S), o que conclui a demonstracao.

(i) Seja S = {v1,...,v,} umabasede V. Vamos mostrar que qualquer conjunto {ws, ..., w1}

formado por n + 1 elementos distintos de V' ¢é linearmente dependente. Uma vez que
S ¢ uma base, existem escalares a;; tais que

w; = a1V + ...+ a1V,
Wy = G921V + ...+ AV,
Wp+1 = CGp4+1)101 + ...+ A(n4+1)nUn

Escrevendo uma combinacao linear
QW1 + .. A Q1 Wit
na base S obtemos

(13) (a1a11 + oo + ... + an+1a(n+1)1)v1 + ...+ (alaln + aoag, + ...+ an+1a(n+1)n)vn
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Pretendemos mostrar que existem «a;’s nao todos nulos tais que a expressao (|13) é
nula. Mas para que ((13)) seja nula basta que se verifiquem as condi¢oes

Q1411 + a9y + ...+ an+1a(n+1)1 =0
Q101 + Q2a2, + - oo+ Qg 1Gy1yn = 0
Estas condigoes dizem que (o, ..., q,) é uma solucao do sistema linear homogéneo

cuja matriz dos coeficientes é a;;. Trata-se de um sistema de n equagoes com (n + 1)
incégnitas logo tem sempre (infinitas) solugdes nao nulas (pois ha pelo menos uma
variavel livre). Isto conclui a demonstragao.

(iii) Seja T" um conjunto linearmente independente e S = {vy,...,v,} um conjunto de
geradores para V. Claramente L(7'US) = V (mas infelizmente 7"U S pode nao ser
linearmente independente). Seja v; o primeiro vetor de S que ndo pertence a L(T')
(se ndo existir entao L(T) = L(T'US) =V e T é a base requerida). Temos, por um
lado, que L(T U{v;,...,v,}) = L(T'US) =V e por outro, pela Proposicao 4.3, que
T'U{v;} é linearmente independente. Seja agora v; o primeiro dos vetores v;11, ..., v,
que nao pertence a L(T' U {v;}) (se nao existir entdao L(T' U {v;}) =V e TU{v;} é a
base requerida). Temos agora que

L(T U{vi, vj, 041, ... 0a}) =V

e, pela Proposigao que (T'U{v;})U{v;} é linearmente independente. Prosseguindo
desta maneira, obtemos apds um numero finito de passos uma base para V' contendo

T. Este procedimento ¢ na realidade um algoritmo para achar esta base.
0

Observacao 4.5. A demonstracdo da Proposicdo (z'z'z') pode ser formalizada usando
mducao no numero de vetores de V' que € necessario acrescentar ao conjunto T' para obter
um conjunto de geradores para V. Se este numero € 0 entdao T € ja uma base de V. O
argumento na demonstracao acima pode facilmente ser adaptado para demonstrar o passo
da inducao: Se quando basta acrescentar n vetores a'l' para gerar V', o conjunto T pode ser
completado de forma a obter uma base, entao o mesmo se verifica quando basta acrescentar
n + 1 vetores a T para gerar V.

Podemos agora facilmente demonstrar o seguinte resultado fundamental.

Teorema 4.6. Seja V' um espaco vetorial finitamente gerado. Entao V' tem uma base
finita e todas as bases de V' tém o mesmo numero de elementos.

Dem. Seja S um conjunto finito tal que V = L(S). Pela Proposi¢ao [4.4i), o conjunto S
contém um subconjunto 7" que ¢ linearmente independente e tal que L(T) = L(S) =V. T
é portanto uma base de V' e trata-se de um conjunto finito porque S é finito.
Suponhamos que B é uma outra base de V. A Proposigao (ii) garante que #B < #T
(sendo B seria linearmente dependente). Mas o mesmo raciocinio diz-nos que #7 < #B e
portanto B e T' tém o mesmo numero de elementos. [l
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Definicao 4.7. O numero de elementos de qualquer base de um espacgo finitamente gerado
chama-se a dimensao de V' e denota-se por dim V. Se um espago vetorial V' nao tem uma
base finita, diz-se que tem dimensao infinita.

E imediato da Proposicao (1) que um espaco tem dimensao infinita se e s6 se nao é
finitamente gerado.

Exemplo 4.8. A luz do Ezemplo (vii),(m’z’i) e (iz) temos

(1) dimR™ = n.

(i) Se A € uma matriz, entao dim EL(A) € igual a caracteristica da matriz A.
(111) O espago dos polindmios tem dimensdo infinita.

Intuitivamente, a dimensao de um conjunto é o niimero de parametros reais (ou coorde-
nadas) que necessitamos para descrever os pontos do conjunto. Por exemplo a superficie
da Terra tem dimensao 2 pois um ponto a superficie da terra é descrito por dois nimeros
reais - a latitude e a longitude. Estas questoes serao discutidas mais tarde na disciplina de
Calculo 2. O Teorema |4.6| encoraja esta nossa intuicao ao afirmar que numa gama restrita
de exemplos - aqueles em que o conjunto em questao tem a estrutura de um espaco veto-
rial finitamente gerado - nao ha qualquer ambiguidade quanto ao nimero de parametros
necessarios para descrever o conjunto.

Exemplo 4.9. A dimensao do espago Mays(R) é 8. De facto é imediato verificar que as
oito matrizes

0

1

10 00 01 00 0
E11_|:0 0 0 O:|7E12_|:0 0 0 0:|a"'7E42_|:0
constituem uma base. Mais geralmente dim M,,»,,(R) = mn. Uma base € dada pelas

matrizes { E;j 1<i<mi<j<n onde E;; designa a matriz que tem 1 como entrada ij e todas as
restantes entradas iguais a 0.

o O
o O

Corolario 4.10. Seja V' um espago vetorial de dimensdao n.

(i) Qualquer conjunto linearmente independente com n vetores é uma base de V.
(i1) Qualquer conjunto de geradores tem pelo menos n elementos.

Dem. (i) Seja S um conjunto linearmente independente com n vetores. Se L(S) # V
entdo podemos escolher v € L(S) e, pela Proposicao [4.3| o conjunto S U {v} é um
conjunto linearmente independente com n + 1 elementos. Isto nao é possivel pela
Proposigao (ii)

(ii) Pela Proposigao [4.4]i), qualquer conjunto de geradores contém uma base e portanto,
pelo Teorema tem pelo menos n elementos.
Il

Observacao 4.11. Todos os resultados demonstrados acima que assumem que o espaco ve-
torial em questao € finitamente gerado admitem versoes para espagos vetoriais arbitrdrios.
Por exemplo em qualquer espaco vetorial é verdade que duas bases tém o mesmo nimero de
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elementos, no sentido em que € possivel definir uma correspondéncia bijetiva entre os ele-
mentos de uma base e da outra. A demonstracao destas versoes mais gerais requer alguns
conhecimentos de Teoria dos Conjuntos pelo que nao discutiremos estes resultados.

Vejamos como as propriedades dos conjuntos linearmente independentes e bases demon-
strados acima podem auxiliar o célculo de bases e a determinacao se um conjunto é ou nao
linearmente dependente.

Exemplo 4.12. Vamos verificar que o conjunto B = {(1,0,1),(1,1,0),(0,0,3)} € uma
base para R® e determinar as componentes de (1,2,1) nesta base.

Uma vez que dimR? = 3, de acordo com o Coroldrio (z) para ver que B € uma base
basta-nos verificar que B é um subconjunto linearmente independente de R®. Podemos
fazer isto (pelo menos) de duas formas:

e Usando a definicao: B € linearmente independente se e so se
«(1,0,1) + (1,1,0) +~(0,0,3) = (0,0,0) = a=8=7=0

A equacao a esquerda da implicagcao € um sistema linear homogéneo cujas incognitas
sao os coeficientes «, 3,7. Resolvendo o sistema vemos se o conjunto € ou nao
linearmente independente:

a+p=0 a=0
=0 S p=0
a+3y=0 v=20

o que mostra que B € linearmente independente. Neste caso ndao se justificava

utilizar o método de Gauss para resolver o sistema, mas vale a pena notar (para

quando as contas sejam mais complicadas) que o sistema em questdo tem como

coeficientes a matriz cujas colunas sao os elementos do conjunto B. No exemplo

acima:

110

010

1 0 3

o Alternativamente podemos usar a observacgao feita no Exemplo (m'z'i) acima. Se
escrevermos os elementos de B nas linhas de wma matriz e aplicarmos o método de
Gauss a matriz obteremos, no final, uma base para L(B) e, em particular, calculare-
mos a dimensao da expansao linear de B. B sera linearmente independente se e so
se dim L(B) for igual ao nimero de elementos de B. De facto, se dim L(B) < #B
entao pela Proposicao (1) B serd linearmente dependente. Por outro lado, se
dim L(B) = #B, B nao pode ser linearmente dependente porque, se assim fosse,
a Proposi¢ao (i) garantiria a existéncia de uma base para L(B) com menos
elementos que B o que contradiria o Teorema[{.6

Finalmente, a determinacdao das componentes de um vetor numa dada base consiste na
solugao de um sistema linear:

o(1,0,1) + A(1,1,0) +7(0,0,3) = (1,2,1)
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que podemos escrever na forma de uma matriz aumentada

1101 1 1 0] 1 1101

010 2[2%]lo 1 0 2|2 010]2

103 |1 0 —-131]0 003 ] 2]
donde obtemos os coeficientes « = —1,3 = 2,~v = %

O 1’| 1 2 1 3
Vamos determinar uma base para o espago L(S) C Myyo(R) e completd-la de forma a obter
uma base para Mayo(R).
A observagao basica para realizar estes cdlculos € que estas matrizes se identificam nat-
uralmente com vetores de R* através da correspondéncia

Exemplo 4.13. Consideremos o conjunto S = {{ L2 } [ 10 } ; [ 0 2 } C Myyo(R).

d

De facto tanto a soma como o produto por escalar sao, em ambos os casos, efetuados coor-
denada a coordenada. Para determinar uma base para L(S) podemos portanto (conforme
o Exemplo (viii)) aplicar o método de Gauss a uma matriz cujas linhas sao os vetores
de R* correspondentes aos elementos de S':

{‘CL b]@(a,b,c,d)

1 20 1 1201 120 1
101 2|2 og213[2%]021 3
0 21 3 0213 0000

Conclui-se que uma base para L(S) é

o 117 3])

(e portanto L(S) tem dimensdo 2). Para completar este conjunto de forma a obter uma
base de Maya(R) precisamos de juntar dois vetores ao conjunto acima de forma a que o
conjunto resultante seja ainda linearmente independente. Isto porque dim Msyo(R) =4 e
portanto, pelo Comlcim'o qualquer subconjunto linearmente independente de Mayo(R)
com quatro elementos constitui uma base para Mayo(R).

Podemos novamente apoiar-nos na correspondéncia entre Mayo(R) e R* e no facto de
as linhas de uma matriz em escada de linhas serem linearmente independentes. Uma vez
que

1 201
0 213
0010
0001

estd em escada de linhas, o conjunto

to LIS Ll v )]
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€ uma base de Mayo(R) contendo a base de L(S).

5. MUDANCAS DE COORDENADAS

Definicao 5.1. Uma base ordenada B de um espaco vetorial de dimensao finita V € uma
sequéncia finita B = (vy, ..., v,) de vetores distintos v; € V' tais que o conjunto {vy,...,v,}
¢ linearmente independente e gera V'

Como o nome indica, a diferenca entre base e base ordenada é que numa base ordenada
escolhemos explicitamente uma ordem para os vetores da base. Ha um primeiro vetor
da base, um segundo, etc... Na realidade até agora, quando fizemos célculos escolhemos
implicitamente uma ordem para os vetores das bases envolvidas de forma a poder identificar
o espaco vetorial em questao com R™.

Uma base ordenada B = (vy,...,v,) determina uma bijegao natural

V+—R"
que faz corresponder a um vetor v € V' os seus coeficientes na base B, na ordem indicada,
v=aqv1 + ..t apU, > (ag, ., Qp)
O escalar «; diz-se a i-ésima coordenada de v na base ordenada B.

Exemplo 5.2. (i) A base ordenada candnica de R™ é B = (eq,...,e,), onde e; =
0,...,0,1,0,...,0) (com o 1 na posi¢ao i). Uma vez que

(T1,...,xp) = T161 + ... + Tpey

as coordenadas de (x1,...,x,) na base candnica sao (x1,...,Ty,).

(1) Para 0 < o < %, seja B = ((cosa,sena), (—senw, cosa)) a base ordenada de R* que

se obtém rodando os vetores da base canonica um angulo o no sentido anti-hordrio.
Vamos achar as coordenadas do vetor (1,0) na base B.

Podemos fazé-lo usando a interpreta¢ao geométrica das coordenadas (conforme

o FExemplo @) e trigonometria elementar obtendo (cosa, —sen«) ou, alternativa-

mente, resolvendo o sistema

cpcosa —casena =1
(1,0) = c1(cos a, sen a) + co(—sen av, cos ) <
cisena + cocosa =0

A combinacao linear cosaly 4+ senals das duas equacgoes do sistema produz ¢; =
cos a, e substituindo na sequnda equacdo temos

cosasena + cpcosa =04 cg = —sen«

(uma vez que cosa > 0). Em geral, podemos ver geometricamente qual é a relag¢ao
entre as coordenadas (a,b) de um vetor na base candnica e as suas coordenadas na
base B. As coordenadas na base B obtém-se de (a,b) rodando este vetor um dngulo
a no sentido horario.
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Vimos no exemplo anterior que as coordenadas na nova base B podiam ser obtidas a
partir das coordenadas noutra base (a base canénica) através de uma certa transformacao.
E natural perguntar em geral qual é a relagao entre as coordenadas de um vetor v € V em
duas bases ordenadas By = (vy,...,v,) € By = (wy,...,w,) de V dadas.

Seja

V=001 + ...+ QpU,

Para achar as coordenadas de v na base By podemos escrever os vetores v; na base Bs:

V1T = A + ao1W2 4+ ...+ Ap1Wh
Vg = Q12W1 + QoWa + ... + ApaWy,
Vp = QoW1+ AopWo + ... + GppW,

Substituindo na férmula para v obtemos
v o= o (anwl + agqwy + ...+ anlwn) + OéQ(CLlel + aooWoy + ... + anzwn) +
oot ap(awy 4 agpwy + .+ appwy)
= (CLHOQ + ajp0o + ...+ alnan)wl + (a21a1 + agpain + ... + agn@n>w2 +

coot (amar F @t + . appag)w,

Escrevendo (f, ..., ,) para as coordenadas do vetor v na base B, temos portanto
B ainn a2 ... Qip aq
B2 az1 G2 ... Qip Q2
Bn Qp1 QAp2 ... Gpp Oy

onde na coluna j da matriz [a;;] aparecem as coordenadas do vetor v; na base Bs.

Proposicao 5.3. Seja V' um espago vetorial de dimensio n e By e By bases ordenadas
para V. Eziste uma dnica matriz n X n, denotada por Sp,—p,, tal que para todo o vetor

v €V, as coordenadas (B, - .., [Bn) de v na base By e as coordenadas (o, ..., ay) de v na
base By estao relacionadas da sequinte forma
B aq
P2 0%
. == SBl*)BQ
B n

A esta matriz chama-se a matriz de mudanca de coordenadas da base By para a base Bs.

Dem. Ja observamos acima que € possivel relacionar as coordenadas através de uma matriz.
Para ver que a matriz é tnica note-se que se existir uma tal matriz S entao a j-ésima
coluna da matriz terd necessariamente de consistir nas coordenadas do j-ésimo vetor da
base By na base By. De facto, as coordenadas desse vetor (chamemos-lhe v;) na base By
sao (0,...,0,1,0,...,0) com o 1 na j-ésima posi¢ao, e ao multiplicarmos a matriz S por
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este vetor de coordenadas obtemos a j-ésima coluna de S que tem entao que conter as
coordenadas de v; na base Bs. O

Exemplo 5.4. A matriz de mudanca de base da base candnica By, de R? para a base B
do Ezxemplo|5.4 é dada por

SBcan%B = {

COS «v sen «
—Sseno« Cos

De fato, a primeira coluna contém as componentes do primeiro vetor da base candnica na
base B como vimos no Exemplo e da mesma forma podemos verificar que a sequnda
coluna contém as coordenadas do vetor (0,1) na base B. Note-se que o efeito que tem
a multiplicagao desta matriz por um vetor coluna é a rotagao do vetor um angulo o no
sentido hordrio conforme tinhamos previsto geometricamente.

Proposicao 5.5. Seja V' um espago vetorial de dimensao finita e By, By, By bases orde-
nadas para V. Temos as sequintes relagoes entre as matrizes de mudanga de coordenadas:
(7/) SBl—>B3 - SBQ—}BgsBl—>B2

(“) SBQ—>Bl = (SB1—>BQ)71

Dem. (i) Sejam X;, Xs e X3 os vetores coluna contendo as coordenadas de um dado
vetor v € V. Por definicao das matrizes de mudanca de coordenadas temos

X2 - SB1—)BQX17 X3 = SBQ—>B3X2
Substituindo a primeira equagao na segunda obtemos

X3 = SBQ-)Bg (SBl—)BQXl) = (SB2—>B3SBl—)B2) X].

Uma vez que a equacao anterior é valida para qualquer vetor v € V e a matriz de
mudanca de coordenadas ¢é uinica conclui-se que
SBl—>Bg - SBQ—}Bg‘S'Bl—}BQ

(ii) Claramente, para qualquer base ordenada B com n elementos, temos que a matriz
de mudanca de coordenadas da base B para ela prépria é a matriz identidade I,,.
Aplicando o ponto (i) com B3 = Bj obtemos

In == SBQ*}Bl SBl*}BQ

e da mesma forma, trocando By com By

In - SBl—}BQSBZ—}Bl

o que mostra que Sp,p, € Sp,—p, sS40 matrizes inversas.

0

Observagao 5.6. Note-se que o ponto (ii) da Proposicao anterior diz, em particular, que
uma matriz de mudanca de base € sempre invertivel. Reciprocamente, € um exercicio da
ficha para as aulas prdticas que qualquer matriz invertivel é uma matriz de mudanca de
base (a partir de qualquer base dada).
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6. TRANSFORMACOES LINEARES

Na Matematica estuda-se certos objetos cuja natureza depende da area da Matemaética.
Por exemplo, na Algebra Linear estuda-se espagos vetoriais, enquanto que em Geometria
se pode estudar, por exemplo, curvas e superficies. Normalmente estes objetos consistem
em conjuntos munidos de certa estrutura adicional. No caso dos espagos vetoriais esta
estrutura adicional toma a forma das operacoes de soma de vetores e o produto de vetores
por escalares. Para estudar os objetos em questao é sempre necessario pensar em como se
relacionam entre eles. As relagoes entre os objetos manifestam-se através de funcoes entre
os conjuntos subjacentes que preservam a estrutura adicional. No caso que nos interessa
agora isso leva-nos a seguinte definicao.

Definicao 6.1. Sejam V e W espacos vetoriais. Uma func¢ao f: V. — W diz-se uma
transformacao linear de V' para W se

(1) f(v1 +v9) = f(v1) + f(v2) para todos os vy,ve € V.
(i1) f(av) = af(v) para todo o v €V e escalar .

As transformacoes lineares sao portanto as fungoes entre os conjuntos subjacentes aos
espacos vetoriais que preservam a soma e o produto por escalar. Note-se que na defini¢ao
acima aparecem duas somas (em geral) distintas no axioma (i): do lado esquerdo do sinal
de igual, a soma ¢ a soma de vetores em V', enquanto que do lado direito se trata da soma
em W. Analogamente para os dois produtos por escalar que aparecem no axioma (ii).

Chamamos a atengao para as seguintes consequéncias imediatas dos axiomas acima: uma
transformacao linear leva necessariamente o vetor 0 € V no vetor 0 € W. De facto, sendo
v € V um vetor qualquer sabemos que 0-v = 0. Como f preserva o produto por escalar
temos entao

f0)=f(0-v)=0-flv)=0eW

A outra observacao importante é que uma transformacao linear leva combinacoes lineares
em V para combinacoes lineares em W: dados escalares ag,...,q, e vetores vy,...,v,
temos

flaqvy + ...+ apv,) = flagv) + fagva) + ...+ flanv,)
= o f(v) +...+anf(vy)
Vejamos alguns exemplos de transformacoes lineares f: V — W.
Exemplo 6.2. (1) Sejam V. = W = R = R'. A fungio f: R — R definida pela
expressao f(x) = 2x € uma transformagao linear. De facto temos
flz1 4+ 22) = 2(x1 + @) = 221 + 229 = f(x1) + f(22)
flax) = 2(az) = a(22) = af(z)

O grdfico de f € uma linha reta que passa pela origem. Mais geralmente, € fdacil
ver (exercicio) que uma func¢ao f: R — R € uma transformacao linear se e sé se
f € uma fungao linear, isto €, da forma f(x) = ax para algum nimero real a € R.
Assim, as transformagoes lineares sao as fungoes reais de varidvel real cujos grdficos
sao retas que passam pela origem.
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Por exemplo, a expressao f(x) = 3z + 1 ndo define uma transformagdao linear
de R para R. De facto f(0 +0) = 1 € diferente de f(0) + f(0) = 1+ 1 = 2.
Alternativamente, f(0) =1 # 0 e vimos acima que uma transformagao linear leva
sempre o vetor nulo do conjunto de partida no vetor nulo do conjunto de chegada.

(2) SejamV =W = R? e identifiquemos como habitualmente R* com o plano. Considere-
se a funcdo f: R? — R? definida geometricamente como “rotacdao de 90 graus em
torno da origem no sentido anti-hordrio”. Apelando ao significado geométrico da
soma de vetores e produto por escalar é imediato verificar que esta transformag¢ao
preserva a soma de vetores e o produto por escalar pelo que é uma transformagao
linear.

Podemos verificar a afirmacao anterior obtendo uma expressao analitica para a
fungdo f. Sendo (a,b) um vetor no primeiro quadrante € imediato verificar que
apds a rotagdo o vetor fica com coordenadas (—b,a). E’fa’cil verificar que o mesmo
sucede para qualquer vetor pelo que a expressao analitica para a rotagao €

f(a> b) = (_bv a)
Podemos agora ver que f é uma transformacao linear:

f((al, bl) -+ (CLQ, bg)) = f(CLl + as, b1 —+ bg)
= (_bl — bl, a + CLQ) = (—bl, al) + (—bg, Gg)
= f(a1,b1) + f(az,bs)

f(oz(a, b)) = f((l/(l, O./b) = (—O./b, O-/a) = Oé(—b, CL) = f((l, b)
Note-se que identificando os vetores de R? com matrizes coluna 2 x 1, podemos
escrever f da sequinte forma

a 0 —1 a
()= ]
(3) Seja V.= R" W = R™ e A uma matriz m X n. Identificando como habitual-
mente vetores de R™ com matrizes coluna podemos definir uma transformacao linear
f: R" = R™ através da formula
flz) = Az
O exemplo anterior é um caso particular deste. De facto, o primeiro exemplo
também €. Nesse caso, A = [a] € uma matriz 1 x 1.
(4) Seja W = F(R,R) o espaco vetorial das fungoes reais de varidvel real e
V ={feW: fédiferencidvel}
o subespaco vetorial formado pelas fungoes diferencidveis. Entdao a aplicagaoT: V —
W definida por
T(f)=r

ou seja a operacao de derivacdo, € uma transformacdo linear. De facto temos
T(f+9)=(f+9)=f+d=T()+T(9)
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T(af) = (af) = af'
pelas regras de derivacao para a soma e para o produto por escalar. FEstas regras
dizem precisamente que a operacdo de derivacao € uma transformacao linear. Este
exemplo €, pelo menos aparentemente, muito diferente dos anteriores. O conceito
de transformacao linear estabelece assim uma relacao entre operagoes tao diferentes
como uma rotagao do plano e a operacao de derivacao de uma fungao.
(5) Seja V= Mpxn(R) e W = M, ,(R) e sejam B uma matriz p x m e C uma matriz
n X q. Entao a aplicacio T: V — W definida pela formula
T(A) = BAC
¢ uma transformacao linear:
T(A;+ As) = B(A)+ As)C = (BA; + BAy)C

(pela distributividade do produto de matrizes em relagdo a soma, e associatividade
da multiplicacdo de matrizes) e

T(aA) = B(aA)C = (aBA)C = aBAC

pela relacao entre o produto de matrizes e o produto por escalar. Um exemplo
concreto € por exemplo a transformagao T': Maoya(R) — My 3(R) determinada pelas

matrizes
1 3
-2 0 0 1 2
B=1_1 1] C:[—110]
2 0
que € dada pela formula
1 3 —b—-3d a+b+3c+3d 2a+6¢
T a b 1 -2 0 a b 0o 1 2| 2b —2a — 2b —4a
c d -1 1 c d -1 1 0| b—d —a—-b+c+d —2a+2c

—2b 2a + 2b 4a

(6) Seja V' o espaco vetorial dos polinémios e W = R2. Entdao a funcio f: V — R?
definida por

¢ uma transformacao linear:

fo+a) = (p+9)1),(p+9)"(2) = (p(1) +4q(1),p"(2) +¢"(2))
= (p(1),7"(2) + (¢(1),¢"(2)) = f(p) + f(q)
Flap) = ((ap)(1), (ap)"(2) = (ap(1),ap"(2)) = a(p(1),(2))
porque a soma de funcoes e a multiplicagao de uma fungao por escalar sao calculadas

ponto a ponto e pelas regras de derivagcao. Note-se que este exemplo €, pelo menos
aparentemente, de uma natureza bastante diferente dos exemplos (1)-(5) acima.
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Proposicao 6.3. Sejam V,W espacos vetoriais, B = {v1,...,v,} uma base para V e
wi, . .., w, vetores quaisquer de W. Entao existe uma unica transformagao linear f: V —

W tal que f(v;) = w.

Dem. Comecamos por mostrar a unicidade. Suponhamos que f: V — W é uma trans-
formacao linear tal que f(v;) = w;. Dado um vetor v € V qualquer, existem escalares
aq,...,Q, Unicos tais que

V=1V + ...+ oy,
Uma vez que uma transformacao linear preserva combinacoes lineares, teremos necessari-
amente

(14) f) = flaqvr + ...+ ayu,) = f(1) + ... Fanf(vn) =y + ... + auw,

Obtemos assim uma férmula para f que mostra a unicidade da transformagao linear (caso
exista). Para verificar que existe e completar a demonstragdo resta ver que a expressao
define efetivamente uma transformacao linear com as propriedades requeridas. Seja
entao f: V — W a funcao definida pela expressao ((14)).

e fenviao vetorv; € Bem w;: Temosv; =0-v1+...40-v;_1+1-v;40-v;51+...0-v,
IOgO f(l)z) :0w1++Ow2_1+1wz—|—0wz+1+0wn:w,

e f é uma transformagao linear: Sejam v = a1v1 + ...+ v, e w = 1o+ ...+ Buo,
dois vetores quaisquer de V. Entao v +w = (a1 + f1)v1 + ... + (an + Bn)vn pelo
que

fo+w) = (a1 +B1)wr+ ...+ (ay + Bn)w,
= (v +...+ ) + (Brvr + .o+ Bavn) = f(v) + fw)
e, dado um escalar o temos av = acjv; + ... + aq,v, e portanto
flav) = acqwy + ... + acw, = alaqw + ... + a,w,) = af(v)

o que conclui a demonstracao.
O

O resultado anterior pode ser visto (pelo menos) de duas maneiras diferentes. Por um
lado, da-nos um método para construir transformacoes lineares: basta escolher uma base
para o espaco de partida e decidir qual o valor que ird tomar em cada vetor da base. Além
disso a demonstragao acima dd-nos uma férmula (([14))) para a transformacao linear assim
obtida. Por outro lado, a Proposicao diz-nos que as transformacoes lineares sao funcoes
excepcionalmente simples. Para definir uma funcao de V' para W é normalmente necessario
decidir o seu valor individualmente para cada vetor de V. A Proposigao anterior diz que
quando f é linear, todo o comportamento da funcao é completamente determinado pelos
valores que toma num nimero finito de elementos do dominio (os vetores constituintes de
uma base).

Observacao 6.4. A Proposicao ¢ ainda vdlida quando a base de V' é um conjunto
infinito, sendo a demonstragao essencialmente a mesma. Deizamos esta verificacdo como
exercicio as leitoras interessadas.
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Exemplo 6.5. A transformacao linear T: R?* — R? tal que T(1,0) = (2,1,-3) e T(0,1) =
(4,1,5) € a fungao definida pela expressao

T(a,b) = a(2,1,—3) + b(4,1,5) = (2a + 4b,a + b, —3a + 5b)

que pode ser representada matricialmente por

2 4
ISR
-3 5
Claramente o exemplo anterior pode ser generalizado a qualquer transformacao linear de
R™ para R" e vemos assim que o Exemplo[6.2(3) é na realidade exaustivo. Vamos agora ver
que em completa generalidade, desde que os espagos vetoriais envolvidos tenham dimensao

finita, uma transformacao linear é determinada por uma matriz. Antes disso aproveitamos
para introduzir notacao para as coordenadas de um vetor numa base ordenada.

Definicao 6.6. Seja V' um espago vetorial, B = (vy,...,v,) uma base ordenada para V e
v = v + ...+ v, um vetor de V. Escrevemos [v|g para a matriz coluna n X 1 cujas
componentes sio as coordenadas de v (por ordem):

aq

v]p =

Uma base finita B com n elementos determina uma funcao f: V' — M, y1(R) definida
por
f(w) = lv]s
que é uma bijegao (pela unicidade das coordenadas). Alids é esta identificacao que temos
usado, informalmente, para efetuar calculos em espagos vetoriais de polindmios e matrizes.

Exercicio 6.7. Dado um espaco vetorial V e uma base B = (vy,...,v,) para V, verifique
que a funcgdo f:V — M1 (R) definida por f(v) = [v|p € uma transformagao linear.

Proposicao 6.8. Sejam V,W espagos vetoriais e By = (vy,...,vy) € By = (w1, ..., wy,)
bases ordenadas para V e W respetivamente. Seja f: V — W uma transformacgao linear.
Entdo existe uma tunica matriz Asp, g, € Mpxn(R) tal que, para todo o vetor v € V se
tem

[f(v)]Bz = Af,Bl,Bz [U]B1

A matriz Ay p, p, diz-se a matriz que representa a transformacao linear f com respeito
as bases By e B,.

Exemplo 6.9. (i) Seja V' um espago vetorial com bases By = (v1,...,v,) € By =
(wy,...,wy,) eld: V. — V a fun¢do identidade (definida por 1d(v) = v). E ime-
diato verificar que Id € uma transformacgao linear. Temos entdo, por definicdo de
matriz mudanca de base

AId,Bl,BQ - SBl—>BQ
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De facto, a identidade

Id(v)]B, = Aw,B,,8,[V]B, < [V]B, = A1a,8,,8,[V]B,

mostra que A p, B, satisfaz a relagao que caracteriza a matriz de mudanga de coor-
denadas, e como tal (por unicidade), é a matriz de mudanga de coordenadas Sp, p, .

(ii) Seja V' o espago vetorial dos polindmios de grau < 3 e considere-se a transformagdo
linear T: V. — V definida por T'(p) = p’. Uma vez que

T(a+ br + cx® + dx*) = b + 2cx + 3d2?,

sendo B = (1,z,2%, 2%) a base candnica, a equacio [T(p)lp = Arpplpls para a
matriz Ar g p fica
b a
2c b
3d | =AreE |
0 d
e conclui-se entdo que
0100
00 20
Arss=19 0 0 3
0000

Vale a pena refletir durante um momento no facto de a matriz acima representar a
operagao de derivagdo (embora no contexto restrito dos polindmios de grau menor ou
igual a 3).

Dem. da Proposi¢ao [6.8 Vejamos primeiro ver que se a matriz Ay p, p, existir, ela é inica.
Para o i-ésimo vetor da base B;, v = v;, a equacao que caracteriza a matriz Ay p, p, €

[f(vi)] = Ay By By [vil By

mas, uma vez que [v;]p, tem todas as entradas iguais a 0 exceto a i-ésima que é igual a
1, o produto no termo direito da equagao acima ¢ a i-ésima coluna da matriz Asp, p,.
Isto mostra que a matriz Ay g, p, fica univocamente determinada: se existir, a sua i-ésima
coluna é necessariamente igual a [f(v;)]g,.

Para completar a demonstracao basta agora verificar que a matriz n x n cuja i-ésima
coluna é [f(v;)]p, satisfaz a equagdo do enunciado. Seja v = ajv; + ... + a,v, um vetor
de V. Entao

f)], = [flarvr+... + ayvn)ls,
= [arf(v1)+ ...+ anf(vn)]B,
= ai[f(v)lp, + ...+ an[f(va)lB,

onde na segunda igualdade usamos o facto de f ser uma transformacao linear e na terceira
o Exercicio 6.7 Pela definicao do produto de matrizes a expressao

ar[f(vi)lB, + -+ anlf(vn)]B,
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é exatamente o produto da matriz que tem por i-ésima coluna [f(v;)]p, pelo vetor col-
una com componentes (aq,...,q,), que por sua vez, ¢ exatamente [v]g,. Isto conclui a
demonstracao. O

A Proposicao permite identificar uma transformagao linear entre espacos vetoriais
de dimensao finita com uma matriz mediante a escolha de bases para o espago vetorial de
partida e de chegada. Além disso explica como obter a matriz em questao: é a matriz cuja
i-ésima coluna contém as coordenadas do i-ésimo vetor da base do espaco de partida na
base do espaco de chegada.

Isto é extremamente 1til para fazer contas com transformagoes lineares como iremos ver
em seguida. Convém no entanto notar que a Proposicao nao se aplica a todos os exemplos
de transformacao linear que queremos considerar - por exemplo, a operacao de derivagao.
Por outro lado, o objeto em que normalmente estamos interessados é a transformagao
linear ela prépria e ndo uma (das muitas possiveis) representa¢oes matriciais que usamos
para calcular. Uma analogia que pode ser ttil é que uma transformacao linear é como
uma ideia, que se pode exprimir em varias linguas, as bases nos espacos de partida e de
chegada sao como uma escolha de lingua, e a matriz que representa a transformacao linear
¢ a palavra que representa a ideia na lingua escolhida.

Vamos agora continuar o estudo das transformacoes lineares que se vai prolongar até ao
final do semestre.

Definicao 6.10. Sejam V e W espagos vetoriais. Escrevemos L(V, W) para o conjunto
das transformagoes lineares de V para W. Dadas f,g € L(V,W) e um escalar a definimos
a soma de f e g como sendo a funcao f+ g: V — W definida pela expressao

(f +9)(v) = f(v) + g(v)
e definimos o produto de uma transformagao linear f pelo escalar o como sendo a funcao
af: V. — W definida pela expressao

(af)(v) = a- f(v).

Proposicao 6.11. Sejam V e W espacos vetoriais. Com as operacies de soma e produto
por escalar definidas acima, o conjunto L(V, W) € um espago vetorial.

Dem. Temos a verificar que as operacoes de soma e produto por escalar estao bem definidas,
isto é, que dadas f,¢g € L(V,W) e um escalar f, as fungdes f + g e af estdo ainda em
L(V, W) e depois os oito axiomas que estas operagoes devem satisfazer num espago vetorial.
Vemos primeiro que f 4 g é uma transformagao linear: dados vi,vy € V' temos
(f+g)(vi+va) = flur+v2)+g(vi+v2) = flvr) + flv2) + g(v1) + g(v2)
= flv1) +g(v1) + f(v2) + g(v2) = (f + g)(v1) + (f + g)(v2)

e dado um escalar a e v € V temos
(f + g)(av) = flav) + g(aw) = af(v) + ag(v) = a(f(v) + g(v)) = a((f + g)(v))

A verificacdo que (af) € L(V,W) é andloga e fica como exercicio. A verificagdo dos
axiomas de espaco vetorial é também deixada como exercicio. Notamos apenas que o vetor
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0 € L(V,W) é a transformacao linear identicamente nula que envia todos os vetores v € V'
para 0 € W. O

Proposicao 6.12. Sejam V,W,U espacos vetoriais e f:V — W, e g: W — U trans-
formacoes lineares. Entao a funcdo composta

gof: VU
¢ uma transformacao linear.

Dem. Temos a verificar que g o f preserva a soma e o produto por escalar.
e Dados vy,vy € V temos

(gof)(vitvz) = g(f(1+vs)) = g(f(v1)+F(v2)) = g(f (v1))+9(f(v2)) = (gof)(vi)+(gof)(v2)

onde na segunda igualdade usamos o facto de f ser uma transformacao linear, e na
terceira, o facto de g ser uma transformacao linear.
e Dados um escalar o e um vetor v € V' temos

(g0 f)law) = g(f(av)) = g(af (v)) = ag(f(v)) = alg o f)(v)
onde, tal como acima, na segunda igualdade usamos o facto de f ser uma trans-
formacao linear, e na terceira, o facto de g ser uma transformacao linear.

g

Proposicao 6.13. Sejam V, W espacos vetoriais e f: V — W uma transformagao linear.
Se a funcao f € invertivel (isto €, se ¢ bijetiva) entio a funcao inversa f~': W — V é
uma transformacao linear.

Proof. Temos a verificar que a funcao inversa f~! preserva a soma e a multiplicacdo por
escalar. Sejam wq, wy vetores de W. Como f é sobrejetiva existem vetores v; e vy, de V'
tais que f(v1) = wy e f(ve) = wy. Entao

FHwr +wa) = FH(f(01) + fv2) = fH(f (o1 +02) = (1 o f)(v1 + 1) = v1 + 2

onde na segunda igualdade usamos o facto de f ser uma transformacao linear. Por definicao
de funcio inversa temos que v; = f~!(w;) e vg = f~(wy). Substituindo na igualdade acima
concluimos que f~': W — V preserva a soma de vetores. A verificacao que f~! preserva
o produto por escalar é analoga e fica como exercicio. O

Observagao 6.14. Alternativamente, na demonstracdo anterior poderiamos ter aplicado
a fungdo injetiva (por hipdtese) f as expressoes f~Hwy + wq) e fHwy) + fHwe) e
verificado que essas contas produziam o mesmo resultado. A injetividade de f garante
entdo que [~ (wi +ws) = [~ (wi) + f7H(w2).

Definicao 6.15. Sejam V,W espacos vetoriais. Uma transformacao linear invertivel
f:V =W diz-se um isomorfismo de espagos vetoriais.

A palavra isomorfismo vem de ”iso” - igual - e "morphos” - forma. Um isomorfismo
entre dois espagos vetoriais é uma equivaléncia entre eles. O isomorfismo estabelece uma
correspondéncia bijetiva entre os conjuntos subjacentes (um “dicionéario” entre os vetores
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de um dos espagos e os vetores do outro). Uma vez que a fungao e a sua inversa preservam
as operacoes dos espacos vetoriais ou, equivalentemente, as combinagoes lineares, qual-
quer propriedade ou afirmagao acerca de um dos espagos (que se possa expressar usando
combinagoes lineares) serd verdadeira se e s6 se for verdadeira no outro. Por exemplo um
conjunto serd linearmente (in)dependente num espaco se e s6 se a sua imagem através do
isomorfismo for linearmente (in)dependente no outro. A verificagdo da afirmagao anterior
assim como de outras do mesmo género ficard como exercicio na proxima Ficha para as
aulas praticas.

Exemplo 6.16. (i) As fungoes Mpx1(R) = R™ e My,(R) — R" definidas por

L1
= (T1, ..., Tn) e [ 21 o @ | = (21, 2y)
Tn
sao isomorfismos de espacos vetoriais. De facto as fungoes descritas acima sao clara-

mente bijetivas e também transformagoes lineares (pela defini¢ao de soma e produto
por escalar nos vdrios espagos envolvidos).

(ii) Seja V' um espago vetorial com base ordenada B = (vq,...,v,). A fungio f: V —

M, 1 (R) definida por
fv) =B

que calcula a matriz coluna das coordenadas na base ordenada B ¢ um isomor-
fismo. Que f € uma transformagao linear € o conteido do Exercicio[6.7]. A fungdo
f € também bijetiva: a sobrejetividade de f traduz o facto que qualquer n-tuplo
(o, ..., ) de escalares formar as coordenadas de um vetor de V' (nomeadamente
de v = vy + ...an0,), enquanto que a injetividade de f é uma consequéncia da
unicidade das coordenadas de um vetor (que por sua vez é uma consequéncia de B
ser um conjunto linearmente independente).

(i1i) Sejam V, W espagos vetoriais e By = (vq,...,v,), By = (w1, ..., w,) bases ordenadas

(15)

para Ve W respetivamente. A funcao
O: L(V,W) = Myxn(R)
definida por (ver Proposi¢ao para o significado da nota¢ao)
o(f) = Ay.By.B,

¢ um isomorfismo de espacos vetoriais. Portanto uma transformacao linear entre
espacos vetoriais finitamente gerados pode ser identificada com uma matriz, uma vez
escolhidas bases ordenadas para o dominio e conjunto de chegada da transformacgao
linear.

Temos que verificar que ® € uma transformacao linear e que € invertivel (ou bije-
tiva) enquanto fungao.

o Sejam f,g: V — W transformacoes lineares. Dados vivs € V' temos

[(f + g)(v)]BQ = [f(v) + g(v)]B2 = [f(v)]Bz + [g<v)]B2
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(16)
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onde na primeira iqualdade usamos a defini¢cao de soma de transformacoes lin-
eares e na sequnda o facto que a operacao de calcular as coordenadas € linear
(algo que usdmos também no ponto (ii) acima). Por defini¢do das matrizes que
representam f, g, e pela distributividade em relacao a soma do produto de ma-
trizes obtemos

[f(v)]Bz + [g(v)]BQ = AﬂBl,Bz [U]Bl + AQ,BLBQ [U]B1 = (Af,BhBQ + A97317BQ>[U]B1

Das igualdades € obtemos, novamente por definicao da matriz que
representa (f + g),

Af+g,Bl,B2 = AﬁBl,Bz + A9731,32

ou seja

O(f +g) = (f) + 2(9)
A demonstracao que ®(af) = a®(f) é andloga e fica como exercicio. Concluimos
que ® € uma transformacgao linear.
Recorde-se da demonstracao da Proposicao que a matriz ®(f) tem como i-
ésima coluna [f(v;)|p,. Dada uma matriz A, pela Proposi¢ao e o exemplo
(11) acima existe uma transformacao linear f tal que [f(v;)]|p, € ai-ésima coluna
de A. Temos entao ®(f) = A, o que mostra que ® € sobrejetiva. Por outro lado,
suponhamos que [ e g sao transformagoes lineares tais que ®(f) = ®(g) entao,
para cada i = 1,...,n, as coordenadas de f(v;) e g(v;) sao iguais. Mas isto
significa que f(v;) = g(v;) para cada i, e entdo pela Proposi¢ao temos que
f =g. Isto mostra que ® é uma funcao injetiva e portanto, dado que também é
sobrejetiva, invertivel.

Conclui-se que ® € um isomorfismo de espagos vetoriais.

Os exemplos anteriores dizem-nos que qualquer espaco vetorial real finitamente gerado

¢é equivalente a R™ e que uma transformacao linear entre tais espacos pode ser identificada
com uma matriz. Estes factos sao muito tteis para fazer contas. Ja foram usados muitas
vezes e continuarao a ser usados até ao final do semestre para esse efeito. No entanto nao
seria uma boa ideia concluir daqui que nos podemos concentrar exclusivamente em R" e
nas matrizes. Apesar de ser possivel identificar um espaco finitamente gerado com algum
R"™ ndao hda em geral nenhuma maneira canonica de o fazer. A identificacao é feita através
de uma escolha de base e ha muitas escolhas possiveis. Um espaco vetorial geral nao possui
coordenadas especiais (ao contrario do que acontece em R"™ e em vérios outros exemplos
que temos vindo a considerar como os espacos de matrizes) e esta é uma diferenga muito
importante. Veremos em breve que as solugoes de certas equagoes diferenciais formam
espagos vetoriais nos quais nao ha habitualmente qualquer “base canoénica”.

Proposicao 6.17. Sejam V, W, U espacos vetoriais, By, By, Bs bases ordenadas para V, W, U
respetivamente, e f: V. — W, g: W — U transformacoes lineares. Entdo a matriz que
representa a transformacao linear go f nas bases dadas € o produto da matriz que representa
g pela matriz que representa f. Isto €,

Agos.B1.Bs = Ag By.Bs A8y B,



APONTAMENTOS DE ALGEBRA LINEAR 49

Dem. Dado v € V temos pela definicao das matrizes que representam f e g

[(g © f) (U)]BS = [g(f(v)>]33 = AQ,BQ,Bs [f(v)]Bz
= A97B27Bs (Af7B1,Bz [/U]Bl> = (AgyBQ,B3Af,BlyB2)[’U]B1

donde, pela unicidade da matriz que representa g o f conclui-se que

Agor.B1.Bs = Ag By A8y B,

conforme pretendido. O

Esta proposicao explica a associatividade do produto de matrizes: o produto de matrizes
é a traducao através dos isomorfismos do Exemplo [6.16((iii) da composigao de fungoes, que
é uma operagao associativa.

Observacao 6.18. E possivel pensar visualmente na correspondéncia entre transformagoes
lineares e matrizes, e em particular na Proposicao anterior da sequinte forma. Considere-
se o diagrama

v—1 w

(17) [']Bllg [-]leg
A
My (R) L2252 M (R)

onde as setas representam transformacaoes lineares com dominio a origem da seta e conjunto
de chegada o término da seta. As setas pretendem representar visualmente que os vetores
do espaco da origem sao “transportados” pela transformacao linear do seu dominio até
ao espaco vetorial de chegada. O simbolo = designa isomorfismo e o0s isomorfismos no
diagrama acima sao os do Fxemplo ( i) que calculam a matriz coluna das coordenadas,
ou seja, v — [v|p, para a seta da esquerda e w — [w|p, para a seta da direita. A equacdo

(18> [f(v)]32 = AfyB1,B2 [U]Bl

diz que se obtém o mesmo resultado quando se faz um vetor v € V' sequir os dois possiveis
trajetos do canto superior esquerdo até ao canto inferior direito em : do lado esquerdo
de temos o efeito de sequir primeiro a seta de cima e depois a seta da direita; do lado
direito de (18)) seque-se primeiro a seta da esquerda e depois a de baizo.

Quando independentemente do caminho sequido entre dois nos do diagrama se obtém
sempre o mesmo resultado diz-se que o diagrama é comutativo. Portanto a equagado
traduz a comutatividade de (17)).

Nestes termos, a Proposicao traduz a comutatividade do retangulo exterior mo
sequinte diagrama

1% T w N

[']Bll% [']Bgl% [']B?’lg

A A
My (R) L2252 M (R) 22250 M (R)

que € claramente uma consequéncia da comutatividade dos dois quadrados.
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Corolario 6.19. Sejam V,W espacos vetoriais, f: V — W uma transformacdao linear
invertivel e By, By bases para V e W respetivamente. Entao Ay-1 p, p, = (Af,BhBQ)_l.

Dem. Uma vez que fo f~! = Idy e f~'o f = Idy, e que a matriz que representa a
transformacao linear identidade com respeito a uma mesma base num espaco vetorial é a
matriz identidade, pela Proposi¢ao anterior temos

ApprgAspm =1 Apip, g Appis =1
(onde I designa a matriz identidade). O

7. SUBESPACOS ASSOCIADOS A UMA TRANSFORMACAO LINEAR

Definicao 7.1. Seja f: V — W uma transformagao linear. O nucleo de f € o conjunto
N(f)={veV: f(v) =0}

e a imagem de f € o conjunto
fO)y={fw):veV}cWw

Proposicao 7.2. Seja f: V — W uma transformagao linear. Entao N(f) é um subespago
vetorial de V' e f(V) é um subespago vetorial de W.

Dem. Uma vez que f(0) =0 temos que 0 € N(f) e 0 € f(V) pelo que estes conjuntos sao
nao vazios. Vejamos que N(f) é um subespago vetorial:

e Sendo vy, vy € N(f) temos f(v1+ve) = f(v1)+f(v2) = 040 = 0 logo v1+ve € N(f).

e Sendo o um escalar e v € N(f) temos f(awv) = af(v) = a0 = 0 logo av € N(f).
Quanto a f(V):

e Dados wy,wy € f(V), existem vy,ve € V tais que f(v1) = wy e f(v) = wy. Entéo

f(Ul + ’02) = w1 + Ws 10g0 w1 + Wy € f(V)
e Dado um escalar a e w = f(v) € f(V) temos aw = f(av) € f(V).
O

Por defini¢ao de sobrejetividade, uma transformagao linear é sobrejetiva se e s6 se f(V) =
W. A injetividade de f pode ser determinada em termos do nticleo como explica o seguinte
resultado.

Proposicao 7.3. Uma transformacao linear f: V. — W € injetiva se e s¢ se N(f) = {0}.

Dem. Suponhamos que f é injetiva. Se v € N(f) entao f(v) =0 = f(0). Uma vez que f
é injetiva conclui-se que v = 0, logo N(f) = {0}.

Suponhamos agora que N(f) = {0}. Entéo se f(v1) = f(v2) temos f(vy —vy) = 0 e
portanto v; — ve € N(f) = {0}, ou seja, v; = vs. O

A Proposicao anterior pode ser vista como mais uma manifestacao do “bom comporta-
mento” das transformagoes lineares. A condicao N(f) = {0} é equivalente (uma vez que
f(0) = 0) a proposicao
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que é um caso particular da condigao geral de injetividade

fl@)=fly) =z=y.

A Proposicao diz que, quando uma fungao é linear, para verificar a condigao de inje-
tividade podemos assumir que um dos elementos do dominio é 0. Se for verdade nesse caso
particular entao é verdade em geral.

E natural perguntar a que correspondem o ntcleo e a imagem de uma transformacao
linear em termos de coordenadas, ou seja através do “dicionario” descrito no diagrama

. Quanto ao nucleo, temos
vEN(f) & f(v) =0 & [f0)]s, =0

uma vez que um vetor é nulo se e s6 se as suas coordenadas numa base sao todas nulas.
Por (|18)) isto acontece se e s6 se

Af7Bl,B2 [U]Bl =0
ou seja, se o vetor de R” formado pelas coordenadas de v pertence ao nicleo da matriz
Af B, B, que representa a transformacao linear f. Assim, nao muito surpreendentemente,
em coordenadas, o nicleo de uma transformacao linear corresponde ao nicleo da matriz

que representa a transformacao linear.
Quanto a imagem de f, a sua traducao em coordenadas é o conjunto

{lf(W)]B: v €V} C My (R)
Novamente por temos que este conjunto é igual a

{Af7B17B2 [U}Bﬁ v e V}

Mas sendo v um vector arbitrario de V', a sua matriz coluna de coordenadas é uma matriz
arbitraria em M, (R) e portanto este conjunto nao é mais do que o espago das colunas
da matriz A g, B,. Ou seja, em coordenadas, a imagem de uma transformacao linear f é
o espac¢o das colunas da matriz que representa f.

Chegamos agora a um dos resultados basicos da Algebra Linear, cuja importancia se ira
tornando clara com o desenrolar do semestre.

Teorema 7.4. Seja V' um espaco vetorial finitamente gerado, W um espaco vetorial e
f: V=W uma transformacao linear. Entao

dim N(f) +dim f(V) =dimV

Dem. Seja {vq,...,vx} uma base para o subespago N(f) C V (que é finitamente gerado
porque V' é). Pela Proposicao (iii) podemos completar este conjunto com um ntmero
finito de vetores distintos {vg41...,v,} de tal forma que {vy,...,v,} seja uma base para
V. Vamos verificar que {f(vgr1),..., f(v,)} é uma base de f(V'). Teremos entao

dimN(f) =4k, dimf(V)=n—k, dimV =n

o que verifica a afirmacao do enunciado.
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o {f(vks1),..., f(vs)} gera V: Seja w um vetor em f(V'). Entao existe v € V tal que
f(v) =w. Uma vez que {vy,...,v,} é uma base, existem escalares ar, ..., q, tais
que v = vy + ... + a,v,. Entao

flagvy + .o+ apvg + Q11 + - .-+ apvy) = flagvr + .o+ agvg) + agr f(ok) + -0+ an f(vy)
= 0+ apf(op)+ ...+ anf(v)

onde na segunda igualdade usamos o facto de o vetor ajvy + ... 4+ gy pertencer
ao nucleo de f. A expressao acima mostra que w é uma combinagao linear de
f(rs1), .-, f(vn) pelo que estes vetores geram f(V).

o {f(vks1),..., f(vn)} élinearmente independente: Suponhamos que 1, ..., 5, s@o
escalares tais que

Brf(gs1) + -+ Buoif(v,) =0

Entao f(f1vgs1 + - ..+ Bnktn) = 0, logo Bivgs1 + ... + Bu_xvn € N(f). Portanto
existem escalares oy, ..., ay tais que aqvy + ... + Qpug = B1Vky1 + - .. + Bu_kv, OU
seja tais que

av) + .o oV — B1Vkgr — oo — Buity =0
Uma vez que {vy,...,v,} é uma base de V tal sé pode acontecer se a; = ... =
ap=—01 =...= —F,_r = 0. Conclui-se que f; = --- = 8, = 0 e portanto que
{f(k41), .., f(vn)} é linearmente independente.

i

Definicao 7.5. Sendo V um espaco finitamente gerado, W um espaco vetorial e f: V —
W uma transformagao linear, o nimero dim f(V') chama-se a caracteristica da trans-
formagao linear f (rank em inglés) e o nimero dim N(f) chama-se a nulidade de f (nullity
em inglés).

O Teorema é conhecido em inglés por “the rank-nullity Theorem”. Tem o seguinte
coroldrio extremamente util:

Corolario 7.6. Sejam V e W espacos vetoriais finitamente gerados com a mesma di-
mensao e seja f: V. — W uma transformacdao linear. Entdo as sequintes afirmacoes sao
equivalentes

(i) [ € invertivel (isto é, f € bijetiva).

(i1) [ € injetiva (equivalentemente, N(f) = {0}).

(i11) [ € sobrejetiva (isto €, f(V) =W ).

Dem. E claro que a afirmacéo (i) implica as afirmacdes (i) e (iii), e, por definicio (ii)
juntamente com (iii) implicam (i). Para demonstrar a equivaléncia das afirmagoes basta
assim ver que quando (ii) se verifica, (iii) também se verifica e vice-versa.

Suponhamos que f é injetiva. Entdo dim N(f) = 0 e portanto pelo Teorema e a
hipétese sobre a dimensao dos espacos V' e W temos

dim f(V) =dimV = dim W
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Ou seja f(V) é um subespago de W com a mesma dimensao que W. Ent@o temos nec-
essariamente f(V) = W (por exemplo, pelo Coroldrio [£.10{i)) e portanto f ¢ também
sobrejetiva.

Suponhamos agora que f é sobrejetiva, ou seja que dim f(V) = dim W. Aplicando o
Teorema [7.4] e a hipétese dim V' = dim W temos

dim f(V) + dim N(f) = dim V < dim V + dim N(f) = dim V < dim N(f) = 0
logo N(f) = {0} e portanto, pela Proposic¢ao f € injetiva. O

Em vista da interpretacao da imagem de uma transformacao linear f como o espaco das
colunas da matriz que a representa, o Teorema [7.4] tem a seguinte consequéncia importante
(que esta longe de ser 6bvial)[]

Proposicao 7.7. Seja A uma matriz m x n. Entao o espaco das linhas e o espago das
colunas de A tém a mesma dimensao (que € a caracteristica de A). Isto €,

dim EC(A) = dim FL(A) = caracteristica de A

Proof. A dimensao do espaco das linhas é o niimero de pivots da matriz A apds aplicagao
do método de Gauss, enquanto que a dimensao do nicleo de A é o nimero de variaveis
livres no sistema homogéneo associado a A, ou seja, o nimero de colunas de A sem pivot.
Isto significa que

dim EL(A) =n — dim N(A)
Por outro lado, no caso da transformagao linear f: M,.1(R) — M;,«1(R) definida por
f(z) = Az, o Teorema 7.4 diz que

dim FC(A) + dim N(A) =n & dim EC(A) =n — dim N(A)

Conclui-se portanto que dim EC(A) = dim EL(A) e este ntimero é a caracteristica de
A. O

A Proposicao anterior justifica também a atribuicao do nome “caracteristica” de f a
dimensao de f(V). Podemos agora aproveitar para atualizar os nossos critérios para a
invertibilidade de uma matriz (comparem com o Teorema [2.23)

Proposicao 7.8. Seja A uma matriznxn. Entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes
(1) A € invertivel.

(i1) A caracteristica de A én (equivalentemente dim EL(A) =n).

(11i) Para cada matriz b € M,x1(R) a equagdo Ax = b tem solugdo tnica (equivalente-

mente, a fungdo x — Az € bijetiva).

(iv) N(A) =0
(v) EC(A) =R"

(vi) Eziste B € Mpx,(R) tal que AB =1,

(vii) Existe B € M, x,(R) tal que BA = 1,

4Para uma explicagcao conceptual desta igualdade que é independente da nossa discussao inicial dos
sistemas lineares e do método de Gauss ver o dltimo exercicio da Ficha 9.
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Dem. A equivaléncia das primeiras trés afirmacoes foi ja vista no Teorema [2.23] embora
a equivaléncia de (i) com (#i7) possa agora ser interpretada conceptualmente como uma
consequéncia da Proposicao e Corolério A equivaléncia de (ii7), (iv) e (v) é uma
consequencia do Corolario [7.6| e da interpretagao do ntcleo e espaco das colunas da matriz
como ntcleo e imagem da transformacao linear associada.

E claro da definicio de invertibilidade que (i) = (vi) e (vii). Reciprocamente se existe B
tal que AB = I,, entao o espago das colunas de A contém as colunas da matriz identidade,
e portanto EC(A) = R", que é a condigao (v). Por outro lado se existe B tal que BA = I,
entdo dado z € N(A) temos © = [,x = BAx = B0 = 0 pelo que N(A) = {0} que
é a condi¢ao (iv). Vemos assim que (vi) e (vii) sdo também equivalentes as restantes
condicoes. O

Exemplo 7.9 (Significado geométrico dos pivots). Suponhamos que A é uma matriz mxn.
Associada a esta matriz esta um plano em R™ contendo a origem - o espago das linhas
EL(A) - que tem uma certa dimensdo k < n a que se chama a caracteristica da matriz A.
Quando aplicamos o método de eliminacao de Gauss a matriz, o plano determinado pelas
linhas das sucessivas matrizes permanece sempre o mesmo e no final do método obtemos
uma matriz em escada de linhas cujas linhas formam uma base para EL(A).

Apesar de a matriz obtida no final do método de Gauss nao ser unica (hd alguma indeter-
mina¢ao na aplicagao do método), hd certas caracteristicas comuns a todas estas matrizes
como por exemplo a localiza¢iao dos pivots (isto € parte do conteido do Teorema .
Vamos ver qual € a explicagao geométrica para este facto comegando por alguns exemplos
simples.

Consideremos primeiro o caso em que m =1 en = 3. Temos portanto que

A:[a b c}

e que EL(A) ¢ uma linha em R3 (vamos ignorar o caso trivial em que a = b = ¢ = 0).
Neste caso a matriz A jd estd em escada de linhas e hd trés possibilidades: o pivot pode
estar na primeira, sequnda ou terceira entrada da matriz.
1° caso: Se o pivot estd na primeira posicao isto significa que a projecao da linha no eixo
dos xx produz todo o eixo dos xx.
2° caso: Se o pivot estd na sequnda posi¢ao isto significa que a projecao da linha no eizo
dos xx € nula, ou seja que a linha estd contida no plano yz, e que a projecao desta
linha no eizo dos yy nao € nula (i.e. a linha nao coincide com o eizo dos zz).
3° caso: Se o pivot estd na terceira posicao entao a linha é o eixo dos zz.

Em sequida consideremos o caso em que m =2 en = 3. Entao

a b c
A= l d e f ]
Se a caracteristica de A for menor ou igual a 1 o espago EL(A) € uma linha ou um ponto e
Jjd vimos o que acontece. Suponhamos portanto que a caracteristica de A € 2. Hd novamente

trés casos a considerar para a matriz em escada de linhas resultante do método de Gauss:
0s dois pivots estao ou nas entradas 11 e 22 da matriz, ou 11 e 23 ou 21 e 32.
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1° caso: Os pivots estdo nas entradas 11 e 22: Isto significa que a projecao do plano EL(A)
no eixo dos xx € todo o eixo dos xx e que a projecio de EL(A) no plano xy é todo
o plano xy (ou seja que o plano € o grifico de uma fungao sobre o plano xy).

2° caso: Os pivots estao nas entradas 11 e 32. Isto significa que a proje¢io de EL(A) no
eizo xx € todo o eixo xx mas a proje¢ao no plano xy € apenas uma linha (gerada
pela projecao em xy do vetor que aparece na primeira linha da matriz, projecao
esta que nao pertence ao eixo dos yy). Assim, EL(A) é um plano vertical contendo
o eizo dos zz, que nao € o plano yz.

3° caso: Os pivots estao nas entradas 21 e 32. Neste caso, a projecao do plano EL(A) no
eixo dos xx é apenas a origem, o que significa que EL(A) é o plano yz.

Em geral, a posicio dos pivots dd-nos informagao sobre a posi¢ao do plano EL(A)
relativamente aos planos coordenados. Sendo 7 < n e

m:R”—)Rj

a projecao no plano (xy,...,x;) definida por mj(zy,...,x,) = (z1,...,2;), podemos asso-
ciar a A uma funcdo crescente

{1,....n} 5 {0,1,...,k}
(onde k € a carateristica de A) definida por
() = dimm,(FL(A))

Ou seja, d(j) € a dimensao da proje¢io de EL(A) no plano (xi,...,x;) ou, alternati-
vamente, a dimensao do espaco das linhas da matriz m X j que se obtém esquecendo as
altimas n — j colunas de A. Temos assim d(1) =0 ou 1 e d(n) = k.

Os pivots ocorrem exatamente nas colunas em que a funcdo d(j) “salta”, isto €, na
primeira coluna ou nas colunas j > 1 para as quais d(j) > d(j — 1).

Finalmente, note-se que a projecio do plano EL(A) no plano R¥ determinado pelas
varidaveis correspondentes as colunas em que ocorrem pivots € um isomorfismo de espa¢os
vetoriais. Isto significa que EL(A) € o grdfico de uma fung¢do sobre esse plano. Fica como
exercicio para as alunas interessadas a verificacio que a transformacao linear de R* para
R"* cujo grifico é EL(A) é determinada (nas bases candnicas) pela matriz m x (n — k)
que se obtém da matriz em escada de linhas reduzida obtida de A no final do método do
Gauss-Jordan considerando apenas as colunas sem pivot.

Vejamos agora alguns exemplos praticos de aplicacao dos ultimos resultados.

Exemplo 7.10 (Exercicio 7 da Ficha 8). Vamos achar uma base para o nicleo e a imagem
da transformacao linear

[ Mayo(R) — Mayo(RR)
definida por
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FEscrevendo
b
a1 a]
c d
obtemos
_|a+c b+d a a+b| | c d—a
f(A)_[ c d }_[c c—l—d]_{o —c]

Conclui-se que N(f) € definido pelas equagoes ¢ = 0,d —a =0 ou seja que

n={[ 2] waes)
5 ][] o[2 1]

vemos que uma base para N(f) €

o v o))

O Teorema[7.]] diz-nos jd que a imagem de f terd dimensao

pelo que para achar uma base para a imagem so precisamos de dois vetores nao colineares
em f(MQXQ(R))

Neste exemplo € também facil achar a base diretamente, sem recorrer a este atalho. A
expressao acima para f(A) diz-nos que a imagem de f é formada pelas matrizes da forma

5 ]l S eela]

com «, B in R. Assim uma base para a imagem de f €

o )16}

Exemplo 7.11 (Exercicio 8 da Ficha 8). Seja V' um espago vetorial de dimensao finita
com base ordenada By e f: V — V uma transformacao linear representada na base By pela
matriz A. Sendo S = Sp,p, a matriz de mudang¢a de coordenadas da base By para outra
base By vejamos qual é a formula para a matriz que representa f na base By em termos
das matrizes A e S.

Queremos a matriz B = Ay p, B, tal que para todo o vetor v € V se tem

[f(v)]B, = Blv]s,

Uma vez que

e sabemos que
F@)s = Alls, ¢ [v]s, = Slols, para quaisquer v
Entao
[f ()]s, = S[f(v)]B, = SA[v]B, = SAS™ [v]s,
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A unicidade da matriz B diz-nos entdo que
(19) B=SAS™!

Vamos aproveitar a formula acima para calcular a matriz que representa a transformacao
linear f: R® — R? definida por

flz,y,2) = (x =2y, 2+ 2,y + 2)

relativamente a base ordenada B = ((1,0,1),(0,1,1),(=1,0,1)) de R®. Na base candnica
temos

T —2y 1 =20 T
r+z | =1 0 1 Y
y+z 0 1 1 z

A matriz de mudancga de coordenadas que se pode obter imediatamente é Sp_,p,,, uma vez
que esta tem como colunas as coordenadas dos vetores de B na base candnica:

1 0 —1
SB%Bcan - 0 1 0
1 1 1

Conclui-se assim que a matriz que representa f com respeito a base B é
-1

10 -1 1 -2 0 10 -1 0 -1 0
01 0 1 0 1 01 0 =2 10
11 1 0 1 1 11 1 -1 3 1

Alternativamente poderiamos ter calculado esta matriz diretamente achando as coordenadas
da imagem por f dos elementos da base B na propria base B (sdo estas as colunas da matriz
que acabdmos de obter).

, ‘ , , : 2 -1 11

Finalmente vejamos se é possivel que as matrizes [ 1 0 } e [ 9 9 representem
a mesma transformacao linear f: V. — W (com respeito a algumas bases de Ve W ).
Note-se que simplesmente pelo facto de se tratar de matrizes 2 x 2 sabemos que Ve W
tém dimensao 2 (os vetores de V-e W tém duas coordenadas).

Se duas matrizes representam a transformacao linear elas sao “a mesma coisa com
nomes diferentes” (formalmente uma obtém-se da outra através da formula - diz-se
que sao matrizes semelhantes). Ora a primeira matriz tem carateristica 2 enquanto que a
sequnda tem carateristica 1. Isto significa que qualquer transformacado linear representada
pela primeira matriz € um isomorfismo, enquanto que qualquer transformagado representada
pela seqgunda nao € injetiva nem sobrejetiva (tanto o nicleo como a imagem tém dimensao
1). As matrizes nao podem portanto representar a mesma transformacao linear.

Exemplo 7.12 (Exercicio 5(a) da Ficha 8). Seja f: R" — R* uma transformacdo linear.
Quais sao os possiveis valores para (dim N(f),dim f(R"))? Como f(R") é um subespago
de R*, a sua dimensao estd entre 0 e 4. Uma vez que

dim N(f) + dim f(R") =7
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vemos que N(f) tem dimensao entre 3 e 7. Assim que
(dim N (f),dim f(R")) € {(7,0),(6,1),(5,2), (4,3),(3,4)}

Todos estes valores sao possiveis. O primeiro par € o valor correspondente a transformagao
linear nula enquanto que os outros correspondem, por exemplo, as proje¢oes m;(z1, ..., x7) =
(1,...xj) comj=1,...,4.

Exemplo 7.13 (Exercicio 12(b) da Ficha 8). O dual de um espago vetorial real é o espago
vetorial V* = L(V,R) das transformacées lineares de V' para R que se chamam normal-
mente funcionais lineares. Ja vimos muitos exemplos de elementos do dual de um espago.
Por exemplo, se V' € o espaco vetorial dos polinomios reais as fungoes ¢ e 1 definidas por

¢(p) = p(0), ¥(p)=r'(1)
sao elementos de V*. Muito em breve definirao em Cadlculo 1 o integral de uma funcdo
continua e entdo sendo V' o espago vetorial das fungoes continuas [0,1] — R temos que

F /01 F(z)dz

¢ um elemento do dual de V.

Outros exemplos importantes sao as fungoes coordenadas. Se B = (vy,...,v,) € uma
base para V' entao a func¢ao
definida por

wilavy + ..o+ auu,) =

é, como € imediato verificar, um elemento de V*. Note-se que p; nao é mais do que a funcao
que calcula a i-ésima coordenada de V' na base B, isto € a i-ésima func¢ao coordenada.
Vamos verificar que B* = (p1,...,n) sao uma base de V* que se chama a base dual de
B.

Temos a verificar que os elementos de B* sao linearmente independentes e geram V*.
Sejam ay, . .., ay escalares tais que

a1+ ...+ ayp, =0

Awaliando o termo esquerdo da expressao anterior no i-ésimo elemento v; da base B, e

dado que
1 set=j
pilvy) = {O sei £ j

obtemos
are1(v) + .o+ appn(v;) =0+...+04+a;+0+...+ 0=
pelo que a; = 0. Como isto é verdade para todo o i conclui-se que oy = -+ = oy, = 0, ou
seja que os elementos de B* sao linearmente independentes.
Par ver que B* gera V*, seja ¢ € V* um elemento qualquer. Queremos resolver a
equacao
a1+ .o o =@
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Avaliando o termo esquerdo da equacdo anterior no elemento v; da base obtemos
O+ ...+0+aipi(v) + 04+ ... +0=p(v;)

logo «; é necessariamente igual a p(v;). Para esta escolha de coeficientes, os elementos
11+ ...+ aypn e @ de V* tomam os mesmos valores na base B e portanto coincidem.
Conclui-se assim que B* é um conjunto gerador e portanto uma base.

Note-se a expressao engracada para exprimir um funcional ¢ qualquer em func¢ao desta
base:

e =p(vi)p1+ ...+ @(vn)pn
8. EQUACOES LINEARES

Definicao 8.1. Uma equacao linear ¢ uma equacgao da forma

flz) =w
onde f: V. — W € uma transformacao linear, w é um vetor de W e a incognita x é um
vetor de V' a determinar. A equagao diz-se homogénea quando w = 0.

E claro que uma equagao linear tem solucao se e sé e w € f(V). O conjunto das solugoes
¢é controlado pelo nicleo de f no seguinte sentido.

Proposicao 8.2 (Principio da sobreposigao). Seja f: V. — W uma transformagao linear.
Se v € uma solugao da equagao linear f(v) = w, o conjunto de todas as solugoes é

v+ N(f)={v+z:2ze N(f)} CV

Dem. Se v é uma solugao e z € N(f) temos que f(v+z) = f(v) + f(2) = w+ 0 = w logo
v + z é uma solucao. Assim

v+ N(f) C{ueV: f(u) =w}
Reciprocamente, seja u uma solu¢do qualquer da equagdo. Entdo u = v + (u — v) e
flu—v) = f(u) — f(v) =w—w = 0 pelo que u —v € N(f) e portanto u € v+ N(f).
Conclui-se que

{ueV: fu) =w} Cv+ N(f)
0 que termina a demonstracgao. Il

Geometricamente, o resultado anterior diz que o conjunto das solucoes é o “plano”
paralelo a N(f) (que é um “plano” em V contendo a origem) que passa por uma solugao
partlcular qualquer da equagao.

E costume enunciar o resultado da Proposicao E da seguinte forma;

A solucao geral de uma equacao linear é dada por uma solugao particular
da equacao mais a solucao geral da equacao homogénea.

Por uma solucao particular entende-se uma qualquer solucao v fixada para a equagao. Por
solucao geral entende-se o conjunto das solugoes. Assim a afirmacao acima diz apenas
que o conjunto das solugoes de uma equacao linear ¢ obtido somando todas as solugoes da
equacao homogénea a uma qualquer solucao da equacao que consigamos determinar.
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Exemplo 8.3 (O oscilador harménico). Seja x: R — R uma fun¢ao que descreve a posi¢ao
de uma particula presa a uma mola em funcao do tempo. A particula é atuada unicamente
pela forca exercida pela extensao ou contracao da mola, que é proporcional ao deslocamento
da mola em relacao a sua posicao de repouso. Assumindo que O € a coordenada da posicdo
de repouso, a equacao de Newton diz-nos que

(20) 2"(t) + kx(t) =0

onde k ¢ uma constante positiva determinada pelas caracteristicas fisicas da mola e a massa
da particula (recorde que x" € a aceleragao e note que a for¢a exercida pela mola, mx” tem
o sentido contrdrio ao deslocamento x). Para simplificar as contas vamos assumir a partir
de agora que k = 1.

Sendo V' C F(R,R) o subespaco vetorial formado pelas fun¢oes duas vezes diferencidveis
e T a transformacao linear

T:V — FR,R)
definida pela expressao
T(z)=a2"+x

vemos que o niucleo de T é exatamente o conjunto das solugoes de (com k = 1) que
formam portanto um subespaco vetorial de V.

E facil adivinhar duas solugoes para a equacdao

(21) 2 +x=0

pois claramente x(t) = cost e x(t) = sent sdo solugdes. Como o conjunto das solucoes é
um espacgo vetorial temos mais geralmente que

(22) x(t) = ajcost + agsent, com aj,as € R

sao solugoes.

Para o ano que vem irao aprender que uma solucdo de uma equacgao diferencial como
é completamente determinada por x(0) e 2'(0) (fisicamente isto diz que a evolugdo da
posi¢ao da particula é completamente determinada pela sua posi¢ao e velocidade iniciais).
Assim o conjunto das solugoes € um espago vetorial de dimensdo 2 (um vetor € determinado
por dois nimeros reais) e portanto a formula descreve a solu¢ao geral da equagao (21)).

No caso da equagao (21)) podemos verificar a afirmag¢ao anterior diretamente recorrendo
a conservacao da energia. Definindo a quantidade

E(t) = (2')* + 2?
(correspondendo a soma das energia cinética e potencial) temos

dE
= 222" 4 2xa’ = 22! (—x) + 222’ = 0

logo a quantidade (z')* + z* ¢ conservada ao longo do tempo para qualquer solugdio da
equacao diferencial (21). Em particular se x(t) for uma solugio com x(0) = 2'(0) = 0
teremos (2'(t))* + z(t)? = 0 para todo o t e portanto x(t) = 0.

Isto permite-nos concluir que os valores de x(0) e 2'(0) determinam completamente a
solugao x(t) para todo o t: se x(t) e y(t) forem solugoes de com x(0) = y(0) e
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2'(0) = y'(0) entdo u(t) = x(t) — y(t) € também uma solugdo de (21) (porque se trata
de uma equagao linear!) que satisfaz u(0) = u/(0) = 0. Mas entdo u(t) = 0 e portanto
x(t) = y(t).

E agora imediato verificar que as solugdes (22|) permitem atribuir valores arbitrdrios a
x(0) e 2/(0) mediante varia¢ao dos coeficientes oy e ay (na realidade oy = z(0) € g =
2'(0)) e portanto descrevem todas as solugoes de (21)).

Suponhamos agora que queremos resolver a equaga

(23) " +x =t

Trata-se agora de uma equacao linear nao homogénea. Nao € no entanto dificil descobrir
uma solucao particular desta equagao tentando encontrar um polinomio que a satisfaga.
Se o fizer ird ver que o unico polindmio que satisfaz esta equagao €

x(t) =t> — 6t
A Proposicao diz-nos entao que a solugcao geral da equacao é

x(t) =1 — 6t + ajcost +agsent, com ay,a € R.

9. VALORES E VETORES PROPRIOS

O nosso objetivo para uma boa parte do que resta do semestre é estudar com mais detalhe
transformacoes lineares de um espaco vetorial nele proprio, isto é transformacoes lineares
f:V — V onde V é um espaco vetorial. Neste caso ha certas questoes que podemos
colocar que nao fariam sentido para uma transformacao linear arbitraria.

Por exemplo podemos perguntar se ha alguma direcao que seja preservada pela trans-
formacao f. Se isso acontecer teremos pelo menos uma descricao muito simples do efeito
de f ao longo dessas direcoes. Eisto o que acontece por exemplo com as rotacoes do espaco
que preservam o eixo da rotacao e das reflexdes num plano que preservam tanto as direcoes
do plano de reflexdao como a diregao ortogonal ao plano (na qual o sentido é trocado).

Defini¢ao 9.1. Seja f: V. — V wuma transformacao linear. Um vetor v € V' \ {0} nao
nulo diz-se um vetor préprio de f se existe um escalar A tal que f(v) = Av. Nesse caso A
diz-se um valor proprio de f e diz-se que v é um vetor proprio associado ao valor proprio

A
Exemplo 9.2. Considere-se a transformacdo linear f: R?* — R? definida por

f(z,y) = (z +2y,2z +y)

T, 1 2 T
y 2 111y
SFisicamente esta equacgao corresponde a adicionar ao sistema mecanico considerado anteriormente uma
forga exterior dependente do tempo que actua com intensidade ¢3/m (onde m é a massa da particula).

ou seja, em notacao matricial,
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PRIt
][5 ][] A

Pelo que v1 = (1,1) e vo = (1,—1) sao vetores préprios de f com wvalores préprios 3 e —1
respetivamente. Note-se que quaisquer multiplos nao nulos destes vetores sao ainda vetores
proprios (com os mesmos valores proprios).

Os vetores vy e vy formam uma base de R? em termos da qual é extremamente simples
compreender o efeito que a transformacao linear f tem sobre os vetores de R?: Ao longo da
dire¢do de vy (a diagonal do primeiro quadrante) f expande por um fator de 3, enquanto
que na diregao ortogonal, (a diagonal do quarto quadrante), f reflete. Com base nisto é
fdcil descrever o efeito que f teria num desenho qualquer no plano.

Note-se ainda que, uma vez que f(v1) = 3vy e f(vy) = —vy temos que a representacao
de f com respeito a base B = (vy,vq) €

3 0
Arpa = {o ~1 ]

Vimos no exemplo anterior como ¢ facil descrever uma transformacao linear f: V — V
quando existe uma base para V formada por vetores proprios. Isto sugere a seguinte
definicao.

Claramente

Definicao 9.3. Uma transformacao linear f: V — V diz-se diagonalizavel se existe uma
base para V' constituida por vetores préprios de f. Uma matriz A € M,xn,(R) diz-se
diagonalizdvel, se a transformacao linear de R™ representada por A (com respeito a base
candnica) é diagonalizdvel.

A razao da palavra diagonalizavel é, claro, que a representacao de uma transformacgao

linear diagonalizdvel numa base B = (v, ..., v,) de vetores préprios é uma matriz diagonal
M O --- 0
0 X - 0
0 --- 0 X\,

onde \; é o valor proprio associado a v;.

Poe-se agora a questao de como encontrar os valores proprios e vetores proprios de uma
transformacao linear. Note-se que nao existem sempre, por exemplo uma rotacao do plano
(por um angulo que nao seja 0 ou 7) nao fixa nenhuma diregao.

Se A for uma matriz n X n que representa f numa dada base temos que tentar achar um
vetor v # 0 tal que

Av= & Av=ALvs (A-X,)v=0
Assim, um valor préprio de f € um escalar A para o qual a matriz A — A, tenha nicleo
nao trivial, ou equivalentemente, tal que A — \I,, ndao seja invertivel. Uma vez achados os
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valores préprios, os vetores préprios sao faceis de determinar - sao elementos nao triviais
do ntcleo.

Embora seja possivel achar os valores préprios usando o método de Gauss (tratando A
como um parametro), é dtil ter um critério geral para que A seja um valor préprio. E esse
0 nosso proximo objetivo. Iremos ver que ha um polinémio nas entradas de uma matriz
quadrada - o determinante da matriz - que se anula precisamente quando a matriz nao é
invertivel. Quando calculamos esse polindmio para a matriz (A — Al,,) e igualamos a 0
obtemos uma equacao para achar os valores proprios A.

Esse polinémio pode nao ter raizes reais, mas o Teorema Fundamental da Algebra
garante-nos que existem sempre raizes complexas. Assim, desde que estejamos dispostos
a encarar as matrizes como matrizes complexas, existem sempre vetores proprios. Além
disso, uma matriz genérica (isto é escolhida “ao calhas”) é diagonalizavel, até com valores
préprios todos distintos.

10. DETERMINANTES

Queremos procurar um critério para que uma matriz n X n tenha ntucleo nao trivial
ou, equivalentemente, para que tenha caracteristica menor que n. Geometricamente, esta
condicao traduz-se no espago das linhas da matriz ter dimensao menor ou igual a (n — 1).

Pensando primeiro nos casos mais familiares em que n = 2 ou 3, esta condi¢ao geométrica
pode ainda traduzir-se no seguinte. Quando n = 2, podemos considerar o paralelogramo

P(vy,v3) = {av; + fve: 0 < o, f < 1}

que tem um vértice na origem e duas das arestas dadas pelas linhas da matriz, que identi-
ficamos como vetores v; e vy de R?,

A matriz tem caracteristica menor ou igual a 1 se e s se este paralelogramo degenera
num segmento de reta ou num ponto, ou seja, se e s6 se a drea do paralelogramo P(vy,vs)
é nula.

Analogamente, uma matriz 3 x 3 tera caracteristica menor que 3 se e s6 se o paralelipipedo

P(vy,v9,v3) = {avs + fvo+yv3: 0 < a, 5,7 < 1}

(em que vy, vq,v3 designam as linhas da matriz identificadas com vetores de R3) tiver
volume nulo.

Mais geralmente pode definir-se uma nogao de volume n-dimensional para um subcon-
junto de R™ como irao ver em Calculo 2 e entao a condi¢ao geral que procuramos é equiv-
alente ao volume do paralelipipedo n-dimensional P(vy, ..., v,) ter volume n-dimensional
nulo.

O nosso objetivo é portanto encontrar uma férmula para a drea/volume de um paralel-
ogramo/paralelipipedo a partir das coordenadas dos vetores que formam as arestas. A
observagao bésica que nos permite obter esta formula ¢é a seguinte (faga um desenho):

Ao deslizar o ponto final da aresta de um paralelogramo ao longo de uma
linha paralela a outra aresta, a area nao se altera
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ou seja
(24) drea(P(v1,vq)) = drea(P(v; 4+ aws, vg))

(e claro que o mesmo se verifica se deslizarmos o ponto final de vy ao longo da diregao
v1). Esta férmula diz-nos por exemplo que as dreas dos paralelogramos correspondentes as

matrizes

a 0 a 0

¢ d ¢ 0 d
sao iguais, pois (0,d) pode obter-se de (¢, d) deslizando ao longo de (a,0) (a nao ser que
a = 0, mas nesse caso as areas sao nulas e a afirmacdo permanece verdadeira). Assim, a
area do paralelogramo com arestas (a,0) e (¢,d) é a drea do retangulo com arestas (a,0) e
(0,d), ou seja |ad| (mesmo que a ou d sejam 0). Mas a férmula diz-nos mais geralmente

que quando aplicamos o método de Gauss a uma matriz 2 x 2, a area do paralelogramo
associado nao muda! Supondo que a # 0 temos

a b LZ—_i)Ll a b
¢ d 0 d—%

logo concluimos que a drea de um paralelogramo com arestas (a,b) e (c,d) é

be

area (P((a,b), (c,d))) = |al - ‘d = lad — bc|

(a leitora interessada poderd verificar que esta férmula permanece vélida mesmo quando
a = 0). E obtemos assim a condigao desejada nas entradas da matriz:

[ CCL 2 1 tem nucleo nao trivial sse ad — be = 0

ou, equivalentemente,

[ CCL Z } é invertivel sse ad — bc # 0

Podemos fazer um raciocinio andlogo para matrizes 3 x 3 mas a férmula obtida serd
agora mais complicada. Novamente o volume de um paralelipipedo P(vy,vs,v3) em R3
nao se alterara se deslizarmos o ponto final de uma das arestas paralelamente ao plano
determinado pelas outras duas, ou seja, por exemplo

volume P(v; + aws, vg,v3) = volume P(vy,vg, v3)

Portanto o volume de um paralelipipedo com arestas as linhas da matriz

O O R
oo o
S S 0
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serd o volume do paralelipipedo reto com arestas de comprimento |al, || e |i], e podemos
reduzir a este caso usando eliminagao de Gauss:

_gb
a b c ., a b c P =y bdb Cd
d Lozl _db o p e g 0 e— 7 f=<
€ f L3—91,4 € a a “ ge h_@a d
y a - C - a C
g h 1 0 h—% —% 0 0 Z—;—E(f—z)
a

Obtemos assim a férmula

volume (P((a,b,¢), (d,e, f),(g,h,i))) = |a]

que, reduzindo ao mesmo denominador e cancelando alguns termos se transforma em:
volume (P((a,b,c), (d,e, f),(g,h,i))) = |aei + bfg + cdh — ceg — bdi — afh]

Fica como exercicio verificar que esta féormula é valida mesmo nos casos em que a = 0, ou
a # 0 mas e — %b = 0, nos quais a eliminacao de Gauss feita acima tem de ser modificada.
O calculo anterior sugere que nao serd pratico obter e manipular diretamente uma ex-
pressao para o volume de um paralelipipedo n-dimensional. Com efeito, para n = 4 veremos
que a férmula andloga tem 24 termos, para n = 5, 120 termos, e em geral o nimero de
termos é n!. Uma expressao de tal complexidade s6 pode ser manipulada conceptualmente.
Abstraindo as propriedades, nao do volume, mas da expressao mais fundamental que
obtivemos acima para n = 2,3 cujo médulo é o volume, obtemos a seguinte definicao.

Definicao 10.1. Uma func¢ao determinante para as matrizes n X n € uma funcao
det: M, x,(R) = R
que se denota por

aipx 0 Qip app 0 Qip
det : : ou

(270 I Ann ap1 - Ann

que satisfaz as sequintes propriedades.

(i) Multilinearidade: Para cada 1 <i <n temos

ai T QA1n aip -+ Qin aip -+ Qin

a;1 + b Qin, + bin, | = | ai1 Qin |+ | bin bin,

an1 e Apn Qp1 =+ Qnn Qp1 -+ Qpp
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e, para o um escalar qualquer,

ai; -0 Qip ai; -+ Qin
aaq Qi | = | A4 Qin
an1 T Ann [ Ann

(ii) Alternancia: det A =0 se duas linhas da matriz A forem iguais.
(i7i) Normalizacao: det I,, = 1.

Em concreto, no caso das matrizes 2 x 2, a primeira propriedade diz por exemplo que

2 1 2 1 21 2 1 2 1
1+3 2+4 1 2 3 4 -2-3 -2-4 3 4

+

:_2‘

‘ o
Observacao 10.2. Se quiséssemos abstrair as propriedades do volume que usdmos para
chegar as formulas para a drea de um paralelogramo e o volume de um paralelipipedo, a
tnica altera¢ao que teriamos de fazer nas propriedades (i) a (iii) acima seria substituir

a por |a| do lado direito da sequnda igualdade na propriedade (i), e insistir que a fung¢do
volume tomasse valores em R .

Identificando as linhas de uma matriz n x n com vetores de R™, podemos pensar na
funcao determinante como uma funcao D: R™ x --- x R" — R que associa um escalar a
um n-tuplo (vy,...,v,) de vetores de R™ (v; é a i-ésima linha da matriz). Deste ponto de
vista, a propriedade de multilinearidade escreve-se

(25) D(vy,...,0v; + Bvl, ... v,) = aD(vy, ... 050 0,) + BD(vg, o vl vy)
onde v1,...,v, € R™ sdo vetores arbitrdrios e «, 5 escalares arbitrarios. A equacao (25

diz que, para cada i entre 1 e n, a funcao D;: R™ — R que se obtém quando fixamos todos
0s vectores excepto o i-ésimo,

Di(v) = D(v1, ..., 01,0, V41, -, Vp)

¢ linear (ou seja, um elemento do dual de R™).

Em geral, uma funcao D: V x --- x V — R satisfazendo diz-se uma fung¢ao multi-
lmemﬁ (é linear em cada varidvel independentemente).

A razao para o nome da segunda propriedade na definicao de determinante é a seguinte.

Proposicao 10.3. Seja D: V x --- xV — R uma fungao multilinear. Entao as sequintes
condicoes sao equivalentes
(i) D(vq,...,v,) =0 se v; = v, para algum i # j.
(it) Se i # j, entao D(vi,..., V..., 05, ..., 0y) = —D(v1,...,05,...,0;,...,0,) para to-
dos 0s vy, ...,v, (isto €, a troca de dois arqgumentos tem como efeito a troca de sinal
do valor da fungao).

Dem.

6Também se chama um tensor-n covariante em V.
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(1) = (i7) Supondo que i < j, e aplicando a linearidade primeiro na i-ésima variavel e depois
na j-ésima obtemos

D(vy,...,vi 05,0+ 05,000, 0,) = D(U1, o0 Uiy e 0 F U, U )

D(vl,...,vj,...,vi—i—vj,...,vn):

~—

=DV, Uiy, Uiy, Uy) + D(U1, 0, 0,05, Uy

+D(v1, ..V, Uiy, Uy) F D01, 0,0,

4
3
~—

Substituindo os termos com argumentos repetidos por 0 obtém-se
0=04+D(v1,---,0iy... V), ..., U) + D(V1,...,05,...,0,...,0) +0

que é equivalente a condigao (i1).
(i1) = (i) Se v; = v;, entdo a troca do i-ésimo argumento com o j-ésimo nao tem nenhum
efeito. Portanto

D(vi,..., 05,005,000 0n) = —D(v1, 0,05, 00 Uy, U) = =D (01, U, U, )

e portanto D(vi,...,vs,...,0;,...,0,) = 0.
U

E um resultado importante que as propriedades (i) a (#47) na definicio de determinante
especificam completamente essa funcao:

Teorema 10.4. Eziste uma unica fungao determinante det My, (R) — R

A demonstracao deste teorema segue o padrao usual: iremos ver que s6 ha uma possibili-
dade para uma tal fungao (obtendo no processo uma férmula para o determinante) e depois
verificar que essa tnica possibilidade satisfaz de facto os axiomas da definicao. Comegamos
por ilustrar este processo usando os axiomas para ver que a unica funcao determinante nas
matrizes 2 x 2 é
a b
c d

Sendo a, b, ¢, d € R quaisquer e aplicando a linearidade do determinante na primeira linha
da matriz temos

det[ 1—ad—bc

¢ d R R

e aplicando agora a linearidade na segunda linha obtemos
0 1

a b 1 0 10
:a<c 0 lD—i-b(c 01 )

c d 10
Os primeiro e ultimo termos do lado direito do sinal de igual na expressao acima sao nulos
porque as linhas das matrizes em questao estao repetidas. Pelas propriedades (iii) e (i7)
respetivamente temos

a b ’10 01’
=a

01
10

+a

+4

10 0 1
bl e Vel



68 APONTAMENTOS DE ALGEBRA LINEAR

portanto
a b
c d

¢é a unica funcao real das matrizes 2 x 2 que satisfaz as condigoes da Definigao [10.1]
Facamos agora o caso mais realista de uma matriz 3 x 3. Assumindo que existe a fungao
determinante e usando linearidade na primeira linha obtemos

= ad — bc

a b c 1 00 010 00 1
(26) d e fl=a|d e f|+bld e f|+c|d e f
g h 1 g h 1 g h i g h i

Desenvolvendo o primeiro termo do lado direito do sinal de igual usando linearidade na
segunda linha obtemos

1 00 1 00 100 100
ald e fl=ald|1l 0 0|+e|0 1 O|+f[{0 0 1
g h 1 g h 1 g h 1 g h 1

O primeiro termo na soma do lado direito é nulo porque a primeira linha esta repetida.
Da mesma forma, cada parcela do lado direito em ([26) vai dar origem a dois termos nao
nulos quando aplicarmos linearidade ao longo da segunda linha da matriz. Podemos agora
aplicar linearidade ao longo da terceira linha a cada um destes 6 termos. Por exemplo,
para o primeiro dos seis resultaria

100 1 00 1 00 1 00
ae{0 1 0 |=aelg|0 1 O|+AR|0 1 O|+2/0 1 O = ael
g h i 100 010 0 01

uma vez que os dois primeiros termos da soma anterior tém linhas repetidas e o determi-
nante da matriz identidade é 1. Aplicando o mesmo raciocinio para os restantes termos nao
nulos na expansao até a segunda linha obtemos a seguinte expressao para o determinante:

100 010 010 001 00 1
aci+afh|0 0 1 |+bdi|1 0 0|+bfg|0 0 1 |+ecdh|1 0 0 |+ceg|0 1 0
010 001 100 010 100

Os determinantes das matrizes com Os e 1s sao £1 consoante o niimero de vezes qye temos
que trocar um par de linhas para transformar a matriz na identidade é par ou impar.
Recuperamos assim a expressao para o determinante de uma matriz 3 x 3:

a b c
d e f|=aei—afh—0bdi+bfg+ cdh — ceg
g h 1

Procedendo desta forma para uma matriz nxn é agora claro que vamos obter uma expressao
para o determinante. Haverd um termo nao nulo na expressao para cada matriz de 1s e Os
que tenha exatamente um 1 em cada linha, e tal que os 1s nunca aparecam repetidos numa
coluna. Para descrever estes termos por meio de uma expressao necessitamos de alguma
terminologia.
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Defini¢ao 10.5. Uma permutagao do conjunto {1,...,n} é uma fungao bijetiva
o:{1,...,n} = {1,...,n}
Designamos por X, o conjunto de todas estas permutacoes.

Uma permutacao descreve uma troca de ordem. Deve ser familiar do ensino secundario
que o nimero de elementos de ¥, é n!. Os termos na expansao do determinante vao
corresponder precisamente as permutagoes: se chamarmos o (i) & coluna em que aparece
o 1 na linha 4, a condi¢do que nao aparegam dois 1s na mesma coluna é o(7) # o(j) para
1 # j, ou seja é a injetividade da funcao ¢. Como uma funcao injetiva de um conjunto
com n elementos para ele proprio é necessariamente uma bijecao, conclui-se que a funcgao
determinada por uma matriz de Os e 1s satisfazendo as condi¢oes indicadas é uma bijecao.

O termo do determinante de A correspondente a uma permutacao o sera dado pelo
produto das entradas de A que ocorriam nas posicoes onde estao os 1s, ou seja o produto
dos s com ¢ =1,...,n. O termo terda um sinal que serd &+ consoante o nimero de vezes
que temos que trocar pares de linhas para transformar a matriz de Os e 1s na identidade
é par ou impar. Chamando a este sinal sgn(o) - o sinal da permuta¢do o - obtemos a
seguinte expressao para o determinante:

(27) det(A) = Z sgN(0)A15(1)A20(2) * * * Ano(n)

o€

O argumento anterior torna claro que se existir uma funcao determinante, ela é inica (tem
que ser dada pela féormula !). Mas neste momento nao ¢ ainda claro que uma tal fungao
exista. H4 muitas maneiras de trocar pares de linhas de forma a obter a matriz identidade
a partir de uma matriz de Os e 1s. Se para uma das maneiras o nimero de trocas fosse
par e para outra maneira fosse impar concluir-se-ia que a funcao determinante nao podia
existir.

Nao é facil verificar diretamente que o sinal de uma permutacao esta bem definido. Em
vez disso vamos dar uma construcao indutiva do determinante. Uma vez que isto esteja
feito teremos implicitamente provado que o sinal de uma permutacao estd bem definido!
Sera necessariamente
1 sej=o(i)

(28) sgn(o) =det A(c) com A(o) a matriz com entradas a;; = L
0  caso contrario.

A matriz A(o) diz-se uma matriz de permutacao. O efeito que tem nas coordenadas de um
vetor linha ou coluna é uma permutacao das coordenadas. Por exemplo,

o To(1)

T Ty
A(o) '2 _ (2)

T, xo(n)

E um bom exercicio ver o que acontece quando se multiplica a esquerda por um vetor linha.
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Dem. do Teorema[10.4 J& vimos que se existir uma fun¢do determinante ela é tnica (e
dada pela férmula (27))). Vamos ver por indugao em n que existe uma funcao determinante
para matrizes n X n. Quando n = 1, é imediato que

det([a11]) = a1

Suponhamos que ja definimos uma funcao determinante nas matrizes n x n. Dada uma
matriz A do tipo (n+ 1) x (n+ 1), seja Ay; a matriz n X n que se obtém de A suprimindo
a primeira linha e a i-ésima coluna. Vamos definir

(29) det(A) = ayy det(Ayr) — arpdet(Arz) + ...+ (=1)"a1 g1y det Ay

formula esta que é motivada pela relagao entre os determinantes para matrizes 3 x 3 e 2 x 2
que obtivemos anteriormente.

Temos a verificar que det A verifica as condigoes (i) — (i77) da Definigao[10.1} A condigao
(1) é verificada porque a expressao é claramente linear na primeira linha da matriz A e,
por hipétese de indugao, nas restantes, uma vez que as fungoes det(A;;) sdo multilineares.

A condigao (iii) também é verificada porque as entradas na primeira linha da matriz
identidade I,,41 com excepgao da primeira sao todas nulas. Uma vez que (I(,11))11 = I
obtemos

det(l,1) = 1-det(l,) = 1.

Resta-nos verificar que se uma das linhas de A esta repetida entdo det A = 0. Se a
repeticdo ocorrer nas linhas ¢ e j com 4,j > 2 entdo todos os termos det(Ay;) em se
anulam (por hipdtese de inducao) e portanto det A = 0. Se i = 1, podemos assumir que
J = 2 uma vez que, por hipétese de inducao, o termo direito da equagao troca de sinal
quando trocamos a linha j de A com a segunda linha.

Suponhamos assim que A tem a primeira e segunda linha iguais. Se A é uma matriz

2 X 2 a expressao (29) é
det(A) = a11Q22 — Q12021 = A11G12 — 12017 = 0

Se n > 1, podemos, por hipdtese de indugao aplicar a expressao as matrizes n X n Ay;.
A entrada 1j na primeira linha de Ay; é igual a

a2; sej <1
asj41) sejJ>1

portanto
i—1 n+1
det(Alj) = Z(—l)”‘lagj det(A12|,~j) + Z (—1)3a2j det(Alg‘ij>
Jj=1 J=it+1

onde Ajy);; denota a matriz (n — 1) x (n — 1) que se obtém de A suprimindo as primeiras
duas linhas e as colunas i e j. Substituindo esta expressao em ([29) vemos que hé dois
termos nos quais aparece det(A;q;) para i, j dados com 1 <i < j < n:

(=1 ay; - (=1)'2ay; det(Aua)y)
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que é o (j — 1)-ésimo termo da expansao do termo (—1)""1ay; det(Ay;) & direita do sinal de
igual em (29) e

(—1)J_1a1j . (—1)Z_16L21‘ det(A12|ij)
que vem da expansao do termo (—1)7"'ay; det(A;;). Uma vez que as primeiras duas linhas
da matriz sao iguais, temos

(—1)i_1a1i . (—l)j_2a2j det(Amm) + (—1)j_1a1j . (-1)i_1agi det(Algw) = O
o que conclui a demonstragao. O

Observagao 10.6. Uma fungio f: M,x,(R) — R satisfazendo as propriedades (i) e (ii)
na Definicao [10.1] chama-se uma fung¢ao multilinear alternante. O argumento usado na
demonstragao de unicidade do determinante aplicado a uma tal fun¢do (sem qualquer al-
teragcdo) mostra que

FIA) = sen(0)aio()  * nonyf (1)
oEX,

pelo que o valor de uma tal funcao em qualquer matriz € completamente determinado pelo
valor que assume na matriz identidade. Mas sendo A € R qualquer, a fung¢io A — A det(A)
¢ uma funcao multilinear alternante que assume o valor X em I, pelo que se conclui que
toda a fungao multilinear alternante € da forma

f(A) = Adet(A)
em que X = f(1I,).

Vamos agora ver algumas propriedades importantes do determinante que nos ajudam a
calculé-lo.

Definicao 10.7. Seja A uma matriz n x n. Para 1 < 4,5 < n designamos por A;; a
matriz (n — 1) x (n — 1) que se obtém de A omitindo a i-ésima linha e a j-ésima coluna.
O menor-ij de A é o nimero det A;; e o cofator-ij de A é (—1)"" det A;;. A matrizn xn
cuja entrada 1j € o cofator-ij diz-se a matriz dos cofatores de A e denota-se por cof A.

Proposicao 10.8 (Propriedades do determinante). Sejam A e B matrizes n X n.

(i) Expansao de Laplace Sendo 1 <i <mn, temos

det(A) = (=1)™Ma;; det(Aj)
j=1
onde A;; € a matriz que se obtém de A omitindo a linha i e a coluna j. A féormula
acima chama-se a expansao de Laplace para o determinante ao longo da linha i.
(11) det(AB) = det(A) det(B)
(iii) det(AT) = det(A)
(iv) A(cof(A))T = det(A)I,.

Antes de vermos a demonstracao destas propriedades notemos as seguintes consequéncias.
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Corolario 10.9 (Expansao de Laplace ao longo de colunas). Sendo 1 < j < n, temos

n

det(A) = Z(— 1)i+jaij det(A;;)

=1

Dem. A expansao ao longo da coluna j no enunciado é exatamente a expansao ao longo
da linha j de AT. Logo calcula det AT = det A. O

Corolario 10.10. Uma matriz quadrada A € invertivel sse det A # 0 e nesse caso

1

ATl = fA)T
dotA Ot

Dem. Se A é invertivel entao det(A) det(A™1) = det(AA™) = det(I,,) = 1 logo det(A) # 0

(&

_ 1
det(A 1) = A

Reciprocamente se det A # 0, a Proposigao m (iv) diz-nos que

1
A fA)T) =1
(detA<CO ) ) "

pelo que A ¢ invertivel (cf. Proposigao (vi)) sendo a inversa descrita pela férmula no
enunciado. O

Esta formula para a inversa de uma matriz tem mais utilidade tedrica do que pratica
porque nao ¢é facil calcular determinantes de matrizes grandes. E no entanto muito tutil
para matrizes 2 X 2, caso em que afirma que

-1
a b 1 d —b
[c d] :ad—bc{—c a ] quando ad — bc # 0

Dem. da Proposi¢ao[10.8 (i) Para i = 1 a expansao de Laplace é simplesmente a ex-
pressao indutiva usada para demonstrar a existéncia do determinante. Se i > 1,
seja A a matriz que se obtém de A trocando a linha 1 com a linha 7. Aplicando (29)
obtemos

n n

(30) det(A) = —det(A) = =Y (=1)"Pay; det(Ay) = =Y (=1)"a;; det(Ay)

Jj=1 J=1

Notamos agora que as matrizes fllj e A;; diferem pela troca da (i —1)-ésima linha com
o bloco formado pelas linhas que a precedem - o que corresponde a (i — 2)-trocas de
pares de linhas & medida que a linha (7 — 1) “flutua até chegar a superficie”. Portanto

det(fllj) = (—1)i_2 det Aij
Substitituindo em obtemos a formula pretendida.
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(ii) Fixada uma matriz B, considere-se a fungao f: M, «,(R) — R definida por
f(A) = det(AB)

Trata-se de uma funcao multilinear e alternante das linhas de A pela definicao do pro-
duto de matrizes e pelas propriedades (i) e (i7) na definigdo de fun¢ao determinante.

Uma vez que f(1,,) = det(B), a Observagao diz-nos que f(A) = det(A) det(B).
(iii) A expressao diz-nos que

det(AT) = Z Sgn(a)a{;a) e aga(n) = Z sen(0)ao (1)1 ** * Ao(n)n

o€Xn 0EX,
Sejao !t {1,...,n} = {1,...,n} a permuta(;éo inversa de o (isto é, a permutagao
que verifica o 1(0(2)) =i parai=1,...,n). Entao

o(i)=j&i=0"'(j)
e portanto
Qo(1)1 """ Qo(n)n = Q1o=1(1) ** " Gno—1(n)
(do lado direito do sinal de igual aparecem as mesmas entradas da matriz que do lado

esquerdo mas por outra ordem; estao agora ordenados pelo primeiro indice, enquanto
que a esquerda estao ordenados pelo segundo). Temos assim

(31) det(AT) = Z SgN(0)A15-1(1) * * * Unpo—1(n)

O’GEn

As matrizes A(c) associadas as permutagoes (ver (28)) colocam na coordenada i de um
vetor coluna a coordenada que estava na posigao o(i). Logo o efeito de A(c)A(c™1)
num vetor coluna € colocar na coordenada ¢ a componente x,-1(4(;y) = x;. Portanto

A(0)A(o™) = I, = det(A(0)) det A(c™!) = 1 = det(A(0)) = det(A(c™))

onde a ultima implicacao usa que os determinantes das matrizes de permutacao é £1.
Notando que sgn(c) = det A(o) e substituindo em temos

det(A") = Z sgn(a‘l)alfl(l) g1 (n)
TEX,

Quando o percorre todos os elementos de ¥,,, o mesmo sucede com a sua inversa o~

pelo que a expressao a direita na igualdade acima é exatamente a férmula para
o determinante de A. Isto conclui a demonstracao.

(iv) A férmula no enunciado diz-nos que o produto da linha i da matriz A pela coluna j da
matriz (Cof A)T ¢ det(A) se i = j e 0 caso contrdrio. A expressao para este produto é

Zalk ((cof A)T Zalk (cof A) 1, = Za“‘f 1) det( (Ajr)

Quando ¢ = j, a expressao anterior é a expansao de Laplace para o determinante de
A ao longo da linha 7 e é portanto igual a det A. Para i # j, a expressao é a expansao
de Laplace ao longo da linha j da matriz que se obtém de A repetindo a linha j na
linha 4, e é portanto igual a 0.
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U

Observacao 10.11. E instrutivo pensar em escrever explicitamente a igualdade indicada
na Proposicao (zz) em termos das entradas das matrizes envolvidas. Mesmo para ma-
trizes 3 X 3 a complexidade € enorme! Efcicz’l no entanto convencer-se que, pelo menos a
menos de sinal, a igualdade se deve verificar:

Atendendo a Proposicio [10.8(iti), |det A| é o volume do paralelipipedo que tem por
arestas as colunas da matriz A, paralelipipedo este que € a imagem do cubo com arestas
unitdrias em R™ pela transformacgao linear x — Az . Seque-se que a imagem de um cubo
qualquer em R™ por esta transformagao tem volume igual a | det(A)| vezes o volume do
cubo original. Verdao em Cadlculo 2 que o volume de um subconjunto (razodvel) de R™ se
define aproximando esse conjunto por cubos muito pequenos e passando ao limite. Seque-se
entdo que | det A| é o fator pelo qual a transformacdo linear v — Ax multiplica volumes.

Uma vez que AB € a matriz que representa a composta das transformagoes lineares repre-
sentadas por A e B, seque-se que o fator pela qual AB multiplica volumes € | det(A)|| det(B)].

Exemplo 10.12. Vamos calcular o determinante
2030

e )
o = O
O Ot =
w g o

usando a expansao de Laplace. Uma vez que a sequnda linha tem 3 zeros, € mais eficiente
fazer a expansao ao longo dessa linha. Obtemos

030 23 0 2.0 0 20 3
0-(=1)* | 4 5 T40-(=D*2 | 1 5 7 |41(=1)** | 1 4 7 |40-(-1)**| 1 4 5
89 3 19 3 18 3 189

e fazendo agora a expansao de Laplace do inico termo nao nulo ao longo da primeira linha
obtém-se

4 7
— _9. (_1)1+1 8 3

|
L )
o =~ O
w g o

':—2(4-3—7-8):88.

A férmula para a inversa de uma matriz em termos do determinante conduz a seguinte
formula explicita para a solugao de um sistema linear quando a matriz dos coeficiente do
sistema ¢ invertivel.

Proposicao 10.13 (Regra de Cramer). Seja A uma matriz n x n invertivel e b uma matriz
n X 1. Entao a componente x; da solucao do sistema linear
Ax =D
¢ dada pela formula
det Al
xT; =
det A

onde A; € a matriz que se obtém de A substituindo a coluna i de A por b.
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Dem. A componente z; da solucao do sistema ¢ a i-ésima entrada de A='b e é portanto

dada por
xT; = Z Cijbj
j=1

onde ¢;; é a entrada ij da matriz A~'. Pelo Coroldrio [10.10| esta entrada é
- det(Aj;)
o= (—1)T — 2
= D" g4
pelo que
1 < .
i = —1)""b; det(Aj;
z det A ;( )"7bj det(A;;)

O somatdério na expressao anterior é exatamente o desenvolvimento de Laplace ao longo
da coluna ¢ da matriz A; do enunciado. Isto conclui a demonstracao. U

Exemplo 10.14. Vamos achar a coordenada y da solucao do sistema

20 +3y+z2=3

r—y+z=4
r+2y—z2=>5
Pela regra de Cramer temos
2 3 1
14 1
15 —1 11
Tl s 1| T
1 -1 1
1 2 -1

Defini¢ao 10.15. Uma matriz quadrada A diz-se triangular superior se a;; = 0 para i > j
(isto € se todas as entradas abaizo da diagonal principal sao nulas) e triangular inferior se
a;; =0 para i < j (isto € se todas as entradas acima da diagonal principal sao nulas).

E imediato da expansao de Laplace que o determinante de uma matriz triangular (su-
perior ou inferior) é igual ao produto das entradas na diagonal

)\1 * *

Uma generalizagao da ultima propriedade que é muito til diz respeito ao calculo de deter-
minantes de matrizes escritas por blocos. Podemos pensar numa matriz de grande dimensao
como uma “matriz de matrizes” juntando algumas entradas para formar matrizes de menor
dimensao.
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Por exemplo podemos escrever a matriz

1256 7
(32) 3481 2 :[é g}
03456

com A, B,C, D os blocos respetivamente 2 x 2,2 x 3,1 x 2, e 1 x 3 dados por

A:{éi} B:{g?;],cz[o3y D=[45 6]

Por vezes é til calcular com matrizes separadas por blocos. E claro que a soma e o produto
por escalar se podem fazer bloco a bloco. Mais interessante é que o produto é dado pela
férmula habitual para o produto de matrizes mas com os escalares substituidos por blocos
(desde que os produtos de matrizes em questao facam sentido). Isto é uma consequéncia
imediata da definicao de produto de matrizes. Por exemplo, considerando a matriz por

blocos
2 11

2 1 1
[X Y}:[342} com X:|:34}6Y:|:2:|
O produto desta matriz pela matriz é

[ X Y]{é g]—[XA+YC XB+YD ]

Por exemplo a entrada 21 da matriz produto é igual a
3-1+4-3+2-0=3-1+4-3)+2-0

onde do lado direito do sinal de igual temos dentro de parentesis a entrada 21 do bloco
X A e depois a entrada 21 do bloco YC'. A relevancia destas decomposigoes para o calculo
de determinantes é a seguinte

Proposicao 10.16. O determinante de uma matriz triangular por blocos com blocos quadra-
dos na diagonal é o produto dos determinantes dos blocos diagonais

Al o - %
0 A
C = [Ai] -+ Ay
0 --- 0 A,
Dem. E um exercicio da Ficha 11. O
Exemplo 10.17.
1 05 11 6
3 2 3 27 5
004 2 2 —’ég’-4-'?i'—2-4-10—80
000 3 2
000 1 4




APONTAMENTOS DE ALGEBRA LINEAR 7

Finalmente, notemos que se V' é um espaco vetorial de dimensao finita, pode definir-se
o determinante de uma transformacgao linear T': V — V. Sendo B uma base ordenada de
V' definimos

det(T) = det(A;nB’B)
Temos que verificar que este nimero é independente da escolha de B. Se B’ é outra base
e S = Sp_p a matriz de mudanga de coordenadas entao
Arp p = SAT,B,BS_1
e portanto
1
det(Ar p p) = det(S) det(Ar p ) det(S) = det(S) det(AT’B’E;)F(S) = det(Ar g )

Nao seria facil neste momento explicar-vos como definir intrinsecamente o determinante de
uma transformacao linear, sem apelar a sua representacao matricial.

11. MAIS SOBRE VALORES E VETORES PROPRIOS

Recorde-se que a nossa motivacao para o estudo do determinante foi precisamente a busca
de uma equagao que caracterizasse os valores préprios de uma matriz (ou transformagao
linear). Agora que dispomos dessa equagao, o seu estudo vai trazer-nos bastante informagao
acerca da transformacao linear em questao.

Definigao 11.1. Seja A uma matrizn xn. O polinémio caracteristico de A é o polinomio
definido pela expressao

p(\) = det(A — L)

Tendo em conta a férmula para o determinante vemos que o polindmio caracteristico
de uma matriz n X n tem grau exatamente n (o termo de grau n resulta do produto
das entradas na diagonal e é igual a (—A)"). A propriedade fundamental do polinémio
caracteristico é que as suas raizes ou zeros sao exatamente os valores proprios de A:

p(A) =0 & det(A—A,) =0< (A— A,) ndo é invertivel & N(A — \1,,) # {0}

sendo que a ultima condicao diz, por definicao, que A é um valor préprio de A.
Enunciamos agora um resultado fundamental cuja demonstracao irao ver no préximo ano

na cadeira de Andlise Complexa, e que garante em particular que toda a matriz quadrada

tem um valor préprio, pelo menos se for vista como uma matriz de nimeros complexos.

Teorema 11.2 (Teorema Fundamental da Algebra). Qualquer polinomio de grau k
p(z) = ag + a1z + ... apa®

com coeficientes a; € C (e ar, # 0) pode ser escrito de forma tnica a menos de troca de
ordem dos fatores na forma

(33) ap(r — A)™ (2 — X)) - (T — \p)™

com \; € C distintos, e n; numeros naturais.
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Claro que os nimeros \; na expressao (33)) s@o as raizes do polinémio p(z). O expoente
n; diz-se a multiplicidade da raiz \;.

Observagao 11.3. O Teorema Fundamental da /flgebm ¢ andlogo ao Teorema Funda-
mental da Aritmética que diz que qualquer numero natural se pode escrever de forma unica
como um produto de poténcias de numeros primos a menos de troca de fatores.

Definicao 11.4. Sendo A\ um valor proprio de uma matriz quadrada A, chama-se
e Espaco préprio de A ao subespago N(A — AI,,) de R".
e Multiplicidade geométrica de A, my(\) @ dimensao do espago prdprio de .
e Multiplicidade algébrica de X\, my(\) a@ multiplicidade de A como raiz do polindmio
caracteristico de A.

Os elementos do espaco proprio de A sao os vetores proprios de A juntamente com
0, pelo que a multiplicidade geométrica é o niimero maximo de vetores préprios de A
linearmente independentes. Veremos em breve que mgy(\) < m,(A). Note-se que a soma
das multiplicidades algébricas de todos os valores préprios é igual a n (que é o grau do
polinémio caracteristico), portanto uma matriz é diagonalizavel se e s6 se as multiplicidades
algébrica e geométrica coincidem para todos os valores proprios.

Exemplo 11.5. Consideremos a matriz

3 0 0
A=10 1 1
0 -1 1
O seu polinomio caracteristico é
3—X 0 0
pA = 0 1-X 1 |=B=XN(A-N)’+1)=B=-NA—-1+)A—(1—1))

0 -1 1-X

Os wvalores proprios de A sao portanto 3,1+ 14,1 — i que tém todos multiplicidade algébrica
1. Note-se que as raizes complexas formam um par de complexos conjugados. Isto nao é
uma coincidéncia. Se

p(z) =ao+ a1z + ...+ a,z”

¢ um polinomio real, uma vez que a conjugacao preserva a soma e produto de niumeros
complexos (ou seja, z+w =Z+ W e ZwW = Zw) temos para A € C,

p(X) =ag+ a )+ aan =ag+ mA+ ...+ a,(A?) = p(N)

onde usdmos que a; = a; porque os a; € R. Assim, se X\ € uma raiz complexa de p, o0 mesmo
sucede com \. Adicionalmente, é um exercicio simples verificar que as multiplicidades das
raizes A e \ sdo iguais.

Achemos os espagos proprios de A. O espago proprio de 3 é N(A—313) que € claramente
igual a {(x,0,0): x € R}. Os vetores prdoprios de 3 sao portanto os vetores nao nulos que
pertencem ao eiro dos rw.
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O espago proprio de 1 41 €

2—1 0 O
N 0 — 1
0 -1 —

cujos elementos sao as solugoes do sistema

2—1)r =
( | i)x =0 {x _0
—y+z2=0 & ,
z =
—y—1iz2=0
donde se conclui que o espaco proprio de 1+ 1 €
{a(0,1,i): a0 € C}Cc C?

Nao € necessdario fazer contas para achar o espaco proprio de 1 —i. De facto, se A €
uma matriz real com valor proprio X e v € C* € um vetor proprio de A entao, novamente
pelas propriedades da conjugacao temos

AT =Av = = \T

onde A eV designam respetivamente a matriz e o vetor que se obtém de A e v conjugando
cada componente, e na primeira igualdade usdimos que A = A uma vez que A € real.
Portanto v € um vetor proprio associado a A se e s6 se U € um vetor proprio associado a

A.
O espago préprio de (1 — i) € portanto

{a(0,1,—i): € C} Cc C?

Proposicao 11.6. Seja A uma matriz n X n complexa e p um valor proprio de A. Entao
a multiplicidade geométrica de p € menor ou igual a multiplicidade algébrica de pu.

Dem. Seja k a multiplicidade algébrica de p, suponhamos por absurdo que vy, ..., Vg1 80
vetores proprios de p linearmente independentes. Sejam wvy.o,...,v, vetores de C" tais
que B = (vy,...,v,) é uma base ordenada de C".

Consideremos a transformacao linear 7: C* — C" determinada por Tx = Azx. Uma vez
que Tv; = pv; para ¢ = 1,...,k 4+ 1, a matriz que representa 7' na base B ¢é triangular
superior por blocos da forma

w0 0
D G 0o . .o

Arpp = [ 0 H } com D= | o € Mpt1yx(k+1)(C)
0 -+ 0 pu

Se S = Sp_,p,,, for a matriz de mudanca de coordenadas da base B para a base candnica
temos

A= SArppS™t
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e portanto os polinémios carateristicos de A e de Ar g p sao iguais:

det(A — \I,) = det(SArppS~" — \I,) =det(SArp St — ASL,S™)
= det(S(AT,B,B — /\In)S_l) = det(S) det(ATyB,B — )\In) det(S_l)

= det(S) det(AT,B,B - /\In)

1
det(S) = det(AiB,B — )\In>

Mas isto é uma contradicao porque claramente (A — p)**! divide o polinémio caracteristico
de A1 p g (que é igual a det(D — Mjy1) det(H — N, _x—1) = (1 — N det(H — AL, _x_1))

mas, por hipétese, nao divide o polinémio caracteristico de A. Il
Proposicao 11.7. Seja T: V — V uma transformacao linear. Se vq,...,v; sao vetores
proprios de T associados a valores proprios distintos Ay, ..., A\, entdo {vi,..., v} € um

conjunto linearmente independente.
Dem. Sejam «q, ..., a4 escalares tais que
a1+ ...+ oo, =0
Temos a ver que os «;’s sao todos nulos. Uma vez que, por hipotese, Tv; = \;v; temos

0 set1 > 2
( 2 )O O( k )U ( 2) ( k‘)U {()\1 —/\2)()\1 _)\k’)vl se1 =1
Portanto

0=(T—XId)o o (T — NId)(yv1 + ... + agvg) = a1 (A1 — A2) -+ (A1 — Aoy

Donde se conclui que a; = 0. Procedendo de forma andloga vemos que todos os coeficientes
sao nulos e portanto que {vy,..., vt} é um conjunto linearmente independente. Il

Exemplo 11.8. A matriz
-2

OO
SN W

1
3
¢ diagonalizdvel. De facto, tem valores proprios 1,2,3 todos distintos. Cada valor proprio
tem um vetor préprio e estes formam uma base de R3 pela Proposicdo . Mais geral-

mente qualquer matriz triangular superior ou inferior com entradas diagonais distintas é
diagonalizavel.

E natural perguntar como descrever uma transformacao linear que nao pode ser diago-
nalizada, isto é, tal que algum dos valores proprios tem multiplicidade geométrica inferior a
multiplicidade algébrica. A resposta é que uma tal matriz pode ser “quase diagonalizada”
no seguinte sentido.
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Definicao 11.9. Uma matriz quadrada da forma

Al 0
0 A 0
0 0 1
0 0 A

com X € C diz-se um bloco de Jordan.

Diz-se que uma matriz n xn complexa J esta em forma candnica de Jordan se é diagonal
por blocos e cada bloco diagonal é um bloco de Jordan. Ou seja, J estd em forma canonica
de Jordan se

Ji 0 0
0 Jo 0
(34) J =
0O . 0
0 0 - J,
com J; blocos de Jordan.
Exemplo 11.10. A matriz
2 1.0 0 0 0 0 07
02000O0O0OTO0
003 00O0O0OTPO
0003 10O0O0
000O031O0O0
00 0O0O03O0O0
000O0O0O0 71
L0000 O0O0O0 72

esta em forma canonica de Jordan. Tem 4 blocos de Jordan; um associado ao valor préprio
2 de tamanho 2, dois associados ao valor proprio 3 com tamanhos 1 e 3 respetivamente, e
um ultimo associado ao valor proprio ¢ com tamanho 2.

Teorema 11.11. Se A ¢ uma matriz n X n complexa, existe uma matriz invertivel S e
uma matriz J em forma canonica de Jordan tal que

A=SJS™1
Observacao 11.12. Sendo J; blocos de tamanho n; com entrada diagonal \; temos
det(A—AI) =det(J —AI) = (A= A)" - (A= Ap)"™

Logo os escalares que aparecem na diagonal da matriz J sao os valores proprios, repetidos
de acordo com a sua multiplicidade algébrica. A soma dos tamanhos dos blocos com entrada
diagonal p é a multiplicidade algébrica do valor proprio p.

As colunas da matriz S formam uma base para C". Vamos analisar o comportamento
da transformacao linear representada pela matriz A nesta base. Esta analise levar-nos-a a
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compreender como achar a forma canénica de Jordan de uma matriz A dada, assim como
a matriz mudanca de coordenadas S que a poe em forma canoénica de Jordan.
Sejam
V1, V2, ..., Uy € C"
as colunas da matriz S que correspondem ao bloco de Jordan J; e A\; o valor que assumem
as entradas diagonais de J;. Uma vez que a coluna j de um produto de matrizes C'D se
obtém multiplicando a matriz C' pela coluna j de D, a equagao

AS =57
diz-nos que
Avy = Ny, Avg = Njug +v1,  Avg = Nvs + v, -+ Avy = AU + Ut
Portanto

e Os vetores que aparecem nas colunas de S correspondentes a primeira coluna de
um bloco de Jordan J; com \; na diagonal sao vetores proprios de \;. Vamos dizer
"primeiras colunas” para nos referir a estes vetores.

e Escrevendo um vetor v € C" na base das colunas de S vé-se imediatamente que
v é um vetor proprio de A com valor préprio A sse v é uma combinagao linear de
primeiras colunas correspondentes a blocos com A na diagonal. Em particular, o
nimero de blocos de Jordan com A na diagonal é o niimero maximo de vetores
proprios linearmente independentes de A. Mais precisamente, o nimero de blocos
de Jordan com A na diagonal é a dimensao do espaco préprio de A, ou seja, a
multiplicidade geométrica de .

e Os vetores vy, ..., v, satisfazem as equacoes
(35) (A= XDy =v1, (A= NDvs=0vs, .., (A= ND)vp = vy
Diz-se que os vectores vy, ...,v,, formam uma cadeia de Jordan. Uma vez que

(A — N\ I)v; = 0 isto implica a relagao
(A= N\I)v; =0 paratodo o j
Diz-se que os vectores v; sao vectores proprios generalizados do valor préprio A;. O
espaco proprio generalizado de \ é por definicao o conjunto
{veC": (A= X)*v =0 para algum k}

O Teorema [11.11] diz que é sempre possivel obter uma base para C" formada por
vectores proprios generalizados de A.

Exemplo 11.13. No Ezemplo|11.10, as multiplicidades algébricas de 2,3 e i sao 2,4 e 2
respetivamente, e as multiplicidades geométricas sao 1,2 e 1 respetivamente.

As observacoes anteriores podem ser usadas para determinar uma forma candnica de
Jordan J e a correspondente matriz de mudanca de base simultaneamente: comecamos
por calcular os valores préprios de A e uma base para o espago proprio de cada valor
préprio. Isso da-nos o ntimero de blocos de Jordan para cada um dos valores proprios
de A. Se a multiplicidade algébrica de X\ for superior a multiplicidade geométrica havera
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pelo menos um bloco de Jordan para A com tamanho maior do que 1. Para determinar o
tamanho de cada bloco e, simultaneamente, as colunas de S que lhe correspondem tentamos
resolver as equagoes (35)) recursivamente comegando com um vector préprio .

Exemplo 11.14. Vamos determinar a forma canonica de Jordan para a matriz

21 0
A=11 2 -1
11 1

O polinomio caracteristico €
det(A — A) = (2= N)*(1—))

logo o0s walores proprios sao 2, com multiplicidade algébrica 2 e 1, com multiplicidade
algébrica 1. Um wvector prdprio para 1 é (1,—1,0). Os wvectores préprios de 2 sao as
solucoes da equacao

01 07T a b=0 )
10 -1 b | =0&4¢ a—c=0 @{a:c
11 -1 c a+b—c=0 -

Uma base para os vectores proprios de 2 € (1,0,1) e portanto a multiplicidade geométrica
de 2 € apenas 1. Isto significa que a matriz A nao € diagonalizavel. Hd dois blocos de
Jordan (um para cada vector prdprio) e o bloco com 2 na diagonal tem dimensao 2 que é
a multiplicidade algébrica de 2. Conclui-se que uma forma candnica de Jordan é

1 00
J=10 2 1
0 0 2
A matriz de mudanga da base S tem (1,—1,0) na primeira coluna e (1,0,1) na sequnda.
Para achar a terceira coluna resolvemos a equagao (35)):

1 01 0 a 1 -
(A—2Dw=|0| |10 —1 bl=10 { -
1 11 -1 c 1 a=c

Uma solugao da equagao anterior €, por exemplo, vo = (0,1,0) logo podemos tomar para
matriz mudanca de base

1
S=1| -1
0

— o
S = O

11.15. O algoritmo PageRank. Consideremos uma internet com apenas trés paginas
ligadas de acordo com o diagrama
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D 2()
\\7
C

Supondo que ni,ns € ng é o nimero de pessoas em cada pagina num dado instante e que
cada pessoa clica num link ao acaso em cada pagina, o nimero de pessoas que esperariamos
estivesse numa pagina no instante seguinte seria

0 % % ny
1 % 0 %)
0 ) % ng

A entrada ij da matriz é a probabilidade de uma internauta que estd na pagina j carregar
numa ligagao que a leva a péagina 7, e é portanto igual a 2((]—;)) onde £(j,7) é o numero de
ligagbes que une a pégina j a pagina ¢ e £(j) é o nimero de total de ligagoes de j para
outras paginas

Note-se que a soma das entradas em cada coluna da matriz é 1 (é a soma das proba-
bilidades de ir parar a cada destino possivel partindo da pagina correspondente & coluna).
Uma tal matriz chama-se uma matriz de Markov. Estas matrizes sao usadas para modelar
sistemas nos quais hé vérios estados (em nimero igual & dimensao da matriz) e hé certas
probabilidades conhecidas de ocorrer uma transicao entre os estados com a passagem do
tempo.

Quando é que o numero de internautas em cada pagina permanece constante ao longo
do tempo? Quando o vetor (ni,ng,n3) é um vetor préprio da matriz

0 1 2

4 3

(36) 1 7 0
0 i

2 3

com valor préprio 1. Um tal vetor préprio existe necessariamente porque a soma por linhas
da matriz transposta é 1, o que significa exatamente que (1,1,1) é um vetor préprio da
matriz transposta com valor préprio 1. Como o polinémio caracteristico de AT é igual ao
de A (porque det(A) = det(AT)) a matriz tem também 1 como valor préprio.

Pode mostrar-se que existe necessariamente um vetor proprio de 1 com componentes
todas nao negativas, e (com bastante generalidade) que se normalizarmos os vetores que
indicam o estado das paginas de modo a que a soma das entradas seja 1 (isto corresponde
a considerar a percentagem dos internautas em cada pagina em vez do nimero absoluto)

"Se uma péagina nao tem ligagoes para outras assume-se que tem uma ligacao para cada pagina.
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o limite quando o tempo tende para oo do estado do sistema é o vetor préprio de 1
(normalizado), que é tnico.

Mais precisamente, se A é a matriz que controla a transi¢ao entre estados e (py, pa2, p3)
¢ um estado inicial qualquer (com p; > 0 e p; + ps + p3 = 1), temos

b1
lim A* | py | =0
k—oo

p3

com v o Unico vetor proprio de 1 com entradas nao negativas cuja soma é 1. Quando isto
acontece, o significado das componentes de v é clara: v; é a percentagem do tempo que
uma internauta surfando ao acaso naquelas paginas passaria na pagina i. E este nimero
que é usado como medida da relevancia da pagina ¢ - o seu PageRank.

No exemplo acima teriamos que os vetores proprios de 1 da matriz sao as solucoes

-1 1L 2 a 0 3
4 3 = 2p
A-Lw=0&| 1 =3 0 b|=10 <:>{a 3
0 5 -2 c 0 c=ib
Logo um vetor préprio de 1 é um multiplo nao nulo de (%, 1, %) Normalizando obtemos

(0.3,0.4,0.3)

Pelo que a pagina mais relevante ¢ a pagina 2, sendo as outras duas igualmente relevantes.
Uma internauta surfando aleatoriamente entre estas trés paginas passaria 40% do seu
tempo na pagina 2 e 30% em cada uma das outras duas pdginas.

O algoritmo utilizado pelo Google para ordenar as paginas por relevancia é seguramente
muito mais complicado mas o principio basico é o que foi explicado acima. Ao pesquisarmos
um termo, o algoritmo comeca por selecionar as paginas relacionadas com esse termo
(utilizando as etiquetas previamente atribuidas a cada pagina) e analisa depois as ligacoes
entre essas paginas conforme descrito acima, listando-as depois por ordem de relevancia.

Na realidade, no algoritmo original de Larry Page e Sergey Brin é também levada em
conta a possibilidade de uma internauta nao seguir nenhum link na pagina em que se
encontra (e em vez disso usar um bookmark ou escrever diretamente um URL). Esta
possibilidade é considerada atribuindo uma probabilidade d de ir para qualquer outra
pagina da internet a partir de uma dada pégina, sendo (1 — d) a probabilidade de carregar
numa das ligagoes da pagina. O parametro d é medido experimentalmente (e é cerca de
15%). Tente descrever analiticamente este algoritmo modificado. A solugao encontra-se na
pagina da Wikipedia do algoritmo PageRank.

12. PRODUTOS INTERNOS

E-vos familiar do ensino secunddrio o produto interno de vetores de R? e R3. Trata-se
de uma operagao que produz um nimero real (v, w) a partir de dois vetores v e w. E dado
pelas férmulas

((z1,22), (Y1, Y2)) = T1y1 + T2y2 para (z1,22), (y1,Yy2) € R?
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(21,22, 73), (Y1, Y2, ¥3)) = T1y1 + Tayo + T3Y3 para (1, T2, 23), (Y1, Y2, Y3) € R?

respetivamente. Em ambos os casos, o significado geométrico, do produto interno (v, w) é
|v||]]w]|| cos a em que ||z|| designa o comprimento do vetor x e o é o angulo entre v e w.

Em qualquer espaco vetorial é possivel definir uma estrutura desta natureza que é com-
pletamente caracterizada por alguns axiomas simples.

Definigao 12.1. Seja V' um espaco vetorial real. Um produto interno em V' é uma func¢ao
(,):VxV =R
satisfazendo
(1) Bilinearidade: Para todos os aj,as € R e vy, v9,w € V.
o (10 + vz, w) = ay (v, w) + ag(ve, w)
o (w, v + aguy) = ag(w, v1) + ag(w, vy)

(2) Simetria: (v, w) = (w,v) para todos os v,w € V.
(3) Positividade: (v,v) > 0 para todo o v # 0.

Observacao 12.2. Tendo em conta a simetria de um produto interno, para verificar a
bilinearidade basta verificar a primeira (ou a sequnda) das igualdades que caracterizam a
bilinearidade.

Exemplo 12.3. O produto interno usual (ou standard) em R™ é definido por

(21, oy mn), (Y1, -y Un)) = T1Y1 + TaYa + . .. + TpYn

E imediato verificar que as propriedades (1)-(3) na Defini¢ao sao verificadas. Este
produto interno generaliza o produto interno ja conhecido nos casos em que n =2 e 3.

Exemplo 12.4. Seja [a,b] um intervalo de R e V. = C([a,b],R) o espago vetorial das
fungdes continuas de R para R (que é um subespaco vetorial do espago vetorial de todas as
fungoes de R para R). Define-se (-,-): V x V — R pela expressio

b
(f,g) = / f(2)g(x)da

A expressao anterior faz sentido porque o produto de func¢des continuas € continua e uma
fung¢ao continua é integrdvel num intervalo compacto. Verifiquemos as propriedades (1)-(3)
da Definicao|12.1:

(1) (o fitasfs, g) = [} filw)+asfo(@)g(x)de = ar [} fi(x)g(x)datas [} fo()g(w)de =
ar(fi,9) + a2(f2, 9)

(2) E imediato uma vez que f(z)g(z) = g(z)f(z).

(3) {f, f) f f2(x)dx > 0 por monotonia do integral. Se f(x) # 0 entdo existe
xg € [(z b] tal que f(zo) # 0. Como f € continua isso significa que existe ¢ > 0 e
um intervalo J contendo xo com interior nao vazio tal que f(z)? > € quando x € J.

Mas entao fabf( V2dx > [, f(x)*dx > [, e dx > 0.
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Observacao 12.5. Se pensarmos numa fun¢ao f como um “vetor indexado pelos nimeros
reais” cuja componente x € o nimero f(x), e no integral como uma “soma em x” o seqgundo
exemplo acima € uma generalizacao natural do primeiro.

Existe também uma versao do conceito de produto interno para um espaco vetorial
complexo, que se chama um produto interno Hermiteano, ou simplesmente um produto
interno. O modelo serd C”, mas agora nao podemos usar a féormula que nos da o produto
interno real porque perderiamos a positividade (que é a chave para definir o comprimento
de vetores). A solugao é conjugar um dos argumentos coordenada a coordenada, uma vez
que zz = |z]?> > 0. No entanto, isso afeta necessariamente os outros dois axiomas da forma
seguinte.

Definicao 12.6. Seja V' um espaco vetorial complexo. Um produto interno em V € uma
fungao

(,):VxV—=C
satisfazendo

(1) Sesquilinearidade: Para todos os oy, as € C e vy, vy, w € V.
o (v + vy, w) = aq (v, w) + az(vg, W)
o (w, v + apvy) = ay(w, v1) + ag(w, vy)
(2) Simetria conjugada: (v, w) = (w,v) para todos os v,w € V.
(8) Positividade: (v,v) € real e positivo para todo o v # 0.

Observacao 12.7. Tendo em conta a simetria conjugada de um produto interno, para
verificar a sesquilinearidade basta verificar a primeira (ou a sequnda) das igualdades que
caracterizam a sesquilinearidade.

Exemplo 12.8. O produto interno standard em C" é a fungao (-,-): C" xC" — C definida
pela expressao

((z1, -y 2n), (W1, ..., wy)) = Z1wy + Zaws + . .. + Zywy,
E imediato verificar as condi¢ées (1)-(3) da Definigao |[12.6. Por exemplo,
(21, 2n), (215, 20)) = |21+ |22 >0
e s0 se anula se z1 = ++- = z, = 0.

Um produto interno num espago vetorial real ou complexo permite-nos introduzir nocoes
de comprimento e distancia no espago em questao.

Definigao 12.9. Seja V' um espago vetorial e (-,-) um produto interno em V. A norma

ou comprimento de um vetor v € V' € o nimero real nao negativo ||v|| = /(v,v). Sendo
v,w €V, a distancia de v a w € o nimero real nao negativo ||[v — w||.

Note-se que as no¢oes de norma e comprimento para o produto interno usual em R? ou

R3 sao as habituais:
[(z,y, 2)|| = Va? + y* + 22
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Exemplo 12.10. Em C? com o produto interno usual,

(144, -1 =+vV1+i2+1=v2+1=13
Em C([0,1],R?) a distancia de x a1 ¢é

—1)3
|x—1||—w m—lex—“ (@

Definigao 12.11. Seja V' um espago wvetorial e (-,-) um produto interno em V. Um
subconjunto S C V' diz-se ortogonal se (v,w) = 0 para todos os v,w € S distintos. Um
subcongunto S C V' diz-se ortonormado se S € ortogonal e ||v|| = 1 para todo o v € S.

Exemplo 12.12. O conjunto {(1,1),(1,—1)} € ortogonal em R? para o produto interno
usual, uma vez que ((1,1),(1—1)) =1—1=0. Nao é ortonormado uma vez que ||(1,1)|| =
V2 # 1, mas dividindo cada um dos vetores pelo seu comprimento obtemos o conjunto

ortonormado {(\/ii, %) , <\/L§’ _\/L§> }.
As fungoes senx e 1 sao ortogonais em C([0,27],R) uma vez que

2m
(senx, 1) = / senzdr = —coszf;" =0
0

As bases canonicas de R™ e C" sao conjuntos ortonormados para os produtos internos
USUAILS.

12.13. Representagao matricial de um produto interno. Seja V' um espago vetorial
com produto interno (-,-) e suponhamos que B = (vy,...,v,) é uma base para V.
Podemos escrever dois vetores v, w € V em fun¢ao da base B

V=01V + ...+ QpU,, w= L1+ ...+ Bron,

Vamos agora usar a bilinearidade/sesquilinearidade para obter uma férmula para o produto
interno em termos do produto de matrizes. Consideraremos o caso complexo mas note-
se que, uma vez que para « real temos @ = «, estamos também a fazer o caso real
simultaneamente. Usando linearidade conjugada na primeira varidvel temos

(v,w) = {aqvy + ... UL, W) = a7 (v, W) + ... + W (Vp, W)
Usando a linearidade na segunda coordenada temos para cada @

(i, w) = (i, Bro1 + ... Bpvn) = Bi{vi, v1) + ...+ Bulvi, vp)
e substituindo na primeira expressao obtemos a seguinte expressao para o produto interno
(v,w) = AP1(v1,v1)+. .+ B0 (1, V) F L1 (V2, V1) + -+ B (Un, V1) F T B (Un, Un)

Vemos assim que o produto interno é completamente determinado pelo conjunto de n?
escalares (v;,v;) com 4,5 = 1,...,n. Identificando escalares com matrizes 1 x 1 a expressao
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anterior pode ser escrita matricialmente na forma

(v1,v1) évl, vzi ce (o, vni gl
(37) (& @ e (vg,:m) o <U2’:U” ;
<Um Ul> <Um U2> T <Um Un> Bn

A matriz n X n na expressao (37)) chama-se a matriz da métrica ou matriz de Gram para
o produto interno com respeito a base B, e iremos denota-la por

Gp = [{vi, v;)]
Note-se que para chegar a expressao (37)) usdmos apenas a propriedade (1) das Definigdes
e pelo que a expressao matricial se aplica a fungdes de V' x V' para os escalares
que satisfacam apenas o axioma (1) (ditas fungoes bilineares no caso real, e sesquilineares
no caso complexo). As propriedades (2) e (3) das definigdes impdem condigoes adicionais
sobre a matriz Gp.
Quanto a condigao (2), escrevendo g;; para a entrada ¢j da matriz G, temos no caso
real
gij = (i, vj) = (vj,v) =g;; & Gp=Gp
ou seja, a matriz da métrica é simétrica. No caso complexo temos
— —T
gij = (vi,v;) = (vj,v) =G & Gp=0Gp

Diz-se que a matriz Gg é hermiteana. Reciprocamente, se G é uma matriz que satisfaz
estas condigoes é imediato verificar que a fungao

(v, w) = []p Gulwls

satisfaz as condigoes (1) e (2) nas definigdes e

Veremos em breve que as matrizes simétricas ou hermiteanas sao sempre diagonalizaveis
com valores proprios reais. Dai segue facilmente da condicao (3) que os valores préprios
de uma matriz da métrica tém que ser positivos: se Ggv = \v entao

(v,V) =0 Gpv = "v >0 =\A>0

Por outro lado veremos que os vetores proprios correspondentes a valores proprios distintos
de uma tal matriz s@o ortogonais e entao é facil de ver que, reciprocamente, uma matriz
simétrica ou hermiteana com valores préprios positivos determina um produto interno em
R™ ou C” respetivamente.

Exemplo 12.14. Consideremos a restricao do produto interno usual em R? ao subespaco
V ={(x,y,2) ER®: x +y+ 2 =0}. Uma base para V ¢é dada, por exemplo, pelos vetores
vy = (1,-1,0) e vy = (0,1, —1). A matriz da métrica para o produto interno em V com
respeito a base B = (vy,vs) € portanto

Gp = (vi,v1) (v1,09) ] :{ 9 _1]

<U2,111> <U2,02>
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2 1

(vw)y=1[1 2}[_21 _21} [_11}:[1 2][_33}:3
Podemos confirmar este resultado fazendo as contas em R3: Temos
v=1-(1,-1,0)+2(0,1,-1) = (1,1,-2), w=-1-(1,-1,0)+1-(0,1,—-1) = (—1,2,-1)
logo

Dados vetores v,w € V' com [v]p = [ L ] e [w|p = [ -1 ] temos

(v,w)y=1-(-1)+1-2+(-2)-(-1)=—-14+2+2=3.

O ponto do exemplo anterior é o seguinte. Mesmo que estejamos interessados apenas
no produto interno usual em R" (isto é na nogao usual de comprimento e angulo) em
certas situagoes estaremos interessados em considerar apenas vetores que estao em certos
subespagos (imaginemos por exemplo que um avido voa num dado plano) e para fazer
contas nesse plano é mais préatico escolher coordenadas no plano (da mesma forma que
a superficie da Terra utilizamos duas coordenadas para descrever um ponto). No plano
nao hé em geral coordenadas candnicas como em R" e numas coordenadas arbitrarias que
escolhamos, a expressao do produto interno nao sera aquela a que estamos acostumados,
mesmo que o produto interno em questao provenha do produto interno usual em R”.

Observacao 12.15. Note-se que uma base B para um espaco vetorial V' € ortogonal com
respeito a um produto interno sse a matriz da métrica Gg € diagonal (e entdo as entradas
diagonais sao positivas e iguais das normas dos vetores da base ao quadrado) e que B é
ortonormada (isto € um conjunto ortonormado) sse Gg é a matriz identidade.

Suponhamos agora que B, B’ sao duas bases para o espacgo vetorial V' com produto
interno. Como se relacionam as matrizes da métrica com respeito as duas bases?
Sendo S = Sp_,p a matriz de mudanga de coordenadas da base B para a base B’ temos
para qualquer z € V/
[z]p = Slals
substituindo na expressao para a matriz da métrica na base B’ temos (novamente o caso
real obtém-se omitindo os conjugados)

—T —T ——T—T
(v,w) = ]p Gplwlp =Skl Gp(Swlp) =] S GpSwls
onde usamos que AB = AB e (AB)" = BT A”. Tendo em conta a expressio
—T
(v,w) = [v]p Gplw]p
que caracteriza a matriz da métrica com respeito a base B conclui-se que
(38) Gp = ETGB/S ou, no caso real, Gp=STGpS

Estas formulas que traduzem como a expressao para o produto interno muda mediante
uma mudanca de coordenadas sdo inteiramente andlogas a férmula ((19) que relaciona as
expressoes matriciais de uma transformacao linear em relacao a bases distintas (mas sé

. I
coincidem se S~ = 5.
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12.16. Projecao ortogonal de um vetor sobre um vetor nao nulo. Seja V' um espaco

vetorial com produto interno, v € V e u € V' \ {0} um vetor ndo nulo. Define-se a projecdao
ortogonal de v sobre u (com respeito ao produto interno dado) por
. u (u,v) u u

(39) pI‘OJu(U) = <U, U> = U = <_a U>_

[ull*  (u,w) [l ]

As expressoes acima sao todas iguais pela definicao de norma e pela linearidade na primeira
varidvel (no caso complexo note-se que o escalar m ¢ real e portanto igual ao seu conju-

gado).
Quando V = R? ou R? com o produto interno usual, a definicao anterior coincide com a
nocao de projecao ortogonal ja estudada no ensino secundario. De facto o vetor ﬁ ¢ um

versor da dire¢ao determinada por u (isto é, tem a mesma direcao e sentido e comprimento
1). O escalar que multiplica este versor é

u

() =

lull

u

T ||v]| cosa =1 ||v]| cosa = ||v|| cos ax
u

com « o angulo entre u e v, pelo que a expressao [39| é, neste caso, a expressao familiar do
ensino secundario.

Exemplo 12.17. A projecio ortogonal de (1,—1,2) sobre o vetor (0,1,1) com respeito ao
produto interno usual em R3 €

((1,-1,2),(0,1,1))
((0,1,1),(0,1,1))

Note-se que proj, (v) é colinear com u e que a proje¢ao permite escrever um vetor qual-
quer v como a soma de um vetor colinear com w e outro ortogonal a wu:

(07 L, 1) = %(O’ L, 1) = (O’ %’ %)

v = (v — proj,(v)) + proj,(v)
sendo que

(u, u) (u,u)
Na realidade é facil verificar que a fun¢ao P: V — V definida por P(v) = proj,(v) é uma
projeciao (com imagem a reta gerada por u), isto é, que P? = P o mesmo acontecendo
portanto com Id —P que calcula a componente de v ortogonal a u (ver o Exercicio 9 da
Ficha 11).

Da consideracao da componente ortogonal a um vetor u, vém duas desigualdades fun-
damentais.

<u7 v = pl”Oju(’U» = <u> U= = <u> U> - <ua u) =0

Proposicao 12.18. Seja V' um espago vetorial com produto interno (-,-), e u,v € V.
Entao

(i) Desigualdade de Cauchy-Schwarz: |(u,v)| < ||ul|||v]|
(i) Desigualdade triangular: |u+ v|| < ||ul| + ||v||

A igualdade verifica-se na primeira desigualdade se e s se u e v sdo colineares.
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Dem. (i) Podemos assumir sem perda de generalidade que u # 0 (pois nesse caso 0 =
[{(u,v)| = |lul|||v]] e u,v sdo colineares). Nesse caso temos, pela positividade do
produto interno

(u,v) (u,v)

lvll* -

e esta desigualdade ¢é equivalente a

0< HU—prOju(U>H2 = <U— <u’u>u?v_<Tu>u>
- (o= o= o+
|<u,v>!2

[, 0)* < [lufl?[l0]]*

que, tomando raizes quadradas, é a desigualdade de Cauchy-Schwarz. A igualdade
verifica-se apenas quando v — proj, (v) = 0 e nesse caso v é um miltiplo escalar de w.
(ii) Temos

(40) |u+ | = (u+v,u+v) = (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,0)
Uma vez que z +Z = 2Re(z) < 2|z| temos
(u,v) + (v, u) = 2Re((u, v)) < 2[(u, v)| < 2/[ull[[v]

onde na segunda desigualdade aplicAmos a desigualdade de Cauchy-Schwarz. Substi-

tuindo em obtemos
Ju+o))* < [Jull? + 2[Jullllo]l + [Jo* = ([[ull + [v])?

que é equivalente a desigualdade triangular.
O

Observagao 12.19. (i) A desigualdade triangular chama-se assim porque v, w,v + w
formam as arestas de um triangulo em V e a desigualdade diz precisamente que o
comprimento de um dos lados de um triangulo € sempre menor ou iqual a soma do
comprimento dos dois outros lados.

(i1) Quando u,v sao ortogonais, a expressao ¢ o Teorema de Pitdgoras: ||u+ v|* =
[l + o]

Definicao 12.20. Seja V' um espaco vetorial real e v,w € V wvetores nao nulos. Define-se
o angulo entre v e w como o unico o € [0, 7] tal que

(v, w)

cos o =
[ol[{fwll

(Isto faz sentido porque, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz a expressao do lado direito
do sinal de igual pertence ao intervalo [—1,1].)
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e

Exemplo 12.21. O dngulo entre as fungoes x e x* em C([0,1],R) é
(z,x?) [ adda 3 V15

arccos Lol = = arccos = arccos ——
x||||x 1 o9 1 4 11
\/fo$d$f0$d$ 35

A projecao segundo um vetor da-nos uma maneira simples de obter um conjunto ortog-

onal com a mesma expansao linear a partir de um conjunto linearmente independente e,
em particular, de obter uma base ortogonal a partir de uma base.

Proposicao 12.22 (Método de ortogonalizacao de Gram-Schmidt). Seja V' um
espago vetorial com produto interno e {vy,..., v} CV um conjunto linearmente indepen-
dente. Entao os vetores definidos indutivamente pelas formulas

wy = U1
Wy = Uy — Proj,, (v2)
w3 = U3 — Proj,, (v3) — PrOj,, (v3)
formam um conjunto ortogonal {w1, ..., wi} tal que, para cadai=1,... k, temos

L{{or, ..ov) = L{wn, .. wi})
Antes de vermos a demonstracao vamos fazer algumas observagoes.

Definigao 12.23. Seja V' um espago vetorial com um produto interno e S C V um sub-
conjunto. Define-se

St ={veV: (v,x) =0 para todo o x € S}

E imediato verificar que S+ é um subespaco vetorial de V: claramente 0 € S+ e se
v, v € St e ar,an € R temos (aqv; + vy, ) = a1 (vi, ) + vy, ¥) = 0 para todo o
x € S, pelo que avy + vy € S

Proposigao 12.24. S+ = L(S)+

Dem. Uma vez que S C L(S), é evidente que L(S)+ C St (se um vetor é ortogonal a
todos os elementos de L(S), certamente é também ortogonal a todos os vetores de S).
Reciprocamente, se v € L(S), existem vetores vy,...,v, em S e escalares oy, ..., ay tais
que v = a1v; + ... + azvi. Dado w € S+, temos

(w,v) = (w,0qv1 + ... + o) = a(w,v1) + ... + ag{w, v) =0
Logo w € L(S)*. Isso mostra que S+ C L(S)* e conclui a demonstragao. O
Exemplo 12.25. (i) Se A € M,,«xn(R) entio N(A) = EL(A)* C R" (onde o produto
interno considerado € o usual). De facto, pela definicao do produto de matrizes,
x € R™ estd no nicleo de A sse € ortogonal as linhas de A para o produto interno

usual em R™, e pela Proposicao anterior isto € o mesmo que ser ortogonal ao espago
das linhas.
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(ii) Se B é uma base de V (ou mais geralmente um conjunto de geradores) entio B+ =
{0}. De facto, B+ = L(B)* = V. Mas a positividade do produto interno diz-nos
que o tnico vetor que € perpendicular a si préprio é o vetor 0. Logo V+ = {0}.

Dem. da Proposigao [12.23 Vamos usar indugao em 7 para ver que {wy,...,w;} é um con-
junto ortogonal e L({vy,...,v;}) = L({w,...,w;}). A base da indugao é o caso i = 1, que
¢ 6bvio porque um conjunto com um unico vetor nao nulo ¢ um conjunto ortogonal e, por
definicao, wy = v;.

Seja ¢ > 1 e assumamos por inducao que o resultado é valido para ¢« — 1. Vejamos
primeiro que L({vy,...,v;}) = L({ws,...,w;}). Temos que verificar duas inclusoes

e Por hipdtese de indugao vy, ...,v;1 € L({wy,...,w;—1}) C L({wy,...,w;}). Uma
vez que proj,(v) é um multiplo de u, a seguinte reformulagao da definigdo de w;
Ui = wi + proj’wl (Ul) + et + priji_l(UZ'>

mostra que v; € L({wy,...,w;}). Conclui-se que L({vy,...,v;}) C L({wy,...,w;})
e Novamente, por hipétese de indugao, temos L({wy,...,w;—1}) C L({v1,...,v;}).
Na expressao para w;

os termos precedidos por um sinal menos formam uma combinacao linear de wy, ..., w; 1
e portanto, por hipétese de indugao, de vy, ..., v;_1. Conclui-se que w; € L({vy,...,v;})
e portanto que L({wy,...,w;}) C L({v1,...,v:}).
Para ver que {wy,...,w;} é um conjunto ortogonal basta-nos ver que (w;,w;) = 0 para
J < i pois a hipétese de indugao diz-nos que (w;,w;) = 0 para j # [ quando j,1 < i. Ora
(wj,w;) = (wj,v; — proj,, (v;) — ... = proj,, ,(v;))
. (w1, v;) (w1, v;)
- <wJ7 U1> <w]7 <'LU1, U)1>w1> s <w]7 <wi717 wi71> l*1>
(wy, vy) (wi—1,v;)
= (w;,v;) — ———(wj,wy) — ... — ———————(w;, w;_
< J z> <w1,w1>< J 1> <wi_1,wi_1>< Jr» % 1)
Do lado direito do sinal de igual, novamente pela hipdtese de indugao que {wy, ..., w;_1} é
ortogonal, o tnico termo (w;, wi) que é nao nulo é o termo correspondente a k = j portanto
Wi, v;
(wj,wz-) == <IUj,UZ‘> —0—...—- %(wﬁwﬁ —...—0= <’lUj,’Ui> - (wj,vi> =0
o que conclui a demonstragao. U

Exemplo 12.26. Vamos achar uma base ortonormada para o subespaco
V={(z,y,z,w) ER*: v +y+w =0} CR*
Uma base para este subespago é por exemplo

{(1,0,0,-1),(0,1,0,—-1),(0,0,1,0)}
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Vamos aplicar o processo de ortogonalizagao de Gram-Schmidt dividindo os vetores resul-
tantes pelas suas normas para obter uma base ortonormada.
O primeiro vetor da base ortonormada serd

Obtemos um vetor ortogonal através da expressao
wz = (0,1,0,—1) = (wy, (0,1,0, =1))wy = (0,1,0, -1) = 55(75,0,0,~5) = (~3,1,0,—3)
Na expressao anterior nao foi necessario dividir por (wy,wy) porque ||wi|| = 1. Dividindo
pela norma obtemos o sequndo vetor da base ortonormada

i = (410,23 = /A4 102D

O vetor vs = (0,0,1,0) ja € ortogonal a wy e Wy € tem norma 1, pelo que podemos tomar
para base ortonormada de V o conjunto

{(5:0.0. =), (=5 /3.0, (0.0, 1,0)}

As bases ortogonais sao extremamente tteis porque tornam os calculos muito mais faceis.
Comecamos por observar que um conjunto ortogonal sem vetores nulos é necessariamente
linearmente independente

Proposicao 12.27. Seja V' um espago vetorial com produto interno e S C V' \ {0} um
conjunto ortogonal de vetores nao nulos. Entdao S € linearmente independente.

Dem. Sejam vy, ..., v, elementos de S e suponhamos que
(41) o] + ...+ agu, =0

Queremos ver que os coeficientes «; sao todos nulos. Como S é ortogonal temos (v;, v;) =0
para i # j. Fazendo o produto interno da equagao com v; obtemos

(v, vy + ...+ agpog) = (v;,0) =0
Do lado esquerdo temos

ay (v, v1) 4+ (v v) o ap(v ) = an 04 ]|l P L a0

Portanto agl|vs||* = 0. Como v; # 0, conclui-se que a; = 0. O

O resultado seguinte, embora muito simples, é uma das principais razoes para a utilizacao
de bases ortogonais ou ortonormais. Juntamente com as nocoes de valor e vetor proprio
serd um dos resultados de Algebra Linear que mais vezes sera utilizado em cadeiras de
engenharia. Diz essencialmente que ¢ muito facil calcular as coordenadas de um vetor
numa base ortogonal. Nao é necessario resolver um sistema linear, basta fazer uma conta
muito simples.
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Proposicao 12.28. Seja B = (vq,...,v,) uma base ortogonal para o espago com produto

interno V. Entao dado v € V' as coordenadas de v na base B sao dadas pela expressao
(v1,v)
(v1,01)

[v]p = :

(vn,v)
(vn,vn)

Dem. Sendo v € V, temos a mostrar que

U1,V Un, U VU1,V Un, U
—le—l—...—k( >vn®v—uv1—...—< >vn:0
<vly U1> <Una U’n) <vla Ul) <Una UTL)

De acordo com o Exemplo [12.25((ii) basta ver que o vetor do lado esquerdo da segunda
igualdade é ortogonal aos elementos da base B. Ora

U — for,0) —Mv v, V) — {or, v) Vi V1) — ... — ) Vi, U
(Vi (v1,v1) L (U, Up) 2 {vi, v) <U1,1)1>< o U) = <vn,vn>< is Un)
N G5 _
= (v;,v) —0—... <%Uz>< iy U ) 0
= (v, v) — (v, v) =0
[l

Exemplo 12.29. Numa base ortonormada as contas da Proposicao anterior sao ainda
mais simples porque os denominadores das expressoes para as coordenadas sao 1. Con-
siderando a base ortonormada

B= ((%,0,0, —5): (= 75:1/3, 0. —7). (0,0, 1,0)))

do Exemplo e o vetor (1,1,3,—2) € V temos

<<\/L§70707_\/L§)7<171737_2)> \/ii
[(1’1’3’_2)]B = <(_\/L67\/g70a_%6)7(171a37_2)> = \/Lé+ %
((0,0,1,0), (1,1,3, —2)) 3

Uma base ortogonal para um subespaco pode ser usada para definir a projecao ortogonal
nesse subespago.

Definicao 12.30. Seja V' um espaco vetorial com produto interno e U C V' um subespago
finitamente gerado. A projecao ortogonal de V' em U € a transformacao linear Py: 'V — V
definida pela formula

(42) Py(v) = proj,, (v) + ... + proj,, (v)

onde {uy,...,ur} € uma base ortogonal de U.

Py é uma transformagao linear pois é uma soma de transformacoes lineares. Nao é no
entanto imediatamente ébvio que a férmula (42) seja independente da escolha da base
ortogonal para o subespago U. Isso é uma consequéncia do seguinte resultado.
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Proposicao 12.31. Seja V' um espagco com produto interno e U um subespaco vetorial
finitamente gerado. A transformac¢ao linear Py:V — V definida pela expressio (42))
verifica

(1) P2 = Py (ou seja, Py € uma projegdo).

(2) Py(V)=U e N(Py) = U*.
Portanto V. =U @ U™ (isto éV =U + U+ e UNU* = {0}) sendo a decomposi¢io tinica
de um vetor de V' em vetores de U e U+ dada pela expressao

cU cU+
—~ N ———
v=Py(v)+(v— FPy(v))
Dem. Exercicio. O

A Proposicao anterior mostra que Py é independente da escolha da base ortogonal para
U que aparece na férmula uma vez que uma projecao ¢ completamente determinada
pela sua imagem e o seu nicleo. De facto, vimos na aula prética (exercicio 9 da Ficha 11)
que uma transformacao linear é uma projecao sse é diagonalizavel e tem a sua imagem
como espaco proprio de 1.

Uma aplicacao interessante da Proposigao anterior é o calculo da distancia de um ponto
x de um espaco vetorial com produto interno V' a um subespaco U de V. A distancia é
por definicao

d(z,U) =inf{||lx — ul|: we U}
sendo que o infimo existe porque o conjunto das distancias ¢é limitado inferiormente (por
0). Dado um ponto qualquer u € U podemos escrever o vetor  — u como

x—u=(r— Py(zx))+ (Py(x) —u)
uma vez que x — Py(x) € Ut e Py(x) —u € U, pelo Teorema de Pitagoras, temos
lz = ul* = ||z = Pu(2)|* + |Pu (@) = ul* > [lz = Pu(2)|* & ||z — ull > [l — Pu(z)|

Uma vez que Py(z) € U, isso mostra que d(z,U) = ||z — Py(z)]| e, portanto, que Py (z) é
o ponto de U mais préximo de z.

Este mesmo argumento pode facilmente ser adaptado para calcular distancias de pontos a
planos v+ U que nao passam pela origem ou a distancia entre planos que nao se intersetem.
A distancia entre dois conjuntos S,T C V é definida pela expressao

d(S,T) = inf{||z —y||: z € S,y € T}.

Exemplo 12.32. Vamos achar a distancia (para o produto interno usual) do ponto (1,2, —1)
ao plano H = {(z,y,2) € R3: z +y + 22 = 2}.
A diregao ortogonal ao plano € (1,1,2). A reta ortogonal ao plano que passa por (1,2, —1)
tem equacgao paramétrica
(1,2,-1)+¢t(1,1,2) = (1 + ¢t,2+t,—1 + 2t)
e interseta H quando

_ _ _ 1
A+ + Q2+t +2(-1+2)=26t=1ct=1
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O ponto v = (%, %, —%) de intersecao desta reta com H é o ponto de H mais prozimo
de (1,2,—1). De facto se w € H for outro ponto, temos como antes, pelo Teorema de
Pitagoras, que

lw — (1,2, =D[* = [lw =[] + v = (1,2, =1)|* > [Jo = (1,2, =)
uma vez que v — (1,2, —1) (que tem a direcao de (1,1,2)) e w — v (que pertence ao plano

paralelo a H que passa pela origem) sao perpendiculares.
Conclui-se que a distancia de (1,2,—1) a H ¢ %(1, 1,2)

I= .
12.33. O método dos minimos quadrados. ﬁ Seja A uma matriz m x n. Mesmo que o
sistema linear Ax = b seja impossivel, podemos tentar encontrar o valor de x que esta mais
proximo de constituir uma solu¢ao no sentido em que a distancia de Ax a b é minimizada.

O conjunto {Az: x € R"} é um subespaco de R™, nomeadamente o espago das colunas
de A, EC(A). Como vimos acima, Ax estard o mais préximo possivel de um ponto b € R™
quando

Ar —be EC(A)*
mas, uma vez que FC(A) = EL(AT), pelo Exemplo [12.25(i) temos
EC(A)* = EL(AT): = N(AT)

Assim, Ax sera o ponto mais préximo de b quando se verifica a equagao dos minimos
quadrados para x

(43) AT(Az —b) =0 AT Az = AT

Note-se que a solugdo pode nao ser tnica (se N(A) # 0) mas o sistema acima tem sempre
solugao, que minimiza a distancia a b, uma vez que o sistema traduz exatamente a condigao
de Az ser o ponto de EC(A) mais préximo de b, e este ponto existe sempre).

Este método é extremamente 1til na pratica. Frequentemente temos dados experimentais
que queremos ajustar a uma lei conhecida, que depende de parametros. Os inevitaveis erros
experimentais terao como consequéncia que nenhuma escolha dos parametros se adequara
as medigoes, mas este método permite achar quais os valores dos parametros que melhor
se adequam as medicoes efetuadas.

Exemplo 12.34. Vamos determinar a reta y = ax +b que melhor aprorima os trés pontos
(nao colineares) (0,—2),(1,3),(4,5) € R%  Se existisse uma reta que passasse pelos trés
pontos, os coeficientes a,b seriam solucoes do sistema

a-0+b=-2 0 1 -9
a-1+b=3 < |11 {Z}: 3
a-4+b=5 41 5

Este sistema nao tem solugao mas o método dos minimos quadrados dd-nos os coeficientes
a,b tais que a soma

(a-0+b—(-2)°+(a-14+b—3)>+ (a-4+b—5)

8Esta discussio é adaptada do tratamento deste método em [D].
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¢ minima (€ isto que dd o nome ao método). Temos que achar a solug¢ao do sistema

S L] e e[ -]

MR EY

pelo que a reta que melhor aprozima os pontos dados (no sentido dos minimos quadrados)
é

que €

Observagao 12.35. Pouco apds a sua descoberta, em 1801, Ceres ficou tapado pelo Sol.
Foi para prever (com sucesso) o sitio onde Ceres iria aparecer depois de passar por detrds
do Sol, com base nas poucas observagoes que se tinham conseguido anteriormente, que
Gauss inventou o método dos minimos quadrados.

12.36. Transformacoes unitarias e (anti)-hermitianas. Para terminar vamos falar
um pouco das transformacoes lineares de um espaco vetorial munido de um produto interno
nele préprio. Comecamos por aquelas que preservam o produto interno e portanto angulos
e distancias.

Definigao 12.37. Seja V' um espago vetorial com produto interno (-,-). Uma trans-
formacgao linear T:V — V tal que

(T(v), T(w)) = (v,w) para todos os v,w €V

diz-se ortogonal quando V' é um espaco vetorial real e unitaria quando V é um espaco
vetorial complezo.

Exemplo 12.38. Consideremos R™ com o seu produto interno usual e T: R" — R" a
transformacgao linear definida por T(x) = Ax com A uma matriz n X n (onde, como
habitualmente, estamos a identificar R™ com as matrizes coluna n x 1). O produto interno
de dois vetores © e y de R™ pode escrever-se matricialmente na forma x™y. Portanto T é
ortogonal se e so se

(44) (Az)(Ay) = 2Ty © 2T AT Ay = 2Ty para todos os x,y € R"
Isto acontece se e so se
(45) ATA =1,

De facto, € claro que se A satisfaz a condi¢ao entao satisfaz (44]). Reciprocamente se
(44) ¢ satisfeita entdo tomando para x €y o i-ésimo e j-ésimo vetores da base canénica de
R” respetivamente, a expressao a7 AT Ay calcula a entrada ij da matriz AT A que € portanto
1 quando 1 = 5 e 0 caso contrario, ou seja, a matriz identidade.

As matrizes de M, (R) que satisfazem (45|) chamam-se matrizes ortogonais. Note-se
que esta equacdo é também equivalente a dizer que A é invertivel com inversa AT,
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Uma vez que as linhas da matriz AT sdo as colunas de A, a condigdo diz que uma
matriz é ortogonal sse as suas colunas formam uma base ortonormada para R".
Assim, quando multiplicamos a matriz A por um vetor x € R™, obtemos um vetor que tem
as mesmas coordenadas que x mas numa base ortonormada diferente da candnica. Isto
corresponde a uma rotacao e/ou reflexao do espaco. Ver o Exemplo abaixo.

Consideremos agora o caso inteiramente andlogo em que V. = C" com o produto in-
terno usual, e Te = Ax com x € C". Temos agora que o produto interno ¢ definido
matricialmente pela expressao (x,y) =TTy e entio T € unitdria se

=T _ —T
TA Ay=7yes A A=1,
As matrizes que satisfazem esta condicao dizem-se unitarias. Novamente uma matriz

s gz s . ’ . 4 —T
¢ unitdria sse € invertivel e a sua inversa € A", sse as suas colunas formam uma base
ortonormada para C".

E conveniente simplificar a notacao para a matriz transposta conjugada.

Defini¢ao 12.39. Seja A € M,,x,(C). A matriz transposta conjugada A" ¢ denotada por
A*, e € por vezes chamada a matriz transconjugada de A. Temos portanto A* € M,y (C)
com entrada ij dada por Gj;.

Proposicao 12.40. Seja V' um espaco vetorial complero com produto interno (-,-) e
T:V — V uma transformac¢ao unitdria. Entdo

(1) Os wvalores proprios de T sao complexos com mddulo 1.
(2) Vetores proprios de T correspondentes a valores proprios distintos sao ortogonais.

Dem. Seja v um vetor préprio de T'. Sendo T'(v) = Av temos

IT@)I[* = (T (v),T(v)) = (A, W) = A\(v,v) = [A]*[Jv]?
I

Por outro lado, como T' é unitéria temos (T'(v), T (v)) = (v,v) = |jv 1> =

IA||v||?, e como v # 0, isto significa que |A| = 1.
Suponhamos agora que T'(v) = Av e T(w) = pw com \, u distintos. Entao

(v,w) = (Tv, Tw) = v, pw) = Apu(v, w)

Portanto [|v

ou seja B B

(1=A)(v,w) =0 Ap=1 ou (v,w) =0
Como A é um complexo com médulo 1, A = % logo a primeira condigao na disjungao acima
é equivalente a p = \. Conclui-se que (v, w) = 0, isto é, que v e w s@o ortogonais. Il

Observacao 12.41. Se encararmos uma matriz n X n real A como uma matriz compleza,
dizer que A € ortogonal ou unitdria é equivalente (uma vez que A = A). Vemos portanto
que os valores proprios de uma matriz ortogonal sao complexos unitdarios e que o0s seus
vetores proprios sao ortogonais em C".

Exemplo 12.42. A matriz

cCoOsa —senow
sen « COs ¢
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é ortogonal, como se verifica imediatamente. Geometricamente corresponde a rotagao de
um dngulo o no sentido anti-hordrio (desenhe o efeito da matriz nos vetores da base
candnica).

Note-se que os valores proprios (complexos) desta matriz sao as solugoes de

(cosa — A)* +sena = 0 < \ = cosa i sen

Os vetores préprios (também necessariamente complexos) sao as solugoes de

cos a — (cos v i sen v) —sen | _ gl @]y +i
sen « cosa — (cos o i sen o) b | b | 1

e sdo ortogonais para o produto interno usual em C2.

Definicao 12.43. Sejam V,W espacos vetoriais reais ou compleros de dimensao finita
com produto interno e T: V. — W wuma transformagcao linear. A transformacao adjunta
de T € a unica transformacao linear T*: W — V' tal que

(46) (Tv,w) = (v, T*w)  para todos os v € V,w € W.

Temos que verificar que esta definicao faz sentido. Comecamos por notar que, dado
w € W, hd um tnico vetor T*w que satisfaz a relacao (Tv,w) = (v, T*w) para todo o
v € V. De facto sendo B = (vy, ..., v,) uma base ortonormada para V', o escalar (v;, T*w),
que é a componente i de [T*w]pg, tem de ser necessariamente igual a (T'v;, w). Portanto

T w = (Tvy,w)vy + ... + (Tv,, whv,

Por outro lado, é um exercicio simples verificar que se definirmos 7w pela férmula anterior,
T* é uma transformacao linear que satisfaz a igualdade na definicao de transformacao
adjunta.

No caso em que V = C", W = C™, e Tv = Av é determinada por uma matriz A €

M5 (C), a equagao traduz-se em
(Av)Tw = o7 (T*w) para todo o v,w € C" & o' A*w =" (T*w)

pelo que a transformacao adjunta T™ é a transformacao linear de C™ para C" determi-
nada pela matriz transposta conjugada A*. No caso real, a transformacao adjunta é a
transformacao determinada pela matriz transposta.

Observacgao 12.44. Em termos da identificagdo do dual de um espaco vetorial com um
produto interno com o proprio espaco vetorial, explicada nos exercicios da Ficha 12, a
transformacao adjunta de T corresponde a transformacgao induzida por T entre os espacos
duazis.

Definicao 12.45. Seja V' um espaco vetorial de dimensdo finita com produto interno.
Uma transformagao linear T:V — V' diz-se auto-adjunta se T" = T* e anti-adjunta se
T=-T"

Segue imediatamente da discussao anterior que uma matriz A € M, (R) determina uma
transformacao auto-adjunta de R™ sse é simétrica e anti-adjunta sse é anti-simétrica, isto
é se AT + A = 0. Analogamente, uma matriz A € M,,,,(C) determina uma transformagao
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auto-adjunta sse A é hermitiana e uma transformacao anti-adjunta sse é anti-hermitiana,
isto é se A*+ A=0.

Proposicao 12.46. Os walores proprios de uma transformacao linear auto-adjunta sao
reais, e os de uma transformacao linear anti-adjunta sao imagindrios puros. Em qualquer
dos casos, vetores proprios de valores proprios distintos sao ortogonais.

Dem. Suponhamos que T' é auto-adjunta e v é um vetor préprio de T entao

AMu,v) = Qw,v) = (Tw,v) = (v, Tv) = (v, W) = Mv,v)
Como v # 0 temos que A = X pelo que X é real. No caso anti-adjunto obterfamos a
igualdade A + A = 0 que diz que A ¢é imaginéario puro.
Sejam A e u valores préprios distintos de T' auto-adjunta com vetores préprios v, w.
Entao

Mo, w) = (Tv,w) = (v, Tw) = p{v,w)

onde na primeira igualdade usdmos o facto de A ser real e portanto igual ao seu conjugado.
A igualdade anterior traduz-se em (A — p){v,w) = 0. Uma vez que X # pu, conclui-se que
v e w sao ortogonais.

No caso anti-adjunto obtemos andlogamente (X + u){v,w) = 0. Como A e y sdo ima-
ginarios puros A + = —\ + u pelo que novamente vemos que v, w sao ortogonais. O

Teorema 12.47 (Teorema espetral). (i) Seja V um espago vetorial complexo de di-
mensao finita com produto interno e T:V — V uma transformacao linear unitdria,
auto-adjunta ou anti-adjunta. Entao T € diagonalizavel por uma base ortogonal de
V.

(ii) Seja V' um espago vetorial real de dimensdo finita com produto interno e T:V —
V' uma transformacao linear auto-adjunta. Entao T é diagonalizdvel por uma base
ortogonal de V.

Dem. As demonstracoes sao todas analogas pelo que vamos apenas ilustrar o caso de uma
transformacao auto-adjunta deixando os outros como exercicio.

A demonstracao é por indugao na dimensao do espaco V', sendo que o caso de dimensao
1 é trivial. Supondo que a dimensao de V' é maior do que 1, seja v um vetor préprio de
T e consideremos o subespaco W = v+ C V. Entdo Tiw € também auto-adjunta para a
restricao do produto interno de T a W. De facto, a igualdade

Mo, w) = (Tv,w) = (v, T"w)

mostra que, se w € v entdo T*w € vt. E entao imediato que (Tyw)* = T‘*{/V e portanto

Tiw € auto-adjunta. Por hipétese de inducao, existe uma base ortogonal de W formada
por valores préprios de Tjy que juntamente com v forma a base ortogonal desejada para
V.

Se V' é um espago vetorial real, com respeito a uma base ortonormada B para V', o
produto interno em V é calculado da mesma forma que o produto interno usual em R”.
Uma transformacao auto-adjunta 7' é representada na base B por uma matriz simétrica
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A = Arpp. A transformagao linear T:Cr — C» representada por A é portanto auto-
adjunta (com respeito ao produto interno usual em C"). Como tal é diagonalizavel (sobre
C) por uma base ortogonal. No entanto, como os valores préprios de T sdo reais, e a matriz
A é real, os vetores préprios de T sdo também reais. Os vetores de V' correspondentes aos
vetores proprios de T sdo a base ortogonal desejada para V. Il

Sumarizamos agora a informacao sobre matrizes quadradas que resulta do Teorema
anterior, aplicando-o a transformacao linear definida por Tx = Ax com A uma matriz
n X n real ou complexa. Em cada caso a matriz A pode ser escrita na forma

A=SDS™!

com S uma matriz, unitaria quando A é diagonalizavel sobre C, e ortogonal quando A
é diagonalizavel sobre R, (cujas colunas formam uma base ortonormada para C" ou R"
consoante o caso, constituida por vetores préprios de A), e D uma matriz diagonal cujas
entradas sao os valores proprios de A.

] Tipo de matriz \ Definigao \ Diagonalizavel \ Valores proprios \

ortogonal AAT =1, sobre C ANeC, N =1
simétrica A=AT sobre R reais
anti-simétrica | A+ AT =0 sobre C imaginarios puros

Matrizes n X n reais especiais.

| Tipo de matriz | Defini¢do | Valores préprios |
unitédria AA* =1, ANeC N\ =1
hermitiana A= A" reais
anti-hermitiana | A + A* = 0 | imaginarios puros

Matrizes n X n complexas especiais.

Observacao 12.48. Embora nao haja nenhum critério util para ver se uma matriz € diago-
nalizdvel, hd um critério muito simples para ver se uma matriz complexa A € diagonalizdvel
por uma base ortonormada. Isto acontece sse AA* = A*A. Ver os exercicios da Ficha 13
para uma demonstracao.

12.49. Formas quadraticas. Como aplicacao do resultado anterior vamos aproveitar para
classificar a menos de mudanga de variavel linear os polindmios homogéneos de grau 2 de
varias variaveis. Podemos pensar nestes como as fungoes de varias variaveis mais simples
a seguir as fungoes lineares.

Definicao 12.50. Uma forma quadratica em R™ € uma funcao f: R" — R da forma
(47) f(z) =2" Ax
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com A € M,x,(R) (onde identificamos como habitualmente uma matriz 1 x 1 com um
escalar).

Por exemplo

(48) flay)=]x y]ﬁ iHﬂ:2x2+6xy+4y2

¢ uma forma quadratica em R?. Note-se que a forma quadratica depende apenas da parte
simétrica A+TAT da matriz A. De facto uma vez que a transposicao de matrizes 1 X 1 nao
tem qualquer efeito temos 27 Az = (27 Az)T = 27 ATx. Substituindo a matriz A em
por A+2AT obtemos portanto a mesma expressao. Por outro lado, uma vez que a soma das
entradas ij e ji da matriz A é o coeficiente de z;x; na expressao matrizes simétricas
distintas dao azo a formas quadraticas distintas. Ha assim uma correspondéncia biunivoca
entre formas quadraticas e matrizes quadradas reais simétricas.

Tendo em conta o Teorema espetral, dada uma matriz simétrica A, existe uma matriz

ortogonal S e uma matriz diagonal (real) D tal que

A=S8DS™!

E dado que S é ortogonal, S~! = ST. Usando coordenadas 3 na base ortonormada formada
pelas colunas de S a expressao para a forma quadratica simplifica-se muito. Temos z = Sy
e entao

(49)  f(z) = 2" Az = (y"ST)A(Sy) = (y"'ST)SDS"(Sy) = y" Dy = Myi + ... + \y2

onde Aq,...,\, sao as entradas diagonais de D, ou seja, os valores proprios de A. Nas
aplicagoes (por exemplo para a determinagao de extremos de funcoes de vdrias varidveis
como verao em Célculo 2) é importante determinar o “sinal” de uma forma quadrética no
seguinte sentido.

Definicao 12.51. Uma forma quadrdtica f: R™ — R diz-se

(1) definida positiva se f(z) > 0 para x # 0.
(11) semi-definida positiva se f(z) > 0 para todo o x € R™.
(111) definida negativa se f(x) < 0 para x # 0.
(iv) semi-definida negativa se f(x) < 0 para todo o x € R".
(v) indefinida se f(x) assume valores positivos e negativos.

Da discussao anterior obtemos imediatamente o seguinte resultado.

Proposigao 12.52. Uma forma quadrdtica f(x) = 27 Ax com A € My, (R) simétrica é

(1) definida positiva sse todos os valores proprios de A sdo positivos.
(i1) semidefinida positiva sse todos os valores proprios de A sdo maiores ou iguais a zero.
(111) definida negativa sse todos os valores préprios de A sao negativos.
(iv) semidefinida negativa sse todos os valores proprios de A sGo menores ou iguais a zero.
(v) indefinida sse A tem wvalores préprios de sinal contrdrio.
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Exemplo 12.53. A forma quadrdtica (48) ¢ indefinida uma vez que a matriz simétrica
que a representa
2 3
3]

tem determinante negativo e portanto valores proprios de sinais contrdrios.

Observagao 12.54. A expressao (49)) mostra também que toda a matriz simétrica com
valores proprios positivos € a matriz da métrica de um produto interno, pois a positividade
do produto interno corresponde precisamente ao facto da forma quadrdtica determinada
pela matriz ser definida positiva.

APPENDIX A. MAIS SOBRE A FORMA CANONICA DE JORDAN

O procedimento descrito acima para achar a forma canénica de Jordan funciona bastante
bem para matrizes pequenas mas, em geral, pode ser dificil encontrar os vectores proprios
vy para os quais se consegue resolver as equagoes (35)) recursivamente. O seguinte exemplo
ilustra as dificuldades no caso mais simples.

Exemplo A.1. Seja A uma matriz com forma candnica de Jordan

110
(50) J=1010
00 1

O espago proprio de 1 tem dimensao 2. Seja {v1,v}} uma base para o espago proprio de 1.
Tem que se ter cutdado na escolha do vector proprio v de 1 que se poe na primeira coluna
da matriz S. De facto, sé serd possivel resolver a equagdao (35))

(A—TDvy =
para achar a sequnda coluna se v estiver no espag¢o das colunas da matriz (A — 1), que

tem dimensao 1. E portanto necessario achar uma combinagao linear v = av, + pv| que
pertenca ao espaco das colunas de A — I. A terceira coluna poderd ser qualquer vector
proprio de 1 que juntamente com v forme uma base para o espagco proprio.

Vejamos um exemplo concreto. Considere-se a matriz

0 -1 2
A= -1 0 2
-1 -1 3

O polinomio caracteristico é
det(A— M) =N +3\2 -3\ +1=—-(\—1)°

logo o unico valor proprio € 1, com multiplicidade algébrica 3. Os vectores proprios de 1
sao as solucoes de

-1 -1 2 a

-1 -1 2 b | =0&2c=a+b

-1 -1 2
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O espago proprio de 1 € portanto o conjunto dos vectores

a 1 0
b —a| 0| +b]|1
Ha+0) 5 3

e 1 tem multiplicidade geométrica 2. Hd portanto dois blocos de Jordan e a forma candnica
de Jordan de A € necessariamente ((50)).
Nao € no entanto possivel resolver a equagdo (35))

(A—])UQ = U1

quando vy € um dos vectores (1, 0, %) ou (0, 1, %) da base "natural” do espaco proprio de 1.
Como observamos acima, para que a equacao tenha solugcao € necessdrio que vy perten¢a ao
espago das colunas de A — I, que € o espago gerado por (1,1,1). A soma dos dois vectores
da "base natural” € exactamente (1,1,1). Resolvendo a equagdio

-1 -1 2 a 1
-1 -1 2 b|l=|1]|=0&2c=a+b+1
-1 -1 2 c 1
obtemos as solucoes
a 0 1 0
b =10 4+a|0]|+b|1
1, a b 1 1 1
3 T2 2 P 2
Podemos tomar por exemplo vy = (0,0, %) Para terceira coluna de S podemos tomar

qualquer vector prdprio de 1 que juntamente com (1,1,1) forme uma base do espago préprio,
por exemplo, (1, 0, %) Obtemos assim a matriz de mudanga de base

101
S=|10 0
L3

O exemplo anterior é bastante simples e foi resolvido facilmente mas a situacao complica-
se a medida que o numero e tamanho dos blocos relativos ao mesmo valor préoprio aumenta.
Por exemplo, se a multiplicidade algébrica de A é 4 e a multiplicidade geométrica ¢é 2,
nao sabemos a partida qual é a dimensao dos dois blocos de Jordan associados a A. As
possibilidades sao 1 e 3 ou 2 e 2. No primeiro caso teremos novamente que ter cuidado
na selegdo do vector préprio com o qual iniciar a resolugao recursiva das equagoes ([35))
(terd de estar na imagem de (A — AI)?). No final deste apéndice descreve-se um algoritmo
geral (nada pratico em termos de contas) para achar a forma canénica J juntamente com
a matriz S (ver a secgao [A.5)).

A.2. Demonstragao do Teorema [11.11] Seja A uma matriz n X n complexa. Se A € C
é um valor proprio de A o conjunto

V(\) ={veC": (A—X)Fv =0 para algum k > 1}
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chama-se o espaco proprio generalizado de A associado ao vector préprio . E facil ver
que V() é um subespago vectorial de C".
Para cada 7 > 0 seja

V(N G)={vel™: (A-\)v=0}
Temos entao uma sucessao de subespacos
0=V\0)cVNL) CcV(N2)C---CV(NK)C---C V(N
Por definigao, V(A, 1) é o espago préprio de A e V(A) é a unido de todos os V (A, 7). Uma
vez que V() tem dimensao finita, existe n(A) > 1 tal que
VAR =1) S V(AnA) =V(A)
Note-se também que, uma vez que a matriz A comuta com a matriz (A — AI), os espagos

V' (), j) sdo invariantes, isto é, AV(X,7) C V(A 7).

Definicao A.3. Seja A uma matriz n x n complexa e X € C um valor proprio de A. O
indice de um vector prdprio generalizado v € V() € o menor i > 0 tal que v € V() 1).

Por exemplo o vector 0 tem indice 0 e um vector préprio tem indice 1.

Lema A.4. Sev € V(\) tem indice i entao dado 0 < j <1, o vector (A— \I)? tem indice
i1 — 7. Além disso o conjunto

(A= XD, .. (A= M)v,v
¢ linearmente independente (isto €, é uma cadeia de Jordan).

Dem. Uma vez que (A—\I)"7 ((A — A )?v) = 0, o vector (A— I ) v pertence a V/(\,i—j).
Se estivesse contido em V(\,m) com m < i — j entao (A — A\)’*™y = (0 e portanto
v € V(X\,m+ j) contradizendo o facto de v ter indice i.

Suponhamos que o; € C sao tais que

i (A=A + ...+ (A= X)v+agw =0
Aplicando (A — MI)"! & combinacao linear anterior obtemos
0+...+0+ag(A= A"t =0

logo ap = 0. Aplicando (A — A\I)*"% & combinagao linear obtemos agora a; = 0, e contin-
uando da mesma maneira vemos que todos os a; sao 0. U

O plano da demonstragao do Teorema [11.11| é o seguinte. Iremos demonstrar que

(1) A afirmagao do Teorema é verdadeira quando C" = V/(\) para algum .

(2) Dados valores proprios distintos Ay, ..., Ay tem-se V(A1) N (@5_,V (M) = {0} logo
a afirmacéo do Teorema ¢ vélida quando C" = @yer4)V (A) onde o(A) denota o
conjunto dos valores préprios de A.

(3) C" = Dreoa)V(N)
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Dem. do Teorema [I1.11. (1) O nosso objectivo é escrever uma base para C" = V()

formada por cadeias de Jordan . Seja [ = n(\). Comecamos por escolher uma
base v 1, ..., para um espaco U(l) complementar a V(A,l — 1) em V(A1) =
V(A).

Qualquer combinacao linear nao nula dos vectores v, tem indice [ e portanto o
argumento usado na demonstragao do Lema mostra que o conjunto

(51) Uity ULk, (A - )\I)Ul’l, ceey (A - )\])’Uhkl, ceey (A — )\I)Z_lvl’l, ey (A — )\])l_l’l}hkl

é linearmente independente e portanto forma uma base para o subespaco
W) =U0)+(A=ADUD) + ...+ (A= AD"U1) c V(N

Este espago é invariante para (A — AI) e portanto para A. Na base a trans-
formacao linear A é representada por uma matriz diagonal por blocos sendo todos
os blocos, blocos de Jordan de dimensao [. O nimero de blocos é k;. Os vectores
U;,m Sa0 as colunas de S correspondentes as colunas mais a direita destes blocos e
os restantes vectores da base (b1 sdo as restantes colunas de S correspondentes a
estes blocos.

Seja U(l — 1) um complementar para o subespago V(A1 —2) + (A — A)U(l) C
V(A,l —1). Escolhemos uma base v;_11,...,v_-14_, para U(l — 1) (que pode ser
vazia se U;_; = 0). Note-se que qualquer combinagao linear nao nula destes vectores
tem indice [ — 1. O argumento do Lema mostra novamente que o conjunto

(52) Ul—l,17 Ce 7Ul—1,kl,17 ey (A — )\I)l_zl]l_l’l, ey (A — )\I)l_Q’l}l_LkFI

¢ linearmente independente. Mais geralmente, notando que qualquer combinacao
linear de (A — A)vpq,..., (A= AD)vpg, Vi—11,- -, Vi—1k,_, tem indice [ — 1, vemos
que a uniao dos conjuntos e é linearmente independente.

Seja

W(iIl-1)=U1l-1)+A-ANUI—-1)+...+(A=XD"2U(1-1)
Este espago é invariante para A e na base (52)) a transformagao linear A é repre-
sentada por uma matriz diagonal por blocos. Todos os blocos sao blocos de Jordan
de dimensao [ — 1 e ha k;_; blocos.

Escolhemos agora um complementar U(l — 2) para o subespaco V(I —3) + (A —
MD2U(1)+(A=AI)U(I—1). No espago W(l—2) = U(I—2)+...+(A=XI)!3U(1-2)
a transformacao linear é diagonal por blocos sendo todos estes blocos de Jordan de
dimensao [ — 2.

Prosseguindo desta forma obtemos uma decomposi¢ao

Vi)Y =wWheWl-1)o...0W(1)
e uma base de V() na qual a tranformacao linear A é representada por uma matriz
em forma candnica de Jordan.
(2) Sejam Ay, ..., Ay valores préprios distintos. Para verificar que

V) N(V)@...oV(\) =0
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basta ver que a transformacao linear (A— pul) restrita a V() é invertivel se p # ;.

Admitindo essa afirmacdo, a transformacao linear (A — Mol )"*2) ... (A — A\ 1))
¢ invertivel em V(A1) e 0 em V(A2) @ ... @ V(Ag) logo a intersegao dos dois espagos
¢ nula.

Mas (A—pl) = (A=MD)+ M —p)] = (A —p) <ﬁ(A — A1) + I) tem inverso

1
(A — )

1 1
([— (A= XMI)+... 4 (="t

A— )\ n(A1)—1
At — At — n(’\l)fl( 2

como se verifica facilmente.
(3) Seja o(A) o conjunto dos valores préprios de A e suponhamos por absurdo que

Z = ®reo)V(A) #C"

Seja W um complemento para o espaco Z C C" e sejam ny; = dim Z e ny = dim W.
Podemos escolher uma base para C™ tal que os primeiros n; elementos da base
pertencem a Z e os restantes a . Nessa base a transformacao linear definida por

A tem a forma
J B
a=[v 2]

(onde J é uma matriz ny X n; e C' é uma matriz ny X ns). Seja w € W um vector
préprio da matriz C' e A o valor préprio correspondente. Entao A € o(A) e temos

Avw = w+z < (A—A)w =2z paraalgum z € Z
Sejam Ag, ..., A\; os elementos de o(A) \ {\}. Entao

(A— A2 (A — )\k)n(kk)z cV(\)

logo
V= (A= X)"PD (A= A"y
é tal que
(A= X)v e V(N
e portanto

ve V(N CZ.
Mas por outro lado
v= (A= )" (X = N\ )My

com z' € Z, o que é uma contradigao.
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A.5. Algoritmo para a determinacao da forma candnica de Jordan. A demon-
stragao do passo (1) do Teorema [11.11| contém implicitamente o seguinte algoritmo (nada
pratico) para o célculo da matriz J e S:

(1)
(2)

Achar o conjunto o(A) dos valores préprios de A. Para cada A € o(A):
Determinar os espagos

V(A i)=N(A—-X) parai=1,2,...
e em particular determinar
n(A) = min{k: N(A — X)* = N(A — XI)*™'}

Seja [ = n(A). Determinar uma base vy 1, ..., v, para um espaco U(A, 1) comple-
mentar a V(A [ —1) em V(A,[). O nimero k; é o nimero de blocos de Jordan com
A na diagonal de tamanho /. Cada v;; gera uma cadeia de Jordan de tamanho [

v (A — ADvg, - (A= XDy

que dao as colunas de A correspondentes a um bloco de Jordan de tamanho [.
Determinar uma base v;_11, ..., V_1_, para um espaco U(\,! — 1) complementar
a VNI —2)+ (A= AX)U(ANI) em V(N1 —1). Cada vy, gera uma cadeia de
Jordan de tamanho [ — 1 que d& as colunas de A correspondentes a um bloco de
Jordan de tamanho [ — 1.

Determinar uma base vj_a21, . ..,v-1x,_, para um espaco U (A, [ — 2) complementar
aV(NI=3)+(A=AXU\1—-1)+(A=XI)*U(\, 1) em V(),1—2). Cada v,_o; gera
uma cadeia de Jordan de tamanho [ — 2 que d4 as colunas de S correspondentes a
um bloco de Jordan de tamanho [ — 2.

Continuando desta forma obtém-se as colunas de S correspondentes aos blocos de
Jordan com A na diagonal (assim como o nimero destes blocos de cada dimensao).

APPENDIX B. O PRODUTO EXTERNO DE VETORES

Definigao B.1. Sejam v,w € R®. O produto externo de v e w € o vetor v x w € R?
definido por

€1 €2 €3

vXw = | vy vy v3 | = (vaws — vzwy)ey + (vswy — viws)es + (Viwy — vew;)es

w; W2 W3

= (Vw3 — VW, V3W1 — VW3, V1 Wy — VoW )

onde e; designa o i-ésimo vetor da base candnica de R® e a expressio a direita se obtém
expandindo o determinante ao longo da primeira linha.

Exemplo B.2.

€ €z €3
(1, -3, 2) X (5,0, 2) =1 -3 2 = (—6,8, 15)
5 0 2
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O produto externo tem intimeras aplicacoes em Matemética e Fisica. Sera usado em
Célculo 2 para calcular fluxos de campos vetoriais através de superficies. Em Mecanica
aparece por exemplo na expressao para o momento angular de uma particula em torno de
um ponto, que é dado pela expressao L=Fx P com 7 o vetor de posicao e p o momento
linear. A Forca de Lorentz a que uma carga elétrica em movimento é sujeita ao interagir
com um campo magnético BéF = qu X B com v a velocidade e ¢ a carga da particula
em questao.

As propriedades do determinante implicam imediatamente certas propriedades do pro-
duto externo.

Proposigao B.3 (Propriedades do produto externo). (i) O produto externo € linear em
cada um dos seus argumentos.
(i) v X w=—w X v
(11i) v x v =0
Uy Uz U3
() (u,(vxw))=1| vy v2 3
w1 Wy W3

Proof. A primeira afirmacao é verdadeira porque o determinante é multilinear, a segunda
porque o determinante troca de sinal quando se trocam linhas, e a terceira porque o
determinante é zero se houver uma linha repetida. A quarta é uma consequéncia da
definicao do produto interno e da expansao de Laplace ao longo da primeira linha. O

A Proposicao anterior da-nos o significado geométrico do produto externo. De facto, por
(1v) temos
(v, v X w) = (w,v X wy =0

pelo que v X w € ortogonal ao plano gerado por v e w (se v e w sdo colineares, entdo as
propriedade (i) e (7i7) dizem-nos que o produto externo é o vetor nulo). Além disso, dada
a interpretacao do determinante como o volume do paralelipipedo temos que

- vXw —
loxw|*>=(wxwovxw)y=|- v -
- w -

¢ o volume do paralelipipedo com base o paralelogramo formado por v e w sendo a outra
aresta perpendicular ao paralelogramo com comprimento ||v x w||. Este volume é a area
da base vezes o comprimento da aresta perpendicular & base pelo que |[v X w|| € a drea
do paralelogramo com arestas v e w. Note-se que no caso degenerado em que v e w sao
colineares a afirmacao anterior continua a ser valida.

Em suma, quando v, w nao sao colineares, o produto externo v X w é um vetor perpen-
dicular ao plano determinado por v e w, cujo comprimento é a area do paralelogramo com
arestas v e w. Se « for a o angulo entre v e w, a area do paralelogramo é a mesma que
a drea do retangulo com arestas de comprimento ||v|| e ||w| sen« (isto vé-se deslizando a
aresta w ao longo de uma reta paralela a v até que fique perpendicular a v - movimento
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que nao afeta a drea do paralelogramo). Portanto
|lv x wl|| = ||v]|||w]| sen « com « o angulo entre v e w

H& dois vetores com a propriedade que acabamos de descrever, que diferem apenas no
seu sentido. O sentido do produto externo é dado pela regra da mao direita: se colocarmos
a mao direita aberta, com os dedos que nao o polegar juntos apontando na direcao de v e
a rodarmos de modo a que esses dedos apontem para w, o polegar aponta na direcao de
v X w.

A razao pela qual isto é assim prende-se com o significado geométrico do sinal do deter-
minante de uma matriz invertivel, que é precisamente

o
— vy — | >0 <& wv,v9 e vg satisfazem a regra da mao direita.
-

Nesse caso diz-se que a orienta¢do do referencial (v, v, v3) é positiva. Note-se que o refer-
encial canénico formado pela base canénica de R? tem esta propriedade. Assim podemos
pensar nos referenciais positivamente orientados como sendo ”semelhantes” ao referencial
habitual.

Para perceber a afirmacao anterior recorde-se que podemos transformar a matriz com
linhas v1, vy e v3 na matriz identidade aplicando o método do Gauss-Jordan. Cada passo
do método consiste numa operagao

(53) L, — O[Lj, OéLi, L; — Lj

que, em termos da matriz dos coeficientes do sistema, corresponde a multiplicacao a es-
querda por uma matriz simples. No primeiro caso trata-se de uma matriz triangular com
uma unica entrada nao nula fora da diagonal, no segundo caso por uma matriz diagonal
com « na posicao ¢ e 1 nas restantes, e no ultimo por uma matriz de permutagao que troca
as linhas ¢ e j. O sinal do determinante da matriz dos coeficientes nao é alterado pelas
operagcoes do primeiro tipo, permanece igual ou é alterado pelas do segundo tipo consoante
« é positivo ou negativo, e é sempre alterado por operagdes do terceiro tipo (com i # j).

Resta agora observar que o efeito que as operacoes tém relativamente a verificacao
da regra da mao direita por um referencial é exatamente o mesmo: operagoes do primeiro
tipo nao tém efeito no que diz respeito a verificagao da regra da mao direita pelas linhas
da matriz; operagoes do segundo tipo nao tém efeito se o > 0 e tém efeito se a < 0; as
operagoes do terceiro tipo tém sempre efeito. Conclui-se que o determinante é positivo sse
as linhas satisfazem a regra da mao direita.

Observacao B.4. A formula da Defini¢ao pode ser usada para definir o produto
externo de (n — 1) vetores em R™, paran > 1. Sendo eq,...,e, a base candnica de R™ e
vy, ...U,_1 vetores de R™, define-se

e]_ .. en
VX o X Uy =

Un—1 -
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Por exemplo, sen = 2, o produto externo de um tinico vetor v; € R? dd o vetor que se obtém
de vy rodando 90 graus no sentido anti-hordrio. Em geral, os argumentos acima mostram
que o produto externo € nulo sse os vetores vy,...,v,_1 forem linearmente dependentes e
senao ¢ perpendicular ao plano (n — 1)-dimensional gerado por vy, ..., v,_1. Além disso,
o comprimento do produto externo é o volume (n — 1)-dimensional do paralelipipedo com
arestas vy, ...,v,_1 e o seu sentido € tal que a orientacao do referencial vy, ...,V 1,01 X
<o X v,_1 coincide com a da base candnica de R™.

Para terminar mencionamos ainda outra férmula para o volume k-dimensional de um
paralelipipedo de dimensao k& em R"™ que serd tutil em Célculo 2 quando se estudar a
integragao em superficies (k-dimensionais) curvas.

Proposicao B.5. Sejam vq,...,vp € R™ wvetores linearmente independentes. Entdo o
volume k-dimensional do paralelipipedo P com arestas vq,...,v, €

Vol (P) = Vdet ATA
onde A € My« (R) € a matriz que tem vy, . .., vx por colunas.
Dem. Sejam wy.y1, ..., w, uma base ortonormada para o complemento ortogonal do plano
gerado por vy,...,v,. Entao o volume do paralelipipedo n-dimensional com arestas
Vs e v vy Uk, Wi, - - -, Wy € igual ao volume k-dimensional que queremos calcular. Sendo
B € M, «,(R) a matriz que tem por colunas os vetores vy, . .., Ug, Wgt1, - . . , Wy, (por ordem)

e escrevendo B por blocos na forma [A | C] com A a matriz formada pelas primeiras k
colunas, temos

T
BB — { AOA [o ]
n—k
(onde CTC = I,,_;, porque os vetores w; constituem uma base ortonormada para o plano

que geram). Portanto
(det B)? = det(ATA) < Vdet ATA = |det B]

e, uma vez que |det B| é o volume do paralelipipedo n-dimensional com arestas
V1, .y Uk, Weat, - - -, Wy, iSto conclui a demonstracgao. [l

Notamos que a matriz A” A no enunciado anterior é exatamente a matriz da métrica
com respeito a base (vy, ..., v;) para a restricdo do produto interno usual ao plano gerado

por {vy, ..., v}

Exemplo B.6. A drea do paralelogramo em R® com arestas (1,—2,1) e (2,3,0) é

12
1 -2 1 6 —4
det[2 3 0} _123 = ‘—4 13’:”62
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APPENDIX C. PROJECAO ORTOGONAL E COMPRESSAO DE DADOS

A ideia fundamental utilizada na compressao de dados (por exemplo som, ou imagem)
é a projecao ortogonal e baseia-se na descoberta por Joseph Fourier, um engenheiro,
matematico e fisico do século XIX, durante as suas investigagoes sobre a propagacao do
calor, que é possivel descrever fungoes por meio de somas de fungoes trigonométricas.

Na sua expressao mais simples, suponhamos que pretendemos descrever uma funcao real
continua f: [0,27] — R (que pode representar por exemplo, uma linha numa imagem, ou a
intensidade do som). E facil verificar, que com respeito ao produto interno (-, -) no espago
vetorial C(]0,27],R) das fungdes continuas em [0, 27| definido por

2w

(f,9) = f(x)g(z)dx

0
o conjunto
{1,senx,sen(2x),...,sen(nx),...}

é ortogonal. Fourier descobriu que é possivel expressar qualquer fungao continua como
“combinacao linear” destas fungéesﬂ - aquilo a que se chama hoje uma série de Fourier.
Intuitivamente isto significa que o conjunto acima forma uma “base ortogonal” para o
espago das fungoes continuas em [0, 27].

A ortogonalidade permite determinar facimente os coeficientes da combinacao linear
correspondente a uma funcao f: o coeficiente segundo sen(nz) da fungao f é dado pela
expressao

(sen(nz), f(x))

[ sen(na)|[?

Psen(nz)(f) -

A ideia béasica da compressao de dados é que, para armazenar a informacao contida
no grafico de f basta armazenar um nimero suficientemente grande destes coeficientes.
Quanto maior o nimero de coeficientes, maior a fidelidade com que conseguimos repro-
duzir a funcao f. Dados os coeficientes, reproduzir a funcao f corresponde em somar a
expressao com os coeficientes armazenados. Desde que o nimero de coeficientes utilizado
seja suficientemente grande serd impossivel ao ouvido ou olho humano distinguir entre a
funcao original e a soma de fungoes trigonométricas usada para a aproximar.

9Trata-se de uma combinacéo linear infinita, ou desenvolvimento em série. A andlise da convergéncia
destas séries é delicada e constitui ainda hoje uma area da Matemaéatica que se designa por Anadlise
Harménica.
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FIGURE 1. Aproximagao de um sinal retangular por uma soma de Fourier
com 5 termos.

Recomendamos a utilizacao do applet disponivel em http://mathlets.org/mathlets/
fourier-coefficients/| (parte dos MIT Mathlets) para explorar esta ideia, que serd
descrita com mais detalhe e utilizada no préximo ano, no curso de Analise Complexa e
Equacgoes Diferenciais.

APPENDIX D. O CRITERIO DE SYLVESTER

Seja A uma matriz simétrica n x n. Dado 1 < i < n escrevemos A; para a matriz que
se obtém de A tomando apenas as primeiras ¢ linhas e colunas de A. Os determinantes
destas submatrizes de A chamam-se os menores principais de A.

Proposicao D.1 (Critério de Sylvester). Seja f: R” — R a forma quadrdtica determinada
pela matriz simétrica A € My« (R). Entdo

o f € definida positiva sse det A; > 0 parai=1,...,n.
o [ € definida negativa sse det A; € positivo para i par e negativo para i impar.

Dem. Note-se que f(z) = a7 Az é definida positiva sse —f(z) = 27 (—A)z é definida
negativa. Uma vez que det(—A;) = (—1)"det A; (em geral, a multilinearidade do determi-
nante implica que det(AA); = A det 4;), vemos que as duas afirmagoes do enunciado sao
equivalentes. Basta portanto demonstrar a primeira.

Se f ¢ definida positiva, a sua restricao a R® = {(xy,...,2;,0,...,0): x1,...,2; € R}
serd também definida positiva. Mas claramente esta restrigdo é dada pela férmula (com
r € RY)

firi(x) = zT Az

logo, para que f seja definida positiva, é necessario que det A; > 0.


http://mathlets.org/mathlets/fourier-coefficients/
http://mathlets.org/mathlets/fourier-coefficients/
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Reciprocamente, suponhamos que det A; > 0 para cada ¢ = 1,...n. Sejai > 1 e
suponhamos indutivamente que ja verificimos que fgrx ¢ definida positiva para todo k <1
(para k =1 é claro que se det A; = ay; > 0 entao fig1(21) = a3 é definida positiva).

Suponhamos por absurdo que fjg: nao era definida positiva. Uma vez que, por hipétese,
det A; > 0, a matriz A; teria que ter pelo menos dois valores préprios negativos (contados
com multiplicidade). Sendo W C R* um plano gerado por dois vetores préprios indepen-
dentes de A; com valores préprios negativos, terfamos fiw (y) < 0 para y € W\ {0}.

Mas a intersecao de W com R*! C R’ tem dimensao pelo menos 1 pelo que existiria
um vetor y € R\ {0} com f(y) < 0, contradizendo a hipétese de indugdo que figi-1 é
definida positiva. O

Exemplo D.2. Consideremos a forma quadrdtica f: R* — R definida por

A matriz simétrica que lhe estd associada €

10 1 0
A= 1 10 1
0 1 10
Os menores principais
10 1 10 1 0
|10| = 10, ‘ 1 10‘—99, 1 10 1 | =1000—-20 =980
0 1 10

sao todos positivos, pelo que a forma quadrdtica € definida positiva.

APPENDIX E. A CLASSIFICAGAO DAS QUADRICAS

Uma quddrica é uma curva em R? ou uma superficie em R? definida por uma equacao
quadratica. Podemos usar a diagonalizacao de matrizes simétricas para entender geomet-
ricamente estas curvas e superficies (que irao ser exemplos bésicos em Célculo 2).

E.1. Quadricas em R2. A expressao geral de uma quadrica é
(54) ar? +bry + ey +dr4ey+ f=0

em que a,b,c,d, e, f € R. Devemos excluir alguns casos degenerados: se a = b =c¢ = 0
entdo o conjunto descrito pela expressao anterior é uma reta se (d,e) # (0,0), vazio se
d=e=0e f #0,etodo o plano se d = e = f = 0. Consideremos portanto o caso em
que os termos de grau 2 nao se anulam todos. Temos

L

c Y

Sejam A, As € R os valores proprios da matriz associada a forma quadratica anterior e
(uy,us), (v1,v9) 0s vetores proprios correspondentes, que podemos assumir formarem uma

ar’ +bry+cy’ =[x y | [

oo Q
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base ortonormada para R?. Sendo (u,v) as coordenadas no referencial determinado pelos
vetores proprios temos
(55) {x}__ul vl__u}

U V9 v

Nestas coordenadas, temos

- 1T b
2 2 Uy Ug a 3 tr U Y
ar® +bay +cy® = [u v ] v Uy %zHUZ "J?H"’]
(A 0 ][ w
= [u v] 01 Ao U}ZAIUZJF)\QUQ

O termo linear em transforma-se mediante a mudanca de coordenadas num termo
linear em u e v, pelo que esta mudanca de coordenadas transforma na seguinte equacao:

(56) Mu? + Av® +du+ev+ f=0
Temos agora a considerar trés casos:

e )\, Ay ambos diferentes de 0, com o mesmo sinal: Multiplicando (56 por —1 se
necessario podemos assumir que A; e Ay sao positivos. Completando os quadrados
podemos escrever a expressao na forma

MU+ 2+ haw+5)° = f

onde f' = —f + fjfl + %. Se f’ < 0 este conjunto é vazio, se f’ = 0 este conjunto

. U ’ . , .
consiste no ponto (_2dTlv —2672), e se f/ > 0, o conjunto é uma elipse com centro em

d’ e : A ) _
(—237» —3x;) (ou uma circunferéncia quando Ay = Aq).
e )\, Ay ambos diferentes de 0, com sinais opostos: Multiplicando (56)) por —1 se

necessario podemos assumir que \; € positivo. Com uma manipulacao semelhante

a do caso anterior obtemos uma expressao da forma
2 2 /
A(u—up)”+ (v —1v9)* = f

que, para f' # 0 é a equacao de uma hipérbolem com “centro” em (ug,vg) e
assintotas dadas pelas retas

A
vV— 9= i—l(u—uo)
A2
Quando f = 0 a equacao reduz-se a equacao das retas definidas pela expressao

anterior.
e )\ ou Ay sao 0: Sem perda de generalidade podemos assumir que Ay = 0 e que
A1 > 0. Manipulando a expressao como antes obtemos

M(u—ug) +ev+f=0

ONote-se que a equacao x2 — 42 = 1 se pode escrever na forma (z —y)(z +7) = 1 e portanto, mediante
a mudanga de varidvel linear u = x —y, v = x +y é equivalente & equagao mais familiar para uma hipérbole
uv = 1.
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Se €' # 0, trata-se da equacao de uma parabola, cujo sentido é determinado pelo
sinal de ¢/. Se ¢/ = 0 obtemos o conjunto vazio, a reta u = uy, ou duas retas
paralelas a esta ultima, consoante f' > 0, f' = 0 ou f’ < 0 respetivamente.

Exemplo E.2. Consideremos o exemplo concreto da equagao
422y + P+ +2y+3=0

A matriz simétrica associada a forma quadrdtica determinada pelos termos quadrdticas é

bl

que tem wvalores prdprios 0 e 2 com wvetores prdprios (75,—\%) e ( 1

) 7) Fazendo a
3

0w +20° + Jsu+ J5v+2(—sut 50) +3=06 20" — Su+ v+ 3=0

que se pode escrever na forma

u=2v2(v+ 257 +3v2 - 2

Sl-
[\
[\

mudanca de coordenadas

1 1 1 1
HEEEdHE R A
Y vz V2 v v VR y

obtemos a equacao

S

E.3. Quadricas em R3. A expressao geral de uma quadrica é
(57) ar® +by? + e +dry +exz+ fyz +gr+hy+iz+5=0

Novamente a andlise desta superficie baseia-se na anélise dos termos de grau 2 (se estes se
anulam identicamente a equacao define um plano, o vazio ou todo o R?) que constituem a
forma quadratica

d e
a5% X
[z y 2] 5 b 5 ||V

Num referencial ortonormado formado por vetores préprios da matriz simétrica que ocorre
na expressao acima, a expressao ((57)) transforma-se em

M 4 Agv? + Agw? + gu+hv+i'z+5 =0

Moédulo translacoes nos eixos dos u, v, w podemos assumir que as constantes ¢/ = b/ =’
se anulam, desde que o \; correspondente nao se anule. Temos entao os seguintes casos:

e )\, Ay, A3 todos diferentes de 0 e com sinais iguais (que podemos assumir positivos):
A equacgao define o conjunto vazio se j < 0, um ponto se j = 0 e um elipséide se
j > 0 (trata-se da superficie que se obtém de uma superficie esférica reescalando os
eixos).
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A1, A2, A3 todos diferentes de 0 e com sinais nao todos iguais (podemos assumir que
A1, A2 > 0 e A3 < 0: Os protétipos destas superficies sao as definidas pelas equacoes

Pyt -2 =1, vyt - 22 =0, oyt - =1

Para entender a sua forma convém observar que o significado geométrico de /22 + 32
¢ (pelo Teorema de Pitdgoras) a distancia do ponto (z,y, 2) ao eixo dos zz. Num
qualquer semiplano limitado pelo eixo dos zz podemos usar r = /22 + % > 0 como
coordenada ao longo do semi-eixo perpendicular a Oz e a equagao da intersecao da
nossa superficie com esse semiplano é determinada pela equacao

r? -2 =1, r?—22=0, r?— 22 =—1

ou seja, trata-se de uma hipérbole nos casos em que o termo direito é +1 e de
um par de semi-retas no caso restante. As superficies que pretendemos descrever
obtém-se rodando estas curvas em torno do eizo Oz. Denominam-se respetivamente
um hiperboloide, um cone e um hiperboloide de duas folhas.
A1 = 0e Ay, A3 # 0 com 0 mesmo sinal que podemos assumir positivo: Os prototipos
sao agora da forma

Pryt=i Pyt —z=
que sao respetivamente o vazio, o eixo dos zz ou um cilindro em torno do eixo dos
zz no primeiro caso, ou um paraboldide (uma pardbola z = r? — j' rodada em torno
do eixo dos 2z).
A1 = 0 e A2, A\3 # 0 com sinais diferentes (podemos assumir Ay > 0, A3 < 0): Os
prototipos sao

UL S (R S S
No primeiro caso trata-se de um cilindro hiperbdlico, isto é, de uma hipérbole
transladada ao longo do eixo dos zz (ou no caso degenerado em que j' = 0, da
unido de dois planos concorrentes no eixo dos zz), enquanto que no segundo a su-
perficie designa-se por uma sela uma vez que tem o aspeto de uma sela de um cavalo
(h4 uma pardbola virada para cima ao longo do eixo dos xz e uma decrescente ao
longo do eixo dos yy).
A1 =Xy =0e A3 > 0. Os protétipos sao agoras as equacoes da forma

22+g’x—|—h'y:j’
Se ¢ = h' = 0 esta equacao define o vazio, um plano ou dois planos paralelos
consoante o sinal de j'. No caso em que (¢’,h’) # 0 define wum cilindro parabdlico,
isto ¢ a translacao de uma parabola, ao longo de um eixo no plano xy perpendicular
ao vetor (¢', ).
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