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Justifique convenientemente todas as respostas

Grupo I 10 valores

1. Um teste de diagnéstico conduz a resultado positivo com probabilidade 0.9 caso a componente
eletrénica testada seja defeituosa. Este mesmo teste conduz a resultado positivo com probabilidade
igual a 0.05 se a componente eletrénica testada for ndo defeitosa. Admita que se testa uma componente
eletrénica selecionada ao acaso de um lote com uma percentagem de componentes eletrénicas
defeituosas igual a 3%.

(a) Calcule a probabilidade de o resultado do teste de diagnéstico ser positivo. (2.5)

* Quadro de acontecimentos e probabilidades

Acontecimento Probabilidade

T = {teste de diagnéstico resulta positivo} P(T) =?

D = {peca defeituosa} P(D)=0.03
P(T|D)=0.9
P(T'| D) =0.05

* Probabilidade pedida
Recorrendo a lei da probabilidade total, tem-se

P(T) = P(T|D)xP(D)+P(T|D)xP(D)
0.9x0.03+0.05x (1-0.03)
0.0755

(b) Obtenha a probabilidade de a componente eletrénica testada ser defeituosa sabendo que o teste (2.5)
resultou positivo.

* Probabilidade pedida
Tirando partido do teorema de Bayes, segue-se
P(T| D) x P(D)
P(T)
@ 0.9x0.03

0.0755
0.357616.
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2. Em certo ato eleitoral, a chegada de eleitores a uma mesa de voto rege-se de acordo com um processo de
Poisson com taxa de 2 eleitores por minuto.

(a) Determine a probabilidade de chegarem a mesa de voto mais de 4 eleitores em dois minutos. (1.5)

¢ V.a. de interesse
X; =no. de eleitores que chegam a mesa de voto em t minutos (¢ > 0)

* Distribuicao de X;
Dado que lidamos com um processo de Poisson com taxa igual a 2 eleitores por minuto,
temos X; ~ Poisson(2 x 1).

e Ep.de X»
PXp=x) =% x=0,1,2,...

x!
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¢ Prob. pedida

P(X, > 4) = 1-P(X, <4)
= 1- FPoisson(4) 4)
tabelg/calc. 1-0.6288
= 0.3712.
(b) Calcule a mediana do ntimero de eleitores que se dirigem aquela mesa de voto em dois minutos. (1.5)

¢ Medianade X,
Represente-se a mediana de X, por me(X3). Entdo

me(X3) < Fx,[me(X2)] = = + P[Xz = me(X3)] (1

+ [Fx, [me(X3)] — Fx,[me(X3) ]

N =D =
N =N =

< Fx,[me(X2)] <
1
Fx,[me(X3) | = > < Fx,[me(X2)]. )
Tirando partido da definicao de mediana em (1) e do facto de

1 1 1
< Fy,) 206288 < 5 +P(Xo =4) = +[Fx, (4)=Fx, (3)] = 5 +(0.6288-0.4335) = 0.6953,

N | =

conclui-se que 4 é uma mediana de X;[; a prova da sua unicidade é deixada como exercicio].
[Em alternativa, note-se que

1
Fr,3)=Fx,4)=04335 < - < Fy@ @ 0.6288.

Donde o resultado (2) leve a concluir que 4 € uma mediana de X>; a prova da sua unicidade é
deixada como exercicio.]

(c) Obtenha a probabilidade de o tempo entre duas chegadas consecutivas de eleitores a mesa de voto  (2.0)
ser inferior a 2 minutos.

* Variavel aleatéria de interesse
T = intervalo (em minutos) entre duas chegadas consecutivas de eleitores

* Distribuicao de T
Uma vez que lidamos com um processo de Poisson com taxa igual a 2 eleitores por minuto,
temos T ~ Exponencial(1), com A = 2.

e Ed.p.de T

0 t<0

fT(t):{ 2xe2 =0

e Probabilidade pedida
P(T<2)=P(T<2)

2
f 2x e ?tde
0

_ —2r|2
= ~e |0
= l1-e*
~ 0.9817.
[Alternativamente,
P(T<2)=P(T<2) = 1-P(T>2)
= 1-P(X,=0)
o4 x 40
= 1-
0!
= 1-e*
~ (0.9817.]
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1. Numa dada empresa, o tempo de fabrico de pecas de determinado tipo é uma variavel aleatéria com
distribuicao exponencial com valor esperado igual a 5 minutos.

(a) Supondo que o fabrico de uma dessas pecas nao estd terminado ao fim de 3 minutos, qual é a (2.0)
probabilidade de serem ainda necessdrios pelo menos 4 minutos adicionais até a sua conclusao ?

* V.a. de interesse
X =tempo de fabrico de peca de determinado tipo

* Distribuicao de X
X ~ Exponencial(1)

¢ Parametro
A>0 : EX)=5

=5

e Prob. pedida
Tendo em conta que a f.d. de X é dada por

Fx(x) = PX=x)
X
= f fx(dt
—00
_ 0, x<0
B 1-e792¥ x>0,
pode concluir-se que
P(X>3+4)
P(X>3+4|X>3) N
P(X>3)
_ 1-Fx(3+4)
1-Fx(3)

1-— [1 _ e—O.ZX(3+4)]

1— (1 _ e—0.2><3)

— e—0.2 x4

0.449329.

[Em alternativa, pode invocar-se a propriedade de falta de memoéria da distribuicao
Exponencial e concluir que

P(X>3+4|X>3) = P(X>4)
= 1-Fx4)
= 1-(1- e—0.2x4)
=~ 0.449329.]

I

(b) Assumindo que os tempos de fabrico das diferentes pecas sao varidveis aleatérias independentes, (3.0)
calcule um valor aproximado da probabilidade de o tempo médio de fabrico de 36 pecas ser
superior a 6 minutos.

* Va.
X; =tempo de fabricodapecai, i=1,...,n
n=236

* Distribuicao, valor esperado e varidncia comuns
iid. . ;
X; "~" X ~Exponencial(1), i=1,...,n

A=0.2
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E(X;)=EX) =

:% i=1,...,n
VX)=V(X)=0%=

/12 )
* V.a. de interesse
X= %Z?:l X; = tempo médio de fabrico de n pecas

« Valor esperado e variancia de X,

EX) = ( X = Z L E(X3) iz —XHE(X)IE(X)I
vih=v(izr, x)™ ”éde”'# n v e L x v = YR - &

e Distribuicdo aproximada de X
Pelo teorema do limite central (TLC) pode escrever-se

X—E(X) X—ua

vV s

~ Normal(0,1).

* Valor aproximado da probabilidade pedida
P(X >6) = 1-P(X<6)
—p_6- u)

)

1-P

=

=
sk

Pﬂ
=
o)
o
|
N

o=

S

= 1-9

(o))
olao| |

(&3}
N —

= 1-®(1.2)
tubelg/calc 1—0.8849
= 0.1151

2. A classificagdo, atendendo a distancia a que a paraquedista A (respetivamente B) fica de certo alvo,
¢ descrita pela varidvel aleatéria X (respetivamente Y). E sabido que X e Y possuem funcdo de
probabilidade conjunta

Y

X 1 2 3

11040 0.15 0.05
2 1015 0.05 0.05
3 1005 0.05 0.05

(a) Obtenha a probabilidade de as classificacdes das duas paraquedistas coincidirem. (1.5)

e Par aleatorio (X,Y)
X = classificacao da paraquedista A
Y = classificacdo da paraquedista B

* Ep. conjunta
Dada pela tabela do enunciado.

e Prob. pedida
P(X=Y)

PX=1,Y=1)+P(X=2Y=2)+P(X=2,Y=2)
0.40+0.05+0.05
0.5.
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(b) Serao X e Y varidveis aleatérias independentes ? (1.0)
* Averiguacdo de independéncia
X e Y sdao v.a. INDEPENDENTES sse
PX=x,Y=y)=P(X=x)xP(Y=y), Vxye R2.
Por um lado, temos

P(X=1Y=1)=0.40.

Por outro lado,
PX=1)xP(Y=1) = [PX=1,Y=1)+P(X=1,Y=2)+P(X=1,Y =3)]
x[P(X=1Y=1)+PX=2,Y=1)+P(X=1,Y =3)]
= (0.40+0.15+0.05) x (0.40+0.15+0.05)
= 0.6x0.6
= 0.36.
Logo

PX=1,Y=1)#P(X=1)xP(Y=1),
e, como tal, X e Y sdo v.a. DEPENDENTES.
(c) Admita que um prémio no valor de 2 000 Euros (respectivamente 1000 e 0 Euros) é atribuido caso (2.5)

a paraquedista A obtenha classificacao 1 (respetivamente 2 e 3 ). Determine o valor esperado e a
variancia do prémio atribuido a paraquedista A.

¢ V.a. de interesse

2000, x=1
P=g(X), onde g(x)=4 1000, x=2
0, x=3

e Ep. marginal de X
PX=x)= Zi:l P(X = x,Y = y) encontra-se sumariada na tabela seguinte:

Y

1 2 3 P(X=x)
0.40 0.15 0.05 0.60
0.15 0.05 0.05 0.25
0.05 0.05 0.05 0.15

W N

* Valor esperado de P
3
E(P) = ) gx)xP(X=x)

x=1

2000 x 0.60+1000 x 0.25+0 % 0.15
1450

¢ 20. momento de P
3

Y [g(0))* x P(X = x)

x=1
= 2000 x 0.60 + 1000° x 0.25 + 0> x 0.15
= 2650000

E(P?)
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e Varianciade P
V(P) E(P%) - E*(P)
2650000 — 14502

547500.
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