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1. Determinado teste de diagnéstico, utilizado para detetar a tuberculose, conduz a resultado positivo em
95% das pessoas com tuberculose e em 6% das pessoas que nao tém esta doenca. Admita que numa
populacgdo a percentagem de pessoas com tuberculose é de 0.1%.

(a) Determine a probabilidade de o teste resultar positivo para uma pessoa selecionada ao acaso da

populacao.

* Quadro de acontecimentos e probabilidades

Acontecimento

Probabilidade

T = {pessoa com tuberculose}

P(T)=0.001

P = {teste com resultado positivo} P(P)=7?

P(P|T)=0.95
P(P|T)=0.06

* Probabilidade pedida
Invocando a lei da probabilidade total, tem-se

P(P|T)xP(T)+P(P|T)xP(T)
0.95 x 0.001 + 0.06 x (1 —0.001)
0.06089

P(P)

(b) Sabendo que o resultado do teste, aplicado a uma pessoa selecionada ao acaso da populacio, é

negativo, qual é a probabilidade de a pessoa testada ter tuberculose ?

* Probabilidade pedida
Tirando partido do teorema de Bayes, segue-se
P(P|T)x P(T)

P(T|P)

(a)

I

P(P)
[1-P(P|T)] xP(T)
1-P(P)
(1-0.95) x0.001
1-0.06089

0.000053.

2. Admita que a probabilidade de uma pessoa, escolhida ao acaso de certa regido metropolitana, ter

opinido desfavoravel em relacdo a viaturas com motor elétrico é de p =0.3.

(a) Numa amostra casual de 20 pessoas dessa regido, qual é a probabilidade de mais de 6 delas terem

opinido desfavoravel em relacdo a viaturas com motor elétrico ?

¢ V.a. de interesse

X =no. de pessoas com opinidao desfavoravel..., em 20 selecionadas ao acaso

¢ Distribuicao de X
X ~ binomial(n, p)

com
n=20
p=0.3
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e Ep.de X
P(X=x)=(?)03*1-032%, x=0,1,...,20

e Prob. pedida

P(X >6) = 1-P(X<6)
= 1-Fx(6)
= 1= Fpinomial(20,0.3)(6)
tabelg/calc. 1—0.6080
= 0.3920.
(b) Calcule a mediana do nimero de pessoas com opinido desfavoravel nessa amostra casual. (1.5)

e Mediana de X
Represente-se a mediana de X por me(X). Entao
me(X) % < Fx[me(X)] < %+P[X =me(X)] 1)
1 1
3 < Fx[me(X)] = > +[Fx[me(X)] — Fx[me(X)™]
1
Fx[me(X) 1= P < Fx[me(X)]. (2)

Ora, tirando partido da definicdo de mediana em (1) e do facto de

1 1 1
< Fx(6)%0.6080 < 5+ P(X=6) = 2 +[Fx(6)~Fx(5)] = 5 +(0.6080-0.4164) = 0.6916,

DN |~

concluimos que 6 é uma mediana de X[; a prova da sua unicidade é deixada como exercicio].
[Em alternativa, notemos que

1
Fx(5)=Fx(61)=04164 =< - = Fx(6) ? 0.6080.

Logo o resultado (2), leva-nos a concluir que 6 € uma mediana de X; a prova da sua unicidade
é deixada como exercicio.]

(c) Determine a probabilidade de ser necessdrio inquirir quanto muito 3 pessoas até surgir a primeira (2.0)
opinido desfavoravel em relacdo a viaturas com motor elétrico.

* V.a. de interesse Y
Y =no. de pessoas inquiridas até que surja uma com opinido desfavoravel...

* Distribuicdo de Y
Y ~ geométrica(p) com p =0.3.

e Ep.deY
PY=y)=0-p) txp, y=12...

e Prob. pedida
3

P(Y=3) = P(Y=y)
y=1
3
= Y u-pP'xp
y=1
p 3
= — ) (1-p)Y
l—pJ,Z::1 P
1-(1-p)3
- P qp=P
1-p 1-(1-p)
= 1-(1-p)?
= 0.657
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Grupo I1 10 valores

1. O volume de enchimento de uma méquina automatizada para encher latas de refrigerantes segue uma
distribuicao Normal com valor esperado de 0.33 litro e desvio padrao de 0.01 litro.

(a) Qualé a probabilidade de o volume de enchimento de uma lata selecionada ao acaso diferir de 0.33  (1.5)
litro em mais de 0.03 litro ?

e Va.
X = volume de enchimento de uma lata selecionada ao acaso

* Distribuicao de X
X ~ Normal(y, 0?)
onde
©n=0.33
0% =0.01%

* Probabilidade pedida
P(]|X —-0.33|>0.03) = 1-P(|X—-0.33] <0.03)

= 1-P(-0.03=<X-0.33<0.03)

003 X-033 X-pu 0.03
= = =

0.01 0.01 o 0.01

= 1-[D(3) - D(-3)]

= 1—{®@3) - [1-2(3)]}

= 1-P|-

= 2x[1-®(3)]
tabelalcalc

= 2 x (1-0.998650)

= 0.0027.

(b) Calcule a probabilidade de um conjunto de 25 dessas latas ter um volume de enchimento total (3.0)
superior a 8.1 litro.

e V.a.
X; =volume de enchimentodalatai, i=1,...,n
n=25

* Distribuicao, valor esperado e varidncia comuns
X; "X, i=1,..n
EX;))=EX)=p=033, i=1,...,n

VX)) =V(X)=0°=0.01%, i=1,...,n

¢ V.a. de interesse
S = Z?:I X; = volume de enchimento total de 7 latas

* Distribuicao exactade S,
Sn é uma combinacao linear de n v.a. independentes com distribuicao normal, logo S,
também é normalmente distribuida. Com efeito,

Sn ~Normal(E(Sy), V(Sp)),

onde

E(Sy)

n
) Z E(X;) e nE(X):nu:25xo.33:8.25

V(S,) 1%4

M:’ i M:

X;indep. i~
Xi) 9§y () YK nV(X) = no? =25 % 0.01% =0.0025
i=1

i=1
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* Probabilidade pedida

L p|Sn=ESn) _81-E(Sy)
VVS — VV(Sh)

_ . @(8.1—8.25)
v/0.0025
= 1-0(-3)

= D(3)
mbelglcalc 0.998650.

P(S,>8.1)

2. De uma urna que contém 6 bolas — azuis, brancas e vermelhas, em igual nimero — sdo retiradas ao
acaso 3 bolas sem reposicao. Sejam X e Y as varidveis aleatérias que representam os ntimeros de bolas
azuis e brancas no conjunto retirado. A funcdo de probabilidade conjunta deste par aleatério é dada pela
tabela abaixo

Y
X| 0 1 2
0 0 01 0.1
101 04 a
2101 01 O
(a) Complete a tabela e averigtie se X e Y sdo varidveis aleatérias independentes. (1.5)

¢ Par aleatorio (X,Y)
X = numero de bolas azuis selecionadas
Y = ntimero de bolas brancas selecionadas

* Obtencdo de a
2 2
a : ) Y PX=xY=y-=1
x=0y=0

0+0.1+0.1+0.1+04+a+0.1+0.1+0=1
a=0.1
* Ep. conjunta e marginaisde X e Y
Foram sumariadas na tabela seguinte:

Y
X 0 1 2 | PX=Xx)
0 0 01 0.1 0.2
1 0.1 04 0.1 0.6
2 01 01 O 0.2
PY=y) |02 06 02 1

* Dependénciaentre X e Y
X e Y s3o v.a. INDEPENDENTES sse

PX=x,Y=y)=P(X=x)xP(Y =y), V(xy) eR?
Se por um lado
P(X=0,Y=0)=0,

por outro
P(X=0)xP(Y=0) 0.2x0.2

0.04.

Deste modo conclui-se que
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P(X=0,Y=0#P(X=0)xP(Y=0),

pelo que X e Y sdo v.a. DEPENDENTES.

(b) Determine E(X|Y =1). (1.5)
e Va.
XlYy=1

e Ep.deX|Y=1
Uma vez que

2
Y PX=xY=1)

P(Y=1 =
x=0
= 0.1+04+0.1
= 0.6,
temos
PX=x,Y=1)
PX=x|Y=1) = ——
P(Y =1)
0.1 _ 1 _
ey *70
R S
06 -6 *=2
0, restantes valores de x

* Valor esperadode X | Y =1
2

EX|Y=1 = XxxPX=x|Y=1)
x=0
1 2 1
= Ox—-4+1x—-4+2x%x—
6 3 6
= 1
(c) Calcule avaridnciade (X -7Y). (2.5)

 Variancia pedida
Uma vez que se pretende calcular
VIX-Y) = VX)+V(Y)-2xcov(X,Y)
= VX)+V(Y)-2x[E(XY)-EX)xE(Y)],
serdo necessdrios alguns cdlculos auxiliares que envolverdo as f.p. conjunta de (X,Y) e
marginais de X e Y obtidas na alinea (a).

* Valor esperado e variancia de X

2
EX) = ZxxP(X:x)
x=0
= 0x02+1x0.6+2x0.2
= 1

V(X) = EX%-E*X)

2
= Y #*xPX=x-1°

x=0
= (02x02+1%x0.6+22%0.2)—12
= 14-1
= 04
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Valor esperado e varidncia de Y
Dado X e Y possuem a mesma f.p., tem-se

E(Y) = EX)
= 1
V) = V(X)
= 04
Valor esperadode X Y
E(XY) = iixny(sz,Yzy)
x=0y=0
= 1x1x044+1x2x0.1+2x1x0.1
= 0.8
Covariancia
cov(X,Y) = EXY)-E(X)xE(Y)
= 0.8-1x1
= -0.2

Variancia pedida (cont.)

V(X-Y) VX)+V(Y)-2xcov(X,Y)
0.44+0.4—-2x (-0.2)
= 1.2.
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