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TECNICO LISBOA

Duracdo: 3 horas
Justifique convenientemente todas as respostas

GrupoI 5 valores ‘

1. Uma companhia de seguros divide os seus clientes em trés classes A, B e C. De acordo com os
registos desta companhia: 20%, 50% e 30% dos clientes pertencem as classes A, B e C (respetivamente);
5%, 15% e 30% dos clientes das classes A, B e C (respetivamente) estiveram envolvidos em acidentes no
ultimo ano.

Admitindo que se selecionou ao acaso um cliente desta companbhia, calcule:

(a) A probabilidade de o cliente selecionado ter estado envolvido em acidentes no tltimo ano. (1.5)

* Quadro de acontecimentos e probabilidades

Evento Probabilidade

A = {cliente pertence a classe A} P(A)=0.2

B = {cliente pertence a classe B} P(B)=0.5

C = {cliente pertence a classe C} P(C)=0.3

E = {cliente envolvido em acidentes no ultimo ano} P(E) =2
P(E| A) =0.05
P(E|B)=0.15
P(E|C)=0.30

* Probabilidade pedida
Ao aplicar-se a lei da probabilidade total, obtemos

P(E) P(EJA)xPA)+P(E|B)xPB)+P(E|C)xP(C)
0.05x0.2+0.15x0.5+0.3x0.3
0.175.

(b) A probabilidade de o cliente selecionado pertencer a classe A sabendo que nao esteve envolvido (1.0)
em acidentes no ultimo ano.

e Prob. pedida
Tirando partido do teorema de Bayes, segue-se

P(E| A) x P(A)

P(AIE) = —
P(E)
[1-P(E| A)] x P(A)
B 1-P(E)
@ (1-0.05)x0.2
- 1-0.175
~  0.230303.

2. Considere uma urna contendo 3 bolas brancas e 27 bolas pretas. Admita que um jogador retira duas
bolas dessa urna, ao acaso e sem reposicao, recebendo um prémio caso retire duas bolas brancas.
(@) Qual é a probabilidade de o jogador receber o prémio ? (1.5)

e Varidvel aleatdria de interesse
X = numero de bolas brancas em extraccao de 2 bolas, ao acaso e SEM reposicdo, de uma

urna contendo 3 bolas brancas e 27 bolas pretas
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* Distribuicao de X
X ~ Hipergeométrica(N, M, n)
com:
N =3+27 =30 (bolas na urna);
M =3 (bolas brancas);
n =2 (bolas extraidas ao acaso e SEM reposicao).

e Ep.de X
form. w x =max{0,n— (N — M)},...,min{n, M}
P(X — x) = (]r\LI) ] ) ) ) )
0, caso contrario
(3) (30—3
X 2—x

2zl x=0,1,2
(320) y y 4y
0, caso contrario

e Prob. pedida
O jogador recebera o prémio com probabilidade
3 (30-3
(2) (2—2)
30
(%)

3 o7
213-2)! ~ 0I(27-0)!
30!
21(30-2)!

3Ix1

30x29
2

2

290
1

145
~  0.006897.

P(X=2)

(b) Considere que o jogador efetua uma sequéncia de 100 extracdes independentes de duas bolas ao  (1.0)
acaso e sem reposicdo. Determine a probabilidade de o jogador receber 2 ou mais prémios.

Nota: Caso ndo tenha resolvido a alinea (a), considere que a probabilidade de o jogador receber o
prémio € igual a 0.006897.

e Varidvel aleatdria de interesse
Y = nimero de prémios recebidos em 100 extrac¢des independentes

* Distribuicao de Y
Y ~ Binomial(n, p), com n =100 e p = 0.006897

e Ep.de Y
P(Y = y) = ('}°)0.006897Y (1 -0.006897)'°",  y=0,1,2,...,100

e Prob. pedida

P(Y=2) = 1-P(Y<1)
L (100 100—
= 1-) 0.006897” (1 — 0.006897)1°0Y
y=0 y
= 1-(1-0.006897)'°° - 100 x 0.006897 x (1 —0.006897)%°
=~ 0.151858.
Grupo II 5 valores

1. O atraso (em minutos) de um voo entre Lisboa e Porto em determinada companhia aérea é uma varidvel
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aleatéria X com funcdo de distribuicao

0, X< -6
_ )1 1 X8 .
Fx(0)={ 1+ (36x- %), -6=<x<6
1, X =6,

onde os valores negativos de X indicam adiantamento do voo.

(a) Calcule a mediana de X. (1.0)
¢ Variavel aleatoria de interesse

X = atraso (em minutos) de um voo entre Lisboa e Porto em determinada companhia aérea

* Obtencao da mediana de X
Tratando-se de uma v.a. continua, tem-se

me(X)=x€(-6,6) : Fx(x)=0.5

1 1 X3y 1
—+—[36x——|==
2 288 3 2
108x — x3

xx(108—x%) =0
x=0 ou x=+v108=+10.392305
x=0

dado que +v/108 ¢ (-6,6).

(b) Qual a probabilidade de um voo entre Lisboa e Porto se atrasar pelo menos 1 minuto? E de se (1.0)
adiantar pelos menos 3 minutos?

* Prob. pedidas
A probabilidade de um voo se atrasar pelo menos 1 minuto é
P(X=1) 1-P(X<1)
1-Fx(1)

864
0.376157,

ao passo que a de um voo se adiantar pelos menos 3 minutos é dada por
P(X<-3) = Fx(-3)

I

11 (-3)°
= —+— [36x(-3)-
2 288 3
9
32
~ (.15625,
respetivamente.
(c) Deduza a funcéo de densidade de probabilidade de X. (0.5)
e Ed.p.de X
d Fx(x)
fx(x) = e
1 2
_ | sB6-2%, -6<x<6
0, caso contrério.
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2. Seja (X,Y) um par aleatério, em que X e Y representam o numero de teleméveis das marcas A e B
(respetivamente) vendidos diariamente numa pequena loja. Admita que a funcao de probabilidade
conjunta de (X, Y) é dada por

Y
X 0 1 2
0 a 010 0.06

1012 0.03 0.01
2 10.03 0.07 0.04

(a) Determine o valor da constante a. (0.5)

e Par aleatério (X,Y)
X = ntmero de telemoveis vendidos da marca A
Y = nimero de telemoéveis vendidos da marca B

* Ep. conjunta
P(X =x,Y = y) é dada pela tabela do enunciado.

* Obtencao da constante a

2 2
a : ) Y PX=xY=y-=1

x=0y=0
a=1-(0.10+0.06+0.12+0.03 +0.01 +0.03 + 0.07 + 0.04)
a=0.54.
(b) Determine a func¢do de probabilidadede Y |X =2. (1.0
* Va.
Y|X=2

e Ep.deY | X =2
Atendendo a que

2
Y P(X=2Y=y)

P(X=2) =
y=0
= 0.03+0.07+0.04
= 0.14,
temos
P(X=2Y=y)
PY=y|X=2) = —
P(X=2)
0.03 _ 3 _
014 — 14 = 0214286, y= 0
0.07 _ 7 _ _
B 014 — 14 0 5, y =1
- 0.04 _ 4 _
014 — 14 = 0285714, y= 2
0, restantes valores de y
(c) Calcule o valor esperado do nimero de teleméveis vendidos diariamente na loja. (1.0)

¢ V.a. de interesse
X + Y = ntmero de teleméveis vendidos diariamente na loja

* Valor esperado pedido
E(X+Y)=EX)+E(Y)

* Ep. marginais
P(X=x)=%,_ (P(X=xY=y)eP(Y=y)=Y5_(P(X=uxY = y) encontram-se sumariadas
na tabela seguinte:
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Y
X 0 1 2 P(X =x)
0 0.54 0.10 0.06 0.70
1 0.12 0.03 0.01 0.16
2 0.03 0.07 0.04 0.14
P(Y=y) | 069 020 0.11 1
* Valor esperadosde X e Y
2
EX) = ) xxP(X=x
x=0
= 0x0.70+1x0.16+2x0.14
= 044
2
E(Y) = ) yxP({Y =y
y=0
= 0x0.69+1x0.20+2x0.11
= 042

¢ Valor esperado pedido (cont.)

E(X+Y) E(X)+E(Y)
0.44+0.42
0.86

Grupo III 5 valores

1. Admita que o tamanho de um ficheiro transferido usando o protocolo TCP é representado pela variavel
aleatéria X com funcao de densidade de probabilidade

O0(1+x)"0*D x>0
fx(x) = ..
0, caso contrario,

onde 6 é um paradmetro positivo desconhecido.

(a) Mostre que o estimador de maxima verosimilhanca de 6, com base numa amostra aleatéria (1.5)
(X1,...,Xy) proveniente da populagdo X, é dado por m

¢ V.a. de interesse
X = tamanho de um ficheiro transferido usando o protocolo TCP

e Ed.p.de X

O0(1+x)"0*D x>0
fx(x) = 0 .
, caso contrario
¢ Parametro desconhecido
0, 6>0
e Amostra

x = (x1,...,Xx,) amostra de dimensao n proveniente da populacdo X

¢ Obtencao do estimador de MV de
Passo 1 — Funcao de verosimilhanca

L(Ox) = fx(x)
Ximder 17 f, ()
i=1
e [T fxxn
i=1
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L(6lx) 0 +x;)" €D

n
[1
i=1

—(6+1)
, 6>0

0" []‘[(1 + X;)
i=1

Passo 2 — Funcdo de log-verosimilhanca

n
InL@|x) =nIn@) - @ +1) ) In(l+x;)
i=1
Passo 3 — Maximizacao
A estimativa de MV de 6 passa a ser representada por 6 e

dInL(® i ]
ndé_@ =0 =0 (ponto de estacionaridade)
0 =
d*InL(0|x) .
A% |pep < 0 (ponto de méximo)

4_31 In(l+x)=0

n
—52 < 0
N — n
0= Y7 In(+x;)

" In(l+x;)]?
_[thl nr(l +x)] <

Passo 4 — Estimador de MV de 6

0 (proposicado verdadeira porque Y., In(1+ x;) > 0).

(b) Determine a estimativa de méaxima verosimilhanca de P(X < 1) =1 - zie baseada na amostra (0.5)
(x1,%2,...,%x7) = (1.42,1.31,1.53,1.05,1.63,2.65,2.22) para a qual ZZ:I In(1 + x;) = 6.80.

¢ Estimativa de MV de 0

6 = n
X" In(l+xy)

7

6.80
1.029412

1

¢ Qutro parametro desconhecido

h@) = PX<1)
B 1
= 1_2_9

* Estimativa de MV de /(0)
Invocando a propriedade de invariancia dos estimadores de maxima verosimilhanca, pode
concluir-se que a estimativa de MV de h(6) é dada por

h@®) = h@)
1
= 1-—
20
~ 1
= 1= 21.029412
=~ 0.510090.

2. O consumo didrio individual de calorias (X, em kcal/g) de uma certa espécie de roedor possui
distribuicao normal com valor esperado p e desvio padrdo o desconhecidos. Sabendo que uma amostra
de dimensao 24 proveniente da populacdo X conduziu a média e varidncia amostrais X = 0.388 e
2
s©=0.057181:
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(a) Calcule um intervalo de confianca a 95% para u. (1.5)

* V.a. de interesse
X = consumo didrio individual de calorias de certa espécie de roedor

* Situacao
X ~Normal(y, 0?)
[ DESCONHECIDO
02 desconhecido

* Obtencio do IC para u

Passo 1 — Seleccao da v.a. fulcral para u

T siyn Y

[dado que é suposto determinar um IC para o valor esperado de uma populacdo normal, com
variancia desconhecida.]

Passo 2 — Obtencao dos quantis de probabilidade
Uma que vez que (1 — @) x 100% = 95%, far-se-a uso dos quantis

(s bo) Plag<Z<by)=1-«a
@ T P(Z<ay)=P(Z>by) =al2.
t( | (@/2)=F;] | (0.05) = —F;(1-0.025) "2 3 069
b 1-al2) = (0.975) “‘be’ﬁ’ cale- 5 069.

f( =) f(24 iH)

Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,

X _
Paaimiba =l-a
P[X—bax%SusX—aaX% =l-a

Passo 4 — Concretizacdao
Atendendo aos quantis acima, as concretizacoes de X e §2,

x = 0.388
¢ = 0.057181,
e ao facto de

_ _ S _
IC1—-a)x100% (1) = x—F,(nl_U(l—a/Z)xﬁ, X+F, 1(1 a/2)x—]

temos
v0.057181 v/0.057181
ICo59% (1) = ]0.388—2.069 x ———, 0.388+2.069 x —
V24 V24
= [0.287009, 0.488991].
(b) Confronte as hipéteses Hy: p=0.35e Hj : > 0.35, calculando para o efeito o valor-p. (1.5)

* Hipoéteses
Hy:p=pp=0.35
Hy:p> o

. Estatistica de teste

T === ~m, tn-1

=
[pois pretendemos efectuar um teste sobre o valor esperado de uma populacdo normal, com
variancia desconhecida.]
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* Regido de rejeicao de Hj (para valores de T)
Tratando-se de um teste unilateral superior (H; : u > o), a regido de rejeicdo de Hy (para
valores da estatistica de teste) é do tipo W = (¢, +00).

* Decisdo (com base no valor-p)
O valor observado da estatistica de teste é dado por

X — Ho
t = 5
Vvn
_0.388-0.35
- /0.057181
24
~ 0.778508.
Dado que a regiao de rejeicao deste teste é um intervalo a direita, temos:
valor—p = P(T>t|H,y)
= 1-Fy, (D)
= 1-Fy,,(0.778508)
calc

=" 0.222103.
Consequentemente, é suposto:
— nao rejeitar Hy a qualquer n.s. ag < 22.2103%, pelo que Hy : 1 = oy = 0.35 é consistente a
qualquer dos n.u.s. (1%, 5%, 10%);
- rejeitar Hy a qualquer n.s. ag > 22.2103%.

[Decisao (com base em intervalo para o valor-p)
Recorrendo as tabelas de quantis da distribuicdo de t-student obtemos um intervalo para o
valor-p:
F;) (0.75)=0.685 < 0.778508 < 0.858 =F, ) (0.80)
020=1-0.8 < wvalor—p=1-F;, (0.778508)] < 1-0.75=0.25.

Logo:

- ndo devemos rejeitar Hy a qualquer n.s. ¢y = 20%, nomeadamente aos n.u.s.

(1%, 5%, 10%);

— devemos rejeitar Hy a qualquer n.s. g = 25%.]

Grupo IV 5 valores

1. O tempo que decorre entre o aproveitamento malicioso de uma vulnerabilidade de software nao (2.0)
conhecida e a altura em que a maior parte dos sistemas vulnerdveis ja aplicaram as devidas corre¢des de
seguranca é conhecido por janela de vulnerabilidade (X, em dias). Foram recolhidos os seguintes dados
relativos a cem vulnerabilidades surgidas recentemente:

Janela de vulnerabilidade 10,20] ]120,40] 140,60] 160, +oo[
Frequéncia absoluta observada 40 25 12 23

Avalie a hipdtese de X possuir distribuicdo exponencial com valor esperado igual a 28, ao nivel de
significancia de 1%.

* V.a. de interesse
X = amplitude da janela de vulnerabilidade

* Hipoéteses
Hj : X ~ Exponencial(1/28)
H; : X # Exponencial(1/28)
* Nivel de significancia
g = 1%
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¢ Estatistica de Teste

k El)z
Z Ho X(k B-1)

i=1

onde:

k = No. de classes =4

O; = Frequéncia absoluta observavel da classe i

E; = Frequéncia absoluta esperada, sob Hy, da classe i

B =No. de parametros a estimar =0 [dado que Hy é uma hipétese simples.]

e Calculo das frequéncias absolutas esperadas sob H
Tirando partido do facto de

Fxn,(x) = P[X < x| X ~ Exponencial(1/28)] =1 — e‘z%, x>0,

as frequéncias absolutas esperadas sob Hy sao dadas por

Ei = nxp]
= nxP(Xe Classe i | Hy)
P(0 < X <20 Hp) = Fxp,(20) — Fxj5,(0) = 1— e, i=1
_ Lo0x P(20<Xs40|Ho):FX|H0(4O)—FX|H0(20):e_%—e‘%, i=2
P(40 < X <60 | Ho) = Fx 1, (60) — Fxp, (40) = €2 — ™2, =3
P(X > 60| Hy) = 1— Fx|z,(60) = ™3, i=4

100 x 0.5105 = 51.05,
100 x 0.2499 = 24.99,
100 x 0.1223 = 12.23,
100 x 0.1173 =11.73,

II
G w N =

i
i
i
i

[Constata-se que ndo é necessdrio fazer qualquer agrupamento de classes uma vez que em pelo
menos 80% das classes se verifica E; =5 e que E; = 1 para todo o i. Caso fosse preciso efectuar

agrupamento de classes, os valores de k e ¢ = F;z (1 — arp) teriam que ser recalculados...]
(k-p-1)

* Regido de rejeicao de Hy (para valores de T)
Ao lidar-se com um teste de ajustamento, a regido de rejeicdo de Hy escrita para valores de T é o
intervalo a direita W = (¢, +00), onde

c = ' (-ap
Xk B-1)
F! e (1-0.01)

(401)

= XZ ! (0.99)

3

tabelalcalc.

11.34.

* Decisao
No célculo do valor obs. da estat. de teste convém recorrer a seguinte tabela auxiliar:

Classei Freq.abs.obs. Estim.freq. abs.esp.sob Hy Parcelas valor obs. estat. teste

—e:)?
i 0; e;=nx ﬁ? ©i—e)” e,-el)
1 ]-00,20] 40 51.05 UOSLOSE . 5 392
2 120, 40] 25 24.99 0.000
3 140, 60] 12 12.23 0.004
4 160,+00] 23 11.73 10.828
¥k oi=n XF ei=n 1=yt et
=100 =100 = 13224
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Como t =13.224 € W = (11.34, +00), devemos rejeitar Hy ao n.s. de ap = 1% [ou a qualquer outro
n.s. superior a ag].

2. E geralmente aceite que a frequéncia cardiaca (Y, em batimentos por minuto) é influenciada pela
temperatura corporal dos seres humanos (x, em °C). Um conjunto de 130 medi¢des independentes
conduziu aos seguintes resultados:

Y0 xi=47847, Y3 x?=176121.67, Y13 y; =9589, Y120 y?=713733, ¥ ;3 x;y; =353018.5.
Admitindo que os erros aleatérios associados ao modelo de regressdo linear simples de Y em x
satisfazem ¢; iid. Normal(0,02),i=1,...,130:

(a) Calcule as estimativas de mdaxima verosimilhanca dos pardmetros da reta de regressdo linear (1.0)
simples de Y em x.

» Estimativas de MV de § e §;

Dado que
n=130
X =4784.7
x=1yn x; =4847 - 3680538

" x7=176121.67
" x2-n(x)?=176121.67—130 x 36.80538% = 18.946231

i=1"i
Y, yi=9589
=52 yi=322=73.761538
Y, yF=713733
Y, yi—-n(7)?*=713733-130 x 73.761538% = 6433.616544

Z?zl Xx;y; =353018.5
2?21 x;yi—nxy=353018.5—-130 x 36.80538 x 73.761538 = 91.669131,

as estimativas de MV de B, e By sdo, para este modelo de RLS, iguais a:

s i XiYi—nxy
hr = iy X = ()2
_ 91.669131
~18.946231

~ 4.838383

Bo = 7-Pixx
~ 73.761538 —4.838383 x 36.80538
~ —104.317009.

(b) Deduza um intervalo de confianga a 90% para o declive da reta de regressao linear simples de Y em (1.5)
X.

Nota: Pode vir a necessitar do seguinte quantil Fy 1123) (0.95) =~ 1.65685.

* Obtencdo de IC para 3,
Passo 1 — Seleccao da v.a. fulcral para 5,

B1- B
L=———~1ln-2
6—2
i X;—nx?

Passo 2 — Obtencao dos quantis de probabilidade
Neste caso n=130¢€ (1 — &) x 100% = 90%, logo usaremos os quantis de probabilidade

Péagina 10 de 11



(o, ba) - {P(aasZsba):l—a
@zal P(Z<ay) =P(Z>b,) =al2.

tabelalcalc.

—1.65685
1.65685.

aq=-F; !, (1-a/2)=~F, (0.95)

(128)
by = F;(nl_z) 1-al2)= F;}m (0.95)

tabelalcalc.

Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,
Plag<Z<by)=1-«

3 -1 / 5 3 -1 / 52 —
P ﬁl—Ft(n_z)(l—a/Z)X Wfﬁlfﬁl‘i‘F&n_z)(l—a/Z)x W]—l—(l.

Passo 4 — Concretizacdao
Atente-se que
1
6'2
n-—2

(i:ilﬁ - nJ"Z) ~ (B (l:ilx’z - ”552)

1
= [6433.616544 — 4.838383% x 18.946231]

130-2
= 46.797549
s 52
ICa-ax100%(B1) = |B1£F;, , (1-al2)x — .
e X;—nx
Logo
ICy0%(B1) = [4.83838+1.65685 x ISR
R - V 18.946231
=~ [4.83838+2.603954]]
= [2.234429,7.442337].
(c) Calcule o valor do coeficiente de determinacdo e comente a utilidade do modelo ajustado. (0.5)

* Calculo do coeficiente de determinacao
- (Z?zlxiyz‘—nfcf’)z

r - T~
(B, xi —n32) < (2, vi —ni?)

91.6691312
6433.616544 x 18.946231
0.068940.

I

* Interpretacao coeficiente de determinacao
Cerca de 6.8940% da variacao total da frequéncia cardiaca é explicada pela temperatura
corporal, através do modelo de regressdo linear simples considerado. Assim sendo, podemos
afirmar que a recta estimada parece ajustar-se muito mal ao conjunto de dados.
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