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Integracao numérica de equacoes
diferenciais ordindrias
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O método de Euler (1)

Aproximar a equacdo diferencial
ordindria (ODE)

dx

— =f(x,t

dt (X7 )
por uma equacio de diferencas que
possa ser iterada.
Aproximagdo da derivada

dx  Xk41 — Xk
dt h

Resulta

Xk+1 — Xk
h

~ f(x,t)

G G Bt teo
Escolhemos x = x, e t = t;

Xk+1 = Xk + f(Xk, tk)h
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O método de Euler (2)

Xk+1 = Xk + f(Xk, tk)h

) . . Pseudocddigo
Diz-se um método explicito dado que x(0)=valor dado

permite calcular explicitamente xx1 for k=1:kfinal

a partir dos valores conhecidos no x(kt1)=x(k)+-F(x(K) t(k))*h
instante k. o t(k+1):t(k)+h
Tem problemas de precisdo end

(disperséo do erro elevada) e de
estabilidade (o erro pode n3o
convergir para zero).
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Precisdo do método de Euler (1)

dx
— =f(x,t
dt ( Y )
Expansao em série de Taylor do campo de vetores F em torno de
Xk, L.
Seja 0t =t — ty € 0x = X — Xxk.

O campo f é uma fungdo de t e de x. Mas como x = x(t), a fungdo

f(x(t),t) é apenas uma fungdo de t, e podemos considerar a sua derivada
df

total ;.

Expansdo em série de Taylor de f(x(t), t)

dfy dsz 5t? 3
f(x(t),t)="f t —I0t+ —5 — ot
Qe
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Precisdo do método de Euler (2)

2 2
dfké- +d fx Ot

f(X( ) t)_fk+ p F?—FO((HS)

Integrando a equacgdo diferencial entre t; e t

dx t t dx
——dt= [ f d —Zdt = x(t) — x(t) = 6
/tk 77 /tk (x,7)dT mas/tk e x(t) — x(tk) X

t t 2
/ f(X,T)dT = / |:fk + Z—fk(s + Ccll Z(é; + 0(57'3) dr
ty ty
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Precisdo do método de Euler (3)

dfy d?fy 672 3
— AL a Tk 0T
dx /tk [k+d 0T + 472 D] + O0(67°)| d7

dfy (5t) dsz ((5t)3

4
bx = fibt + T+ e + 0((61)")

De acordo com o método de Euler

5xV) = £.6t

dfy (5t)2 dsz ((St)?’

5x — Fbt = + O((6t)*)

dt 2! dt2 3l

Conclusdo: o método de Euler sé aproxima os termos de 17 ordem em
at.
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Métodos de Runge-Kutta

Os métodos de Runge-Kutta podem ser interpretados como usando um

valor médio da derivada ao longo do intervalo de integracdo. O método
seguinte dd um erro dd origem a um erro que é inferior a uma constante
vezes h*. E definido pelas equacgdes

h
Xk+1 = Xk -+ 6 [Lk71 + 2Lk’2 + 2Lk,3 + Lk’4]
em que

1 1
Lii=f(xite)  Lio=f(x+ Eth,la tk + 5/7)

1 1 1 1
Lk’g = f(Xk + Eth’g, ty + Eh) Lk74 = f(Xk + Eth"% ty + Eh)
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Estabilidade - método explicito

Um importante ponto fraco dos métodos explicitos é a estabilidade.
Considere-se a equacao diferencial linear

d _
dt

—ax, a>0 tem porsolugio x(t)=xpe ¥

Esquema explicito de integracao
Xk+1 = Xk — haxe = (1 — ah)xy
Esta equacdo de diferencas tem por solucdo
xk = xo(1 — ah)k

Para h pequeno, o esquema produz resultados aproximadamente certos.
Mas, para h > % a solucdo da equacdo de diferencas fica instavel e tende
para infinito (a solu¢do exata tende para 0). g
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Estabilidade - método explicito

Xk = Xo(]. — ah)k

Condicdo de estabilidade |1 — ah| < 1

l—-ah<l e ah—-1<1

—ah<0 e ah<?2

h>0 e h<2

a

O intervalo de discretizacdo tem de ser suficientemente pequeno em
comparagao com a constante de tempo %
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Estabilidade - método explicito

Método explicito
1.5 T T T

a1=0,5
a2=1,5

0.5

-0.5

TECNICO
w LISBOA

J. M. Lemos (Instituto Superior Técnico) Métodos Numéricos e Simulacio



Estabilidade - métodos implicitos

No método implicito, a derivada é calculada no final do intervalo de
discretizac3o.

Xk+1 = Xk + F(Xiq1, tg1)h

No exemplo simples % = —ax é

Xk+1 = Xk — axkr1h  ou sejaxky1(1 + ah) = xk

Esta equacdo pode ser facilmente resolvida neste caso para obter

1 K
xe = xo(1+ ah)*k ou  Xi = Xp (1 +ah>

Esta equacdo é sempre estavel para h > 0 dado que 1+13h < 1.

TECNICO
LISBOA

J. M. Lemos (Instituto Superior Técnico) Métodos Numéricos e Simulagido 2021 13 /28



Estabilidade - métodos implicitos

Método implicito

15 T T T
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Métodos explicitos versos implicitos

@ Métodos explicitos
» Complexidade computacional reduzida

» D3o o estado em k 4+ 1 em fungdo do estado em k, o que os torna
adequados a aproximar sistemas continuos

» Tendem a ficar instaveis com intervalos de integracdo grandes
@ Métodos implicitos

» Maior complexidade computacional (implicam a solugdo em cada passo
de um sistema algébrico)

» Tendem a permanecer estdveis quando o intervalo de integracdo
aumenta
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Sistemas de equacodes stiff

Os sistemas de ODEs lineares stiff sdo sistemas em que os valores préprios
méximo e minimo (em valor absoluto) sdo muito diferentes.

Pode também ter-se um conceito de sistema stiff para sistemas n3o
lineares utilizando a linearizagdo em torno do estado corrente.

Exemplo de um sistema stiff

dx 0 -1

g~ com A= [ 100 —101 ]
Os valores préprios sdo A\; = —100 (mais rapido) e A = —1 (muito mais
lento).
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Sistema stiff — estabilidade do método implicito

Se for usado um esquema explicito, as condicdes de estabilidade sdo

2

2
h< — =002 e h< =
A2

2
A1l
.. . A
Se usarmos um esquema explicito, ha pelo menos < % = 100 passos
durante o decaimento do termo associado a Ay, o que implica uma carga
computacional elevada.

O método implicito implica a inversdo de uma matriz, mas isso é

largamente compensado com a possibilidade de usar passos de integracdo
mais elevados.
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Sistema stiff — duas escalas de tempo

15 T T T T T T T T T
1¥ X x x b
XEX R y
x xxxxxxXxX
X X x
X 05F E
X
0% i
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0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
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Sistema stiff — estabilidade do método implicito

Aumentando o passo para um valor em que a escala mais rapida é instavel
com o método de Euler, o método implicito continua estdvel.

15 T T T T T T T T T
1% ]
X 05 1
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X

0% XX XXX XXXXXXXXXX X 4
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Solucao por diferencas finitas de
uma equacao as derivadas parciais
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Aproximacao da derivada por diferencas centrais

Funcdo g(x)

Primeira derivada

08 _ glx+h)— g(x—h)
ox 2h

Segunda derivada

O’g 0 0g _ g(x+2h)+g(x —2h) —2g(x)

ox2 OxOx 412
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Problema de Cauchy

Considere-se um fio com comprimento 10, alinhado com o eixo dos x entre
x=0ex=10.

Seja u(x, t) a temperatura no ponto x, no instante t.
Condic3o inicial
TX

u(x,0) =10 - sin( 10

), 0<x<10

Calcular a evolugdo da temperatura em cada ponto do fio ao longo do
tempo.

u _ ,u

ot — Yox2
u(x,0) =10 -sin({g)

0<x<10
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Aproximacao por diferencas finitas

Incremento no tempo: dt; incremento no espaco: dx

u(x + dx, t) + u(x — dx, t) — 2u(x, t)
dx?2

u(x, t+dt) = u(x,t) + «a-dt-

Nas fronteiras x = 0 e x = 10 usam-se as aproximacdes

2u(dx, t) —2u(0, t)
(dx)?

u(0,t+dt)=a-dt-

2u(10 — dx, t) — 2u(10, t)
(dx)?

u(10,t + dt) = u(10,t) + o - dt -
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Resultado

u=temp 4
2
01
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Como funciona o SIMULINK?
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Blocos com transferéncia direta

Exemplos de blocos com
transferéncia direta:
@ Funcao definida pelo utilizador

e Ganho

e Condicdo inicial do integrador
Alguns blocos SIMULINK tém portos e Produto
de entrada com transferéncia direta @ Modelo de estado linear com
(direct feedthrough). Isto significa matriz D # 0
que a sua saida é calculada de modo @ Soma
instantdneo a partir da entrada. @ Funcdo de transferéncia, quando

o denominador e o numerador
tém a mesma ordem

@ Pdlos/zeros, quando o
denominador e o numerador tém
a mesma ordem
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Actualizacdo dos valores dos blocos do SIMULINK

Atualizacdo da saida de um bloco, de
um instante de discretizacdo para

outro, feita com uma equagdo de 1 2| 1] 3
diferencas associada ao método >_' =S >®

numérico escolhido (solver).

@ Atualiza a saida dos blocos
dindmicos com a condic3o inicial

@ Atualiza sucessivamente os
blocos estaticos cujas entradas  Exemplo para esta figura

estdo ja definidas @ Atualiza sucessivamente 3, 4, 5,
6
@ Atualiza sucessivamente 1, 2
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Loops algébricos

Ocorre um loop algébrico quando a
entrada de um bloco com
transferéncia direta é calculado a
partir da saida, diretamente, ou
através de uma cadeia de blocos com
transferéncia direta.

Esta relagdo entre sinais significa que Por exemplo, nesta situacdo é
eles ndo sdo independentes, existindo z = u — z, ou seja, z = u/2.

uma relacdo algébrica entre eles que _ _
pode ser resolvida. Ha blocos que podem ser inseridos

Por vezes é dificil detetar e resolver ~ Para quebrar um joop algebr_|c_o, por
um loop algébrico. exem.pINO o.b!o.cc.) IC para definir
condig¢Bes iniciais.

u
—+ .
.
-

Nio entanto, estes devem ser
evitados dado que retardam muito,
ou impedem mesmo, a simulac3o.
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