Modelacédo e Simulacdo — 6.Modelos baseados em dados 1

6. Modelos baseados em dados

Objectivo: Apos completar este modulo, o aluno devera ser capaz de formular
e resolver problemas simples de estimacao de parametros com base no

método dos minimos quadrados.

Referéncia: Ljung e Glad.
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Ajuste de uma recta a dados experimentais

Uma situacao experimental: |

Pretende-se relacionar a corrente | com a

tenséo V no circuito da figura.

Para tal sdo aplicados diversos valores de

tensao a resisténcia e registados os dados +
Tenséao [volt] |Corrente [mA] V =?
Vi=1 L.=2.1 =
V=2 .=3.9
Vs=3 13=6.2
V=4 1.=7.9
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Sob certas condicdes, a relacao teodrica (0 modelo) existente entre a tensao V

aplicada a resisténcia e a corrente | é:
| =gV

em que 9 é um parametro que se pretende estimar a partir dos dados.

10

Devido aos erros experimentais, 0s pontos

9l

experimentais nao se encontram exactamente

sobre arecta | = 9V mas tém desvios.

I [mA]
&

Como decidir qual a recta melhor ajustada? i

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
V [wit]
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De acordo com o Principio dos Minimos Quadrados € escolhida a recta que

minimiza a soma dos quadrados dos desvios.

De acordo com este principio, a estimativa de 9 ¢é tal que minimiza

J(9)=(21-gx1)" +(39-gx2) +(62-gx3) +(79-gx4)

/N

O que efectivamente O que esperamos que seja a

corrente quando a tensao é 2
observamos o
(Depende da estimativa de Q)
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e "custo" J(9) associado ao critério de minimos quadrados
N
J(9)
g
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Como J(9) é uma funcdo quadratica de 9, a estimativa de minimos
guadrados verifica a equacao

1d)
2 dg 9=9

ou seja
~1x(21-§x1)-2x(39-§x2)-3x(62-Gx3)-4x(79-§x4)=0
Esta equacdo simplifica-se para 609 -1201=0 sendo a estimativa de

minimos quadrados dada por

G = 2.00
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Ajuste de uma recta a dados experimentais (Caso geral)
Suponhamos que a relacgéo tedrica entre duas grandezas X e Y é do tipo
Y = aX

em que o € um parametro desconhecido que se pretende estimar.

Repare-se que, conhecendo uma estimativa de a podemos responder a

perguntas do tipo "Se X valer ... quanto se espera que valha Y ?"
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Suponhamos que sdo observados n pares (X;.Y;).i =1.....n correspondentes a

outros tantos ensaios experimentais. Disp0e-se da tabela

X Y
X, Y,
X, Y,
X, Y,
X, Y,
X Y;
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Pretende-se estimar a recta melhor ajustada aos dados experimentais, de

acordo com o critério de minimos quadrados.

10

De acordo com esta critério, a estimativa é
ol
tal que minimiza a soma dos quadrados dos o L
desvios: -
n 5 g 5| T
J@) = X (Y, - aX,) m
. 3t 0
=1
2L
O que efectivamente O que estamos a % 05 1 15 2 25 3 a5 4 45 5
observamos espera que seja Y, e
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A estimativa de minimos quadrados verifica a equacao (eq. "normal®):

1d)
2da|,_;

ou seja

=1

esta equacao tem por solucao
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Minimo ou nao?

_ 1 dJ N _ o
A condi¢dio 53, =Y ndo garante necessariamente que J(@) seja minimo

para « = 4. E necessario impor uma condicdo na segunda derivada:

d’)
=) X’>0
da® IZ:;

Neste exemplo, esta condicdo € verificada se for feita pelo menos uma

medida com X # 0 (0 que tem uma interpretacdo geométrica imediata).
Veremos a seguir gue se estimarmos mais do que um parametro a segunda
derivada deixa de ser um escalar. A condicao de minimo € entdo a de que os

dados sejam tais que a matriz de segundas derivadas seja definida positiva.
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Bom, ou apenas Optimo?
A estimativa de minimos quadrados é "optima" no sentido em que minimiza

um funcional de custo. No entanto, o funcional de custo pode néao ser o mais

adequado.

Como caricatura, pode dizer-se que o0s bons reldgios sdo 0s que estao
parados pois dao horas absolutamente certas duas vezes por dia.
Um outro exemplo € o de um cacador que vé dois pombos. Se disparar para o

ponto que minimiza a distancia média quadratica aos dois pombos...

Isto sugere que por vezes SA0 Necessarios outros critérios.
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Outros critérios de Estimacao
Ops exemplos anterios sugerem a utilidade de utilizar critérios que
ultrapassem as limitacbes dos Minimos Quadrados. Um dos mais utilizados

em Estimacao é o critério de Maxima Verosimilhanca.

No entanto, quando a motivacdo é o Controlo Adaptativo, os Minimos
Quadrados gozam (quando integrados num sistema de controlo em cadeia
fechada) de propriedades gue os tornam suficientes para muitas aplicacoes.

Séao alem disso simples e de convergéncia robusta.
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Carl Frederich Gauss (1777-1855) utilizou pela primeira vez

o critério de minimos quadrados para a estimacao de

parametros em equacoes.

Em 1801, o astronomo italiano Piazzi observou pela primeira

vez um pequeno planeta denominado Ceres. Infelizmente, a

duracao das observacodes era muito curta devido a Ceres se

ser escondido atras do Sol, pelo que estas eram insuficientes para estimar os
parametros da sua oOrbita pelos métodos tradicionais. Recorrendo ao critértio
dos minimos quadrados, Gauss efectuou uma estimativa (bastante diferente
das obtidas pelos metodos classicos) que foi brilhantemente confirmada pelas

observacoes experimentais.
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Qual a estimativa de minimos quadrados

da aceleracéo da gravidade 9?
t2

Modelo: N= 93* €

t [s] h [m]

1 8.49

20.05

50.65

72.19

129.85

O O &~ WO N

171.56

h(t)
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Estimac&o de parametros em equacodes de diferencas
Modelo:
y(t)+ay(t-1)+...+ay(t—-n)=bu(t-1)+... +b u(t—m-1)

Problema: A partir das amostras de U e Y, estimar os parametros a; bj

u Sistemaa| VY
21 Identificar ;

SARIR hnatl
—

v

J. Miranda Lemos
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Exemplo
Considere-se o sistema /
y(k+1) =ay(k)+bu(k)+e(k +1)

Dados recolhidos

1000 1000 1000

2,y (k) =30 DU’ (k) =50 > y(k+Dy(k) =1

1000 1000

Y y(k+uk) =36 Y y(k)u(k) =20

Determinar as estimativas de minimos quadrados dos parametros a e b

e Escrever a funcional de minimos quadrados

e Calcular as derivadas parciais em ordem aos parametros e igualar a zero

J. Miranda Lemos
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18 2
= =3 [y(k +1) - ay(k) — bu(k)]
240
A N
= = y(K)[y(k +1)—ay(k) -bu(k)] =
k=1
21 N
= ~> u(k)[y(k +1) - ay(k) - bu(k)] =
k=1
éZ y* (k) +5Z y(k)u(k) = Zy(k)y(k +1) 304 + 20b =1
4> u(k)y(k) +b 3 u” (k) = > u(k)y(k +1) 204 + 500 = 36
a=-061 b=0964
J. Miranda Lemos IST-DEEC
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Notacao matricial
Se quisermos resolver o problema de estimacao para um numero arbitrario de

parametros temos de usar a notacao matricial.
y(t)+ay(t-1)+...+a,y(t—n)=bu(t—-1)+...+ b u(t—1—m) + e(t)
Define-se o regressor , ? ,como
' (t-1)=[-y(t-1)...-y(t-n)u(t-1) ut—1-m)]
e 0 vector de parametros a estimar, ¢,como
¢’ =la,...a, b ..b]

O modelo escreve-se:
y(t) = '(t-1)0 + e(t)
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Critério de Minimos Quadrados

Dadas N observacées, estimar o vector de parametros &, por um vector 6

por forma a que o funcional seguinte seja minimo:

1(6) = %Z[ya)—ew—nr

t=1
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YO ] [ (00 | [e®]
o) |_| oo | |e@
Y(N) | _gp’(N—l)é?_ e(N) |
Yy | (0 | [e®]
y(2) (1

| ¢ :() 0.| €@
Y(N)| |@'(N=2)| [e(N)
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YD ] | (0 | [e®
@|_| e |, @
FOINECE) \ O
_ E[ N x 1]
y[N xl] CI)[N xnp] [npxl]
O conjunto das N observacoes satisfaz:
y=D00+¢
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Funcional de minimos quadrados escrito matricialmente:

Como:

Vem:

1. 1 __
J(Q)ZNHEHZZW '
E=y-DF

)(6) = 5=y - 00')(y - @0)

O funcional de
minimos quadrados

é uma forma

quadratica em 0

J@ﬂ:—£(77—27®6+0ﬂﬂbﬂ

2N
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A estimativa ¢ de minimos quadrados satisfaz

V,d(0),., =0

0-0 —
Gradiente da forma quadratica

V. (X'AX) = 2x'A
Recordando:

J(0) = %(y’y —2Y'D 6+ 0'D' D)

vem

1
=—(—2Y'D +20'D'D
V,J 2N( y'®+20'D'0D)
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A estimativa de minimos quadrados satisfaz pois a equacao

1
=—(—2Y'D +20'®'D
v,J 2N( y'® +20'D'D)

ou seja

VN

OD'D = §'d

ou, transpondo

Va\

O'DH = D'y
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Equacéao Normal
Em conclusao, a estimativa de minimos quadrados do vector de parametros ¢

do modelo de regresséao linear
y(t) =9'(t-1)0 + e(t)
satisfaz a equacao matricial (dita equacao normal)
O'DH =Dy
Se existir a inversa de ®'® a estimativa de minimos quadrados existe e é

unica, sendo dada por

0 =(0'D) Oy
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