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Capitulo 1

Mecanica de particulas

Este capitulo pretende apenas relembrar o conhecimento necessario para prosseguir o
estudo, nao pretende ser um curso de mecanica Newtoniana para quem nunca a aprendeu.

1.1 Movimento e referenciais: cinematica

A Cinemética debruga-se sobre o movimento — mudanga de posi¢gao — dos objectos sem
ligar as suas causas. A preocupacdo com as causas do movimento — forcas, e como elas
fazem mover os corpos — € o objecto de estudo da Dinamica: o que provoca o movimento
e como ele evolui.

1.1.1 O que é o movimento

Considere-se o astronauta da Figura 1.1. Ele estd a mover-se? Podemos pensar no
movimento do astronauta relativamente a muitas referéncias: relativamente a estagao
espacial de onde é feita a observagao, a Terra, ao Sol, a uma galdxia distante. As
possibilidades sao infinitas.

O movimento é sempre relativo a algo i.e. sempre medido relativamente a um referen-
cial que defina coordenadas. Para ter a percep¢ao de movimento é necessario observar
o que acontece relativamente a esse ponto de vista. Podemos entdo compreender o
movimento como uma alteracdo de coordenadas do objecto no referencial escolhido, ou
seja como variacdo no tempo da posicdo do objecto num certo referencial. Por definigao,
nunca hd movimento de algo relativamente a si proprio. Um astronauta estd sempre
parado relativamente a si proprio. Neste contexto, as variacoes com o tempo estao entao
sempre intrinsecamente associadas a um referencial ja que cada referencial tem uma visao
diferente do movimento.

1.1.2 Velocidade e aceleragao

Considere-se uma particula no espaco. A sua posi¢do e movimento — velocidade, ace-
leragdo — tém que ser medidos num certo referencial. A posicao da particula num certo
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Figura 1.1: Movimento de um astronauta relativamente a um referencial. Fonte: NASA.

instante ¢ identificada como as coordenadas da particula nesse instante. A velocidade
medida (i.e. relativa) ao referencial considerado pode ser definida como a variacdo com
o tempo, nesse referencial, das coordenadas da particula v* = . A variacio do vector
velocidade é a aceleracao medida nesse referencial. Sublinhou-se a expressao medida
para indicar que o movimento e as suas propriedades sao relativamente ao referencial
seleccionado. O movimento sera diferente relativamente a outro referencial.

Uma questao importante é que para determinar a posicao da particula bastam as
suas coordenadas. Num espaco plano pode definir-se um vector posi¢ao mas este pode
nao fazer sentido num espaco curvo, ou em coordenadas curvilineas num espaco plano,
onde 86 a reducao a coordenadas cartesianas oferece garantia de que pode ser definido.
Esta questao surge porque na realidade hd uma diferenca entre o espago (a variedade)
dos acontecimentos, que utilizamos para descrever o Universo, e o espaco vectorial onde
os vectores sao escritos. Em cada ponto da variedade, associado com o sistema de
coordenadas, é definido um espaco tangente onde os vectores associados com esse ponto
sao escritos. No caso de coordenadas cartesianas os espacos tangentes de todos os pontos
sao iguais e confundem-se, podendo-se por simplicidade ignorar a diferenga entre eles. No
caso de coordenadas curvilineas isso ja nao acontece e é necessario distinguir os espacgos
tangentes de cada ponto.

Assim, a posi¢ao é o conjunto de coordenadas que especificam o ponto onde se
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encontra a particula, que podem especificar um vector posicdo em certos casos ou se
se reduzir a coordenadas cartesianas, a velocidade é o vector do espago tangente cujas
componentes sdo as derivadas das coordenadas em ordem ao tempo (no referencial dado),
e a aceleracao a derivada do vector velocidade.

2
Py

<

<L

®y

<

Ql

Figura 1.2: Trajectéria com velocidade e aceleracao (decomposta em componentes normal e
tangencial) num referencial.

A velocidade da particula é sempre tangente a trajectdria enquanto que a aceleragao
se decompoe em componentes tangencial e normal, correspondentes a variar-se o médulo
e direccao da velocidade. A aceleracao normal pode ser pensada como uma aceleragao
centripeta de um movimento em torno de um centro instantaneo de rotagao @ = (at, a,) =

(0,v%/p).

1.2 Cinematica em coordenadas curvilineas

1.2.1 Velocidade e aceleracao em coordenadas polares

Um caso muito relevante em mecanica orbital é a utilizacao de coordenadas curvilineas,
em particular das coordenadas polares (r,6). Através da relagdo entre as coordenadas
cartesianas e polares podemos deduzir as expressoes da velocidade e da aceleragao escritas

'Embora fosse em principio possivel relacionar referenciais com sistemas de coordenadas curvilineos
que se movem uns relativamente aos outros, esse caso nao vai ser explorado aqui para ndo aumentar
a complexidade sem necessidade. Assim, em cada referencial considerar-se-a sistemas de coordenadas
curvilineas porque h& essa necessidade. Mas vai sempre considerar-se um sistema de coordenadas
cartesiano quando for necessdrio relacionar um referencial com outro que se mova relativamente ao
primeiro.
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‘\\ ’17 €y
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Figura 1.3: Trajectéria de particula parametrizada utilizando coordenadas polares. Os vectores
velocidade e aceleragao sao escritos no referencial local.

nas tltimas!.

Considere-se uma particula numa certa trajectoria. A sua posicado pode ser para-
metrizada pelas suas coordenadas em funcao do tempo e pode-se utilizar coordenadas
polares para tal (cf. Figura 1.3). Neste caso, os vectores velocidade e aceleracao (em
coordenadas polares) tém que ser escritos no espaco tangente local na base natural que
estd directamente relacionada com as coordenadas utilizadas. Em posicoes diferentes os
espacos tangente sao diferentes e tém uma base natural diferente que, mesmo que o vector
a escrever seja igual, resultard em componentes diferentes por se estar noutro ponto do
espaco. Observando o movimento ao longo do tempo, a base onde os vectores sao escritos
¢é diferente em cada instante i. e. dependem do tempo. Portanto serd necessério levar em
conta também a variacdo dos vectores da base, e nao s6 das componentes, para saber
como o0s vectores em geral evoluem.

Utilizando os espagos tangente das coordenadas cartesianas, que ¢ igual em todo o
lado, podemos calcular as taxas de variagdo dos vectores das bases locais polares (dos
espagos tangente). Observando a Figura 1.3 e lembrando que todos os vectores envolvidos
tém norma igual a unidade tem-se, em cada ponto:

€, = cost €, +sinfb é,, (1.1a)
€p = —sinf e, + cos bt €y, (1.1b)

onde €, €y s@o os versores (i.e. vectores normalizados) da base polar em cada ponto do
espaco (espaco tangente) e €y, €,, os versores cartesianos, sao independentes do tempo
porque sao iguais em todo o plano.
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Derivando (1.1) e lembrando que os vectores cartesianos nao dependem do tempo,
obtém-se:

de, L
d€9 = —sinf &, + cosf e, = ey, (1.2a)
dé
% = —cosfé, —Sinegy = —ép, (1-2b)
e ainda 4@ 4e
€r €
=0= 2 1.3
dr dr’ 43
ou seja, €, €y s6 dependem de 6. Utilizando a regra da derivada composta:
de, de.do
a =g ar (4
dey degdo .
g = @ a = 67" 6, (1’4b)

obtemos as derivadas dos vectores da base polar em cada ponto em funcao das coorde-
nadas da particula e suas derivadas e dos préprios vectores.

Recorrendo as coordenadas cartesianas sabemos que a posicao da particula em co-
ordenadas polares pode ser dada pelo vector posicao, que em coordenadas polares é
simplesmente 7 = ré,.; nesse caso, a velocidade pode ser calculada pela derivada do
vector posicao . .

%:fé}—f—r%:i’é}—krﬁé'g, (1.5)

de onde resulta que as componentes (7, §) da velocidade de uma particula em coordenadas
polares sao, respectivamente:

U=

Vp = 7"’ (16&)
vg = 10. (1.6b)
A aceleracao em coordenadas polares pode obter-se derivando o vector velocidade

7 = 1€, + rf €y em coordenadas polares, lembrando que os vectores da base também
dependem do tempo,

LAd e e dé
i=— = er—i-rﬁ—i-(re—kr@)eg—kreﬁ
=i& +70& + (10 +rf)é +ro (—éa), (1.7)
que se simplifica para . ) .
a= (¥ —r0* e + (rf + 210) &, (1.8)

o que significa que as componentes da aceleragdo em coordenadas polares sao:

ap =i — 162, (1.9a)

ag = r + 2. (1.9b)
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Note-se que a, # dd%, ag 7 dste porque os vectores da base dependem do tempo. No

caso de movimento circular nao uniforme em torno da origem com velocidade angular

w (=7 =0)temse ¥ = r0&y = v = wr, d, = —r0*€, = a, = rw? = v?/r e

ar=rbéy = ap = rw
1.2.2 Velocidade e aceleragao em coordenadas curvilineas

A deducao da § 1.2.1 pode ser realizada utilizando a abordagem da geometria diferencial?.
As coordenadas polares (r, ) sao coordenadas curvilineas definidas pela transformacao:

x =rcosb, (1.10a)
y =rsinb. (1.10b)

A matriz de transformagcao inversa é dada por

Xi = Ox/0r Ox/00 _ C?S@ —rsinf (1.11)
dy/or Jy/00 sinf  rcosf
e a matriz de transformacao directa, que é a inversa de Xf/, por
) N 1 0 in 6
b b'eA I e (1.12)
r \—sinf cosd

As componentes da velocidade da particula na base natural {€1, €2} (componentes
contravariantes) sao determinadas pelas derivadas das coordenadas

vt =i = (7, 6). (1.13)

No resto desta seccao vai-se utilizar a convencao da soma de Einstein onde se interpretam
indices repetidos como estando a ser somados sobre a sua gama de variacdo. A métrica
é dada por

" h2 0 1 0
XU XIS, = T _
g” = ,;L j 52/_7' = 0 hg = 0 7~2 s (114)
de onde resultam os factores de escala
h; =1,r. (1.15)

As componentes contravariantes dos vectores, que sao as que obedecem as propriedades
de transformagcao tensorial e podem ser usadas para tal, nao tém as unidades correctas,
nem as bases — ditas natural ou dual — sao necessariamente normalizadas. Por exemplo,
a segunda componente contravariante da velocidade, 9, nao tem dimensoes fisicas de
velocidade linear mas sim de velocidade angular. Ao mesmo tempo, o respectivo vector

2 Apresenta-se aqui os célculos sem grande explicacio dos simbolos, j4 que foram objecto de estudo
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da base natural, €y, ndo é adimensional. Para obter as componentes com as dimensoes
correctas e vectores locais normalizados tem que se passar para a denominada base fisica,
que se obtém em cada ponto a partir da base natural (e as componentes fisicas das
contravariantes). As componentes fisicas obtém-se das contravariantes multiplicando

estas pelos factores de escala, .
V() = hid'; (1.16)

por sua vez, o vector da base natural correspondente deve ser dividido pelo factor de
escala para se obter o vector da base fisica. A velocidade fisica em coordenadas polares
¢é entao:

vy = (vr,v9) = (7,70) | (1.17)

A aceleragao contravariante é definida como a derivada total para levar em conta a
variacao dos vectores da base local

. Dot dad A  Ovt ik
al = el JUNES v]@ + Ipvlv
= i 4+ T /o, (1.18a)

onde os simbolos de Christoffel Fé i e podem obter da métrica (ndo mostrado) e sao, no
caso de coordenadas polares:
0 0
F:r:FGOZFM‘: ;9: gr:O?
1

56’ =-T Ff@ = Fgr = r (119)

As componentes contravariantes polares da aceleracdo sao entao:
a' = it + T + 0 =7 — rf2, (1.20a)
.92 .
a? = i + T 0% + 179 %" 4+ 0 =6 + =76. (1.20b)
r

Tal como no caso da velocidade, as componentes fisicas da aceleracao obtém-se das
contravariantes multiplicando estas pelo respectivo factor de escala a;y = h;a":

aqy = a, = la' =1 (7 — r6%) = i — r6?, (1.21a)

.9 . . )
@ =ag=ra>=r (.9 + m) = rf + 276; (1.21Db)
T

ou seja, as componentes fisicas da aceleracao sao:

(ar,ag) = (¥ — 162,10 + 210) | (1.22)

O procedimento de geometria diferencial utilizado aqui para coordenadas polares
pode ser usado para qualquer sistema de coordenadas curvilineo e, sendo sistemaético,
acaba por se tornar mais simples do que obter as derivadas directamente, como em
§ 1.2.1.
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1.2.3 Componentes Normal e Tangencial

Seguindo as construgoes da Figura 1.4 e como ja referido, no caso de uma trajectoria
arbitraria a velocidade é sempre tangente a trajectéria, ¥ = vé;. Localmente, a trajectoria
pode sempre ser pensada como uma curva de raio p e centro na direc¢do normal €,; a
velocidade escalar v obedece a vdt = ds = pdf. A variacao da base local (similar ao que
aconteceu em coordenadas polares) é C}i—% = €, e a aceleracao é

dv  dv
dt  dt

N dé} dU
€& +v— =

dv ,dedfds dv,  o?
at - @t dsar -

& + —&p. (1.23)
P

—

a::

A aceleracao normal a,, s6 altera a direccao de v, é centripeta; a aceleracao tangencial
a; s6 varia ||U||. Em trés dimensoes (3D) a trajectéria pode ter tor¢ao e sair do plano
osculador; nesse caso @ tem 3 componentes, a binormal altera a direccdo do centro
instantaneo de rotacao.

1.3 Referenciais relativos

1.3.1 Referenciais e variacao com o tempo

Um referencial® é um ponto de vista com coordenadas associadas que mapeiam o espaco
e podem identificar a posicao de objectos. Essa posicao pode ser identificada pelo
vector posi¢ao, relativamente a origem do referencial em questao. Se se considera outro
referencial com uma origem diferente, o vector posicao serd diferente.

Se um referencial se move relativamente a outro a variagdo com o tempo de uma
grandeza que depende das coordenadas serd diferente nos dois referenciais. Por exemplo,
a velocidade é a taxa de variagao das coordenadas, que por sua vez dependem do
referencial. As grandezas fisicas dependentes do tempo sao relativas ao referencial onde
é observada essa variacao. A velocidade serda medida, observada, num certo referencial e
tem o significado de velocidade relativa a esse referencial. Por outro lado, a velocidade
é uma grandeza vectorial. Apds o vector que a representa ser obtido, este pode ser
escrito em qualquer base de vectores adequada, incluindo uma base associada a outro
referencial. No entanto, a velocidade continua a ter o significado de velocidade relativa
ao referencial original. Uma coisa é o significado da grandeza fisica, outra como essa
grandeza é descrita matematicamente.

1.3.2 Vectores dependentes do tempo em referenciais diferentes

Considere-se dois referenciais ortonormados, i e e, com movimento relativo com vectores
de base, respectivamente, {i1, 12,13, }* e {€1, &, €3, }. Seja uma grandeza fisica vectorial

em disciplinas anteriores, nomeadamente Mecdanica Aplicada I e Mecanica Aplicada I1.

3 Apenas se vai considerar transformacoes entre referenciais ortonormados; em cada referencial pode-
se depois passar para coordenadas curvilineas.

4A designacio i para os vectores de um referencial sugere que ele serd um referencial de inércia. No
entanto, por enquanto ndo estamos preocupados com as causas do movimento, logo néo é necessario que
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Figura 1.4: Componentes normal e tangencial da velocidade e aceleragao de uma particula [9].
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(i. e. representada por um vector) A que depende do tempo. A variacdo com o tempo

depende do referencial onde é observada (medida). Mas do ponto de vista de cada

referencial, os vectores de base desse referencial® nao variam com o tempo. Pode-se
escrever A utilizando tanto uma base do referencial {i} como um de {s}%,

A= A0 = AWé,,. (1.24)

A variagao com o tempo depende do referencial utilizado. Por causa disso, temos

que distinguir o ponto de vista tomado quando se deriva em ordem ao tempo. Para

distinguir onde a variagao com o tempo estd a ser observada, usaremos um prefixo a
indicar o referencial na derivada. Assim:

id

e -; ¢ a variagao temporal observada (medida) do referencial {i},
idff 1(2)7
- = ADT (1.25)

que faz faz apenas variar as componentes, ja que a base de um referencial nao varia
relativamente ao préprio referencial.

. . € 7 . ~ . .
e Similarmente, d—ctl é a variagao com o tempo medida no referencial {e},

— = Alg,. (1.26)

Se derivarmos em ordem ao tempo, do ponto de vista de um referencial, um vector escrito
noutro referencial, os vectores da base em geral também vao variar,

‘ij A9, + ADE, (1.27)

1.3.3 Translacao Relativa de Referenciais

Considere-se dois referenciais, i e e, com origens O e O, respectivamente (Figura 1.5).
A posicao da origem de e medida em 7 é RB/. O referencial e desloca-se relativamente a
1 com velocidade 170/. O movimento é de translacao pura, cada ponto de um desloca-se
com a mesma velocidade relativamente ao ponto correspondente do outro, o que significa
que o sistema de coordenadas que se estende no espaco do referencial nao muda a sua
orientacao relativamente ao outro. Sem perda de generalidade pode-se considerar que
as coordenadas cartesianas de um estao alinhadas com as de outro (a alternativa seria
que fizessem um angulo constante). Uma vez que nao hé rotacgao e as coordenadas sao

assim seja. As relagdes entre estes dois referenciais sdo puramente cineméticas.

5Como observado antes, estamos a utilizar coordenadas cartesianas, o que significa que os vectores
em cada referencial sdo escritos de modo igual em quaisquer coordenadas, ji que o espago tangente é
igual em todos os pontos.

5Tal como anteriormente, sempre que a notacao indicial for utilizada, a convencio da soma de Einstein



Referenciais relativos 11

N
UL y— V
‘/( )

-~
®y

<

N

dy

<
faoll
Dy

el

Figura 1.5: Translagdo de um referencial relativamente a outro.

cartesianas, os vectores das bases dos espacos tangente sao todos iguais — i. e. nao
variam com o tempo.

A posicao de qualquer ponto do espago pode ser determinada pelo vector posicao
R relativamente & origem de e ou 7 relativamente a origem de e. E imediato somar os
vectores para obter R = Eo/ + 7, e derivando esta expressao obtém-se a velocidade 1%
medida em i,

dR - ldRo  ldF
— =V = —. 1.28
t dt + dt ( )
Note-se que ldfto' = VO/ é a velocidade do referencial e, medida no referencial ¢. Por
outro lado os vectores da(s) base(s) de s nao variam, €y = Cte, logo a velocidade o'
medida no referencial s é simplesmente a variacdo das componentes
dr edr , - =
ar at o+ ( )

Como os vectores de base nao variam com o tempo, nao hé grandes diferengas nas
grandezas medidas num referencial e noutro, mesmo que fagam um angulo (constante).
Nesse caso a decomposicao de vectores é mais complicada mas nada se altera de signifi-
cativo. Esta é a lei de transformagao de velocidades de Galileu.

Para a acelerac@o (e outros vectores) é similar, obtendo-se

a=do + 5/, (1.30)

serd utilizada.
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onde d@’ é a velocidade medida no referencial e. A situacao altera-se significativamente
se um referencial rodar relativamente ao outro, pois os vectores da base vao, nesse caso,
depender do instante considerado.

1.3.4 Referenciais em Rotacao

Consideremos agora dois referenciais no plano (problema bidimensional, mais facil de
compreender) com a mesma origem, um referencial {s} a rodar relativamente ao outro
{i} com velocidade angular &. O vector posigdo de uma particula é o mesmo mas
decompoe-se em bases diferentes em cada referencial. A velocidade medida no referencial
{i} ¢

P9

(i}: V= ar (1.31)

dt

Por sua vez, a velocidade medida no referencial {s} é

S 1=
_,odr

{s}: U= (1.32)

Seja o vector posigao 7 escrito no referencial {s} com coordenadas z,y,

{s}: 7= 18 + Y3 (1.33)
entao, tem-se
L igr . . sdi . .
V= s = &8 + 9So + x8| + ySy = E—l—ﬂfgl—%—ygg, (1.34)

onde agora temos que calcular a derivada dos vectores da base de um referencial, vistos
do outro.

Na Figura 1.6 estd representada uma rotacao infinitesimal do referencial {s} entre ¢
e t + At. O referencial roda A = wAt, portanto a variacao dos vectores da base é:

Agl = ||§1||A9 52 = A0 §2, (135&)
AGy = ||52]| A0 (—5)) = —A0 5. (1.35b)

No limite, quando At — 0, obtém-se as derivadas:

. Asy :
o p— 1 = 1 — 5y = 0_’ = S 1.
L7 A0 At Ao A2 52 = w2, (1.362)
. YAV Af .
G = _— = — 1‘ — 3 = — S = — S . 1
52 Aiglo At Aiglo At 51 = ws ( 36b)

Notando que a velocidade angular & = w83 do referencial {s} medida em {i} tem a
direccao da terceira componente, obtém-se:

;1 = w§2 = X _»1 (1.37&)

‘2 = —WwSs1 = W X S9. (1371))
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Figura 1.6: Derivada dos vectores da base de um referencial em rotagio (2D).

Finalmente, voltando a (1.34), tem-se a velocidade medida em {3},

I v Vs U - . sdr . . R sdr
= + 28 + ySy = + & X (281) + & X (yS) =

+@x7 o (1.38)

oAt dt dt dt
e fungao da velocidade angular do referencial e da velocidade
sdr
/
= — 1.
v e (1.39)

medida no referencial {s}.

Embora acima apenas se tenha obtido o resultado para o caso bidimensional, o
resultado é véalido para qualquer quantidade fisica vectorial que dependa do tempo,
quaisquer referenciais e para trés dimensoes, i. e.

() _ ()
dt dt¢

+ &% x ()], (1.40)

onde, para se evitar ambiguidade, se explicitaram os referenciais em questao na velocidade

angular: % é entao a velocidade angular do referencial {s} relativamente ao referencial

Uma vez obtidos os vectores, estes podem ser escritos na base que se quiser, desde
que se possa realizar os cédlculos (e. g. para somar vectores tém que estar no mesmo
referencial).

1.3.5 Variacao temporal em dois referenciais — caso geral

Vale a pena demonstrar o caso geral em trés dimensoes e com um vector qualquer. Para
tal, torna-se mais facil utilizar a notacao indicial, ja usada antes. Sejam dois referenciais
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. — ) — il — . .
A e B. Seja o vector ¥ = v'é€; = v* €y escrito, respectivamente, em A e B. Como os
(A 7 b )
vectores €; nao variam em A, entao

A= i
dv dv :
g — i 1.41
dt < dt > v (1.41)

Utilizando a matriz da transformagao introduzida em (1.11) podemos transformar o e
os vectores da base:
v = X', (1.42a)
& =x"¢e, (1.42b)

7

e transformar a derivada de ¥ medida em A,

A= i }
dv _ <dv > : d (X-i/vi/) X'z,

dt dt At T ‘
Y TR T M U iy il
= XZ’XZ v € + Z"X'i (U )ej/, (143)
——
matriz T' 5!
&
comp. vector em B f
1.’jleﬂj/: d(iﬁ

onde por facilidade de notacao foi definida uma matriz 7" no primeiro termo do lado
direito da equagao. O segundo termo do lado direito de (1.43) é reconhecido como sendo
a velocidade medida em B.
Como os referenciais sao ortonormados as transformagoes sao ortonormadas, e simplificando-
se a notagao para R = Xf,, tem-se:
R=X,: X'=R'=R" = T=R'R (1.44a)
R'=R"' & R'R=R'R=1. (1.44b)
Diferenciando (1.44b), tem-se
d(R"R)
dt

A matriz T', de componentes Tj;, escreve-se

=R'R+R'"R=0 = R'R=-R'R=—-(RR")"; (1.44c)

Tyl = R R=—~(RR") = ~[T;1], (1.44d)

ou seja, T' é antissimétrica. Uma matriz antissimétrica num espaco tridimensional pode
ser sempre escrita a custa de uma matriz antissimétrica com trés entradas independentes.
Escolhendo judiciosamente o nome das entradas independentes, podemos sem perda de
generalidade escrever T na forma

0 —Wwsg %%
T = (,(_)3/ O —(_Ul/ . (145)

—Wy/ w1/ 0
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O primeiro termo do lado direito da equacao (1.43) vem entao

/
0 —Wwsg war ’Ul
Xj/ 7 7:/—»' o — — — 2!
s Xpv €y = ey ey ey way 0 —wy/ v
/
—Wwyr w1 0 8
/ /
w2/1)3 —W3/U2
N - = ’ / . =
= (el/ oy 63/) wy vt —wpvd | =3 x U, (1.46)

/ /
(,dl/’U2 — w2/U1

ou seja, (1.43) simplifica-se para

A By~

dv dv _pa .
- 14

g” g” + &7 x U, (1.47)

relacionando as derivadas de um vector medidas em dois referenciasia através da veloci-
dade angular de um referencial (B) relativamente a outro (A).
Como ¥ ¢ arbitrario, pode-se escrever (1.47) na forma de operador

SO _ 0 goa ()| (1.48)

Ad() _ PdO)
dt

A forma vectorial é invariante, vélida para todos os referenciais admissiveis (basta
concretizar). No entanto, é apropriado lembrar que sé referenciais direitos, i. e. em que
os trés vectores da base ordenados obedecem a regra da mao direita, sao admissiveis.
Isto acontece porque os resultados de produtos externos sao aquilo a que se costuma
denominar de vectores axiais”. Na realidade sido tensores de ordem um com sinal de
modo que se se mudar de referencial de um esquerdo para um direito ou vice-versa,
deveria surgir um sinal. Para evitar isso e tratar estes vectores como os outros, limita-se
universalmente a utilizagdo a referenciais direitos.

Em célculos concretos, todos os termos tém que estar no mesmo referencial mas este
¢é qualquer um que se escolha — mas as derivadas tém que ser calculadas no referencial
certo, porque nao sao a mesma coisa num referencial ou noutro. Utilizando os vectores
da base de B podemos confirmar que a velocidade angular que aparece na expressao é a
de B relativamente a A,

Ad_)'/ Bd_"/
v _ SO | GBA % &, (1.49)

At dt
=0

"Geometricamente os vectores axiais néo sdo representados por segmentos orientados mas sim por
segmentos que rodam em torno do seu eixo. Eles ainda sdo elementos de um espago vectorial — vectores
— mas as suas propriedades geométricas sdo diferentes, bem como o modo como podem ser somados
geometricamente. Eles ndo sdo invariantes quando se passa de um referencial direito para um esquerdo
ou vice-versa porque essa operacdo inclui uma inversdo, i. e. uma transformagdo no seu espelho. Um
segmento em rotagao visto ao espelho roda em sentido contrario, dai o sinal que surge nessa circunstancia.
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X

Figura 1.7: Velocidade medida em dois referenciais diferentes.

1.3.6 Velocidade e Aceleragao Relativas

Sejam em geral as grandezas representadas por maiisculas relativas ao referencial {i}
e as minusculas ou com plicas relativas a {s}. Considere-se o referencial {s} a rodar
com velocidade angular @* relativamente ao referencial {i}. Observando a Figura 1.7,
os vectores posicao relacionam-se

R = RO/ + F, (1.50)

com 7= 7 o vector posic¢ao relativo ao referencial {s}.

A velocidade no caso geral obtém-se derivando (1.50) e utilizando a transformacao
da derivada temporal

do o dds i A7
—R=V =—Rop +—7F=Vu 0% X T 1.51
¢ ot T ot g e (151)
ou seja,
V=Vo+7+& x| (1.52)

que relaciona as velocidades da particula medidas em ambos os referenciais com a ve-
locidade da origem (que serve de referéncia) e a velocidade angular de um referencial
relativamente a outro, e onde os vectores podem ser escritos em qualquer dos referenciais.
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Para a acelerac@o no caso geral o processo é similar. Utilizando (1.48) e (1.52),

o PR iRy . i’ . id /sdF .
a = = = ao — | — xXr
de2 de2 az " T e
., id /sd7 el o e T
= / _— X X e
a0+dt<dt>+ T+ w I
sd2—* sdi
= —"S’L —‘S’L — 8% —’SZ — 87
=do + dt2+ X0 4+ & X T+ @ XE+ x (% x T)

— o +a@ +& X (3 X 7))+ @ x T+ 25 x v/, (1.53)

e simplificando, obtém-se finalmente a relacao entre as aceleracoes de uma particula
medidas em referenciais diferentes:

—

G=a +do + & x (@ x ) + &% x 7 4+ 23% x v/ | (1.54)

1.3.7 Significado Fisico dos Termos de Aceleracgao

Observando (1.54) do referencial {s}

a=d—do — & x (@ x ) — &% x 7 — 235 x o, (1.55)

N

observa-se que a aceleragdo medida em {s}, @, é corrigida relativamente & aceleragao
medida em {s} (que se for um referencial de inércia terd uma relacao directa com as
forcas aplicadas) por um conjunto de termos ditos aceleracoes ficticias® ou aceleracoes
de inércia:
e —do desconta a aceleragao da origem do referencial {s};
o —&% x 7 tem que ver com a compensacao da aceleracao angular @ &% do referencial
{s} medida no referencial {i};
o — % x (&% x7') é a aceleracio centrifuga, que existe devido & rotacio do referencial
relativamente ao outro;

o —20% x v’ é a aceleracdo de Coriolis, que é devida a

— Rotacgao do vector velocidade relativa quando o referencial roda;

— Variacao da velocidade tangencial quando por acgao da velocidade relativa a
distancia a origem muda.

Os efeitos das aceleracoes inerciais podem ser muito visiveis, por exemplo em estagoes
espaciais que rodem, ou no referencial Terra. Alguns exemplos sao:

e Num veiculo a curvar, uma forca “ficticia” atira-nos para a janela lateral, quando
na realidade é a janela lateral que nos estd a obrigar a curvar com o veiculo em
vez de seguirmos em frente (aceleracao centrifuga);

8Nio sdo ficticias, existem mesmo, sdo um efeito da inércia.
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e Num carrocel em andamento, se tentarmos ir de um cavalinho para outro — nao
tente fazer isto! — seremos desviados para o lado (aceleracao de coriolis); 0 mesmo
acontecera numa estacao espacial em rotacao;

e Tornados no hemisfério Norte rodam quase todos no sentido directo (devido a
aceleracao de Coriolis);

e A 4gua no lavatodrio 14 de casa nao roda pelo gargalo abaixo devido & aceleracao
de Coriolis mas sim por irregularidades no lavatério ou velocidades iniciais mesmo
que residuais; em tais condigoes nao é possivel observar o fenémenos em cuidados
extremos na experiéncia;

e A sardinha é gorda no Verao em Portugal devido ao fenémenos de afloramento
(upwelling) que acontece neste caso por causa da forga de Coriolis.

1.3.8 Exemplo: referencial em rotagao sincrona

Um exemplo de referencial em rotacao (que de facto é nao inercial) é o horizontal local
vertical local (LVLH, na sigla em inglés utilizada comummente, correspondente a local
vertical local horizontal), que é frequentemente utilizado em érbita centrados em satélites
e que ajudam a navegacao e a observagao (cf. Figura 1.8). Por defini¢ao, o eixo z na

Spacecraft Orbit

Ground Track

il |
il

/ﬁhljli:lul Horizontal
i

I

Planetary Centre

Figura 1.8: Referencial local vertical local horizontal (LVLH), vertical local horizontal local
Fonte: NASA.

direcgao do centro da Terra (Nadir), o eixo x no plano da érbita e sentido geral de
avanco, e o eixo y perpendicular ao plano da érbita, formando um triedro direito. O
angulo de voo (também conhecido pela expressao inglesa Flight Path Angle) é o angulo
que a velocidade do satélite faz com o eixo x, que em 6érbitas circulares serd nulo. Por
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vezes, o eixo z é definido com sentido de zénite e nao de nadir, afectando o sentido
de y para o triedro se manter direito. Infelizmente é comum autores diferentes terem
defini¢oes diferentes tornando necessario verificar sempre quais as definigoes usadas. O
referencial tem velocidade angular correspondente ao periodo de revolucao do satélite
que serd constante apenas no caso de um 6érbita circular.

1.4 Dinamica de uma particula

1.4.1 Leis de Newton do Movimento

A mecanica cléssica é baseada nas trés leis do movimento de Newton:

1. Lei da inércia, um corpo preserva o seu estado de movimento, esteja em repouso
ou com movimento rectilineo e uniforme

2. F = 4(mv) & F = md quando m = C'
3. Lei da acgao/reaccao, f:'j = —ﬁi, i,j=1...N (N particulas)

A Primeira Lei é uma consequéncia da segunda; Newton explicitou a primeira Lei
provavelmente para marcar a diferenca com a Fisica Aristotélica. As leis de Newton
pressupdem a existéncia de um Espaco Absoluto e de um Tempo Absoluto sendo que
a Segunda Lei é valida num Referencial de Inércia. Mas o que é um referencial de
inércia? E um referencial em que a Segunda Lei é valida. Por outro lado, a massa m é
a constante de proporcionalidade entre a for¢a aplicada e a aceleragao observada, mas
se nao soubermos qual a natureza a forca teremos uma nova tautologia de definir massa
pela forga e forca pela massa. Estas tautologias s6 podem ser resolvidas pela observagao,
a filosofia natural é, em ultima instancia, uma ciéncia experimental.

A Segunda Lei de Newton sugere que os referenciais de inércia sao fundamentais
para o estudo da dindmica, ja que sao os onde ela é vélida. No entanto, é frequente
haver a necessidade de utilizar referenciais nao inerciais. Por exemplo, no estudo de
muitos fenémenos o referencial Terra pode ser considerado aproximadamente inercial,
mas na realidade a Terra roda (relativamente as estrelas i. e. a um referencial de inércia)
e também para muitos fenémenos teremos que a considerar como um referencial néao
inercial. Nesse caso, as expressoes (1.52) e (1.54), que relacionam as velocidades e
aceleracoes entre dois referenciais arbitrarios, deverao ser utilizadas para transformar a
Segunda Lei para um referencial nao inercial onde uma parte da “forga de inércia” — o
md — fica escondida nas forgas de inércia, designadas muitas vezes como ficticias — a
forga centrifuga, de Coriolis, etc. (cf. (1.54)). A utilizacao de referenciais nao inerciais
torna-se necessario porque, mesmo que as equagoes do movimento fiquem com uma
forma a priori mais complicada, essa complexidade é frequentemente compensada pela
forma em que o problema se apresenta, do mesmo modo que se queremos calcular o
volume de uma esfera, se torna mais simples utilizar coordenadas esféricas que, sendo
mais complexas que as cartesianas, tornam o problema mais simples devido a geometria
do problema.
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E necessério identificar os referenciais de inércia que, em tltima instancia (do ponto de
vista da rotagao) sao definidos pelas direcgoes de estrelas distantes. Na pratica, estamos
limitados a utilizar referenciais aproximadamente de inércia — nao é necessario resolver
todos os problemas no referencial da Galdxia, com orientagdo definida por quasares
distantes. Com a teoria da relatividade o referencial de inércia, num certo sentido, deixa
de existir.

Em problemas mais realistas tudo se complica, teremos que introduzir outras (mui-
tas) particulas, ou descrever sistemas como um continuo. Teremos for¢as numerosas,
nomeadamente de ligagdo ou de reacgao (que dependem da ac¢ao, podendo ser dificil
calcula-las). Podera ser conveniente utilizar coordenadas generalizadas em vez das carte-
sianas, que sejam mais adequadas a geometria do problema e nos permita simplifici-lo.
Isso requer a determinagao do ntumero de graus de liberdade do sistema, movimentos
independentes possiveis, compativeis com as ligagoes, de modo a determinar o niimero
minimo de equagodes a resolver para obter a solucao.

1.4.2 Lei da Gravitagao Universal

Também devemos a Newton a invencao da teoria que consegue descrever a gravidade
numa boa aproximagao. Nas suas interrogacoes sobre se os efeitos numa maga seriam
diferentes dos sentidos pela Lua, Newton concluiu que todos os corpos exercem uma
ac¢ao a distancia, instantanea, de atraccao mutua; essa forca de atraccao é exercida
na direccao da linha que une os corpos, proporcional as suas massas e ao inverso do
quadrado da distancia

F(r) = % , (1.56)

sendo que, pela lei de accao/reacgao, essa atrac¢ao é mitua.

Note-se que a massa gravitica que figura na Lei da Gravitacao Universal é de natureza
diferente da massa inercial, constante de proporcionalidade da Segunda Lei de Newton
do movimento. Uma é a constante de proporcionalidade da for¢a da gravidade, a carga
gravitica, enquanto que a outra é a razao entra a forga total aplicada (de qualquer
natureza) e a aceleragao observada. Experiéncias foram sendo feitas ao longo dos séculos
para determinar se as massas inercial e gravitica seriam mesmo iguais. E uma experiéncia
cujo resultado sera nulo se forem iguais e experiéncias negativas sao sempre dificeis, ainda
mais neste caso porque a forca da gravidade é muito fraca, sendo que domina o Universo a
grandes distancias apenas porque, aparentemente nao ha massas negativas?. A diferenca
ficou sempre no interior da (relativamente grande) barra de erro — iguais portanto

— mas s6 a teoria da Relatividade Geral forneceu uma explicacdo conceptual para a
equivaléncia entre a massa gravitica e a massa inercial.

9A anti-matéria tem massa negativa mas nao parece existir no Universo naturalmente.
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1.4.3 Forcga, impulso e quantidade de movimento

E intuitivo e prescrito pela Segunda Lei de Newton ) F= i—f que quanto mais massa,
mais dificil é mudar o estado do movimento; quanto mais velocidade, idem. A Quantidade
de Movimento, ou Momento Linear, p'= mu é assim uma medida da for¢a necesséaria
para alterar o estado do movimento.

Por outro lado, o efeito de uma forca sera tanto maior quanto mais tempo esta actuar.
E intuitivo que o Impulso total depende da forca e de quanto tempo esta actua. Assim,
o Impulso total I aplicado numa particula é definido como

. to . to dﬁ
I:/ Zth:/ —dt:ﬁg—ﬁlzmﬁg—mﬁl. (157)
t1 t1 dt

Entao, o vector impulso total

I=Ap| (1.58)

iguala a variacao da quantidade de movimento.

1.4.4 Trabalho e Energia
1.4.4.1 Trabalho realizado e energia cinética

O trabalho realizado por uma forga esté relacionado com o seu deslocamento. Em cada
instante, apenas a componente na direccao do deslocamento realiza trabalho

W= /ﬁ-df, (1.59)

onde dr é o deslocamento infinitesimal da forga F. Se esta for a forga total aplicada na
particula, entao

2 to dz 1 to d
Wit = | F-ddi= [ mS gddt== [ m~ (7-7) ddt
77‘1 t1 dt 2 t1 dt
1 2 1 2
= gmvy — Fmuy = AE,, (1.60)

i. e. o trabalho realizado por todas as forcas aplicadas na particula

Wi = BE] (L6

iguala a variagao de energia cinética F..

1.4.4.2 Forgas conservativas e energia potencial

Frequentemente uma forca s6 depende da posicio F = F () e a quantidade F (7) - ddr é
uma diferencial exacta
F(7)-dr = =dU(7). (1.62)
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Uma forga que verifique esta propriedade diz-se conservativa e pode ser descrita por uma
fungao escalar U(z,y, z) que s6 depende da localizagao no espago, a energia potencial. O
trabalho realizado por esta forca ndo depende da trajectéria seguida e serd zero se voltar
ao ponto original

fﬁ-df:o. (1.63)

Se a forga é conservativa, entao existe U(z,y, z) tal que
AW = F . dF = —dU = /ﬁ A7 = — [U(f) — U(7)] = —AU. (1.64)
Se U for nulo em 7 = 7 entdo pode-se escrever
r —
U= —/ P ddr (1.65)
T
mas 7 € arbitrario. Ou seja, U é definido a menos de uma constante, o que ¢ irrelevante
porque sé aparecem diferencas no calculo do trabalho.
O sinal menos foi introduzido na defini¢do de U para que quando W > 0, U decresce,

ou seja havera menos capacidade de realizar trabalho.
O Teorema de Stokes e (1.63) implicam que

VxF=0 = F=-VU| (1.66)

ou seja, se o rotacional da forga for nulo, a forca é conservativa, caso em que poderd
ser escrita como (menos) o gradiente de uma fungao escalar, a energia potencial. Assim,
para verificar se a forga é conservativa é suficiente calcular o rotacional e confirmar que
¢ nulo.

E facil verificar (1.66). Tem-se

0 0 0
\Y 681:+6y8y+68z (1.67)
e
ou ou ou
Fx:_ia F, = "5 > FZ:_77 1.
ox Y oy 0z (1.68)
logo
F.ddf = —ddU = — a—Udd:Jc + a—Uddy + a—Uddz = —-VU - ddr|. (1.69)
ox oy 0z

1.4.4.3 Conservagao de Energia

Se F' é uma forca conservativa e é a forca total entao

Wiot = /ﬁ ddi'=AE,=-AU = Eop+Us=FEaq+U; (1.70)
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ou seja, ha conservacao de energia mecanica total

E=E.+U = Cte| (1.71)

Note-se que este resultado sé é valido se a forca conservativa for a tnica forca aplicada
(ou se a forga resultante total for unicamente a soma de forgas conservativas, caso em
que as energias potenciais terdo que ser somadas). As forgas de atrito sdo um exemplo
de forgas ndo conservativas e portanto nao existe conservacao de energia quando existe
atrito.

1.4.4.4 Exemplo de forga conservativa: forga gravitica

A forga gravitica Fj aplicada numa particula de massa m por uma particula de massa
M escreve-se, em coordenadas esféricas centradas em M,

—=Ma, (1.72)

onde G é a constante dde gravitagao universal e r a distancia entre as particulas. Vamos
ver se a forca da gravidade pode ser escrita como o gradiente de um potencial,

—

F=-VU. (1.73)
A forga, e portanto U s6 dependem de r, logo
0
=€ —; 1.74
V=eé o (1.74)

a derivada passa a ser total, j4 que s ha uma variavel e a equacao integra-se imediata-
mente, resultando em

U(r) = —=——+C. (1.75)

A constante de integracao C pode ser feita igual a zero de modo a que no infinito, quando
a forca é zero, o potencial se anule (ou seja nao hd influéncia).

1.4.5 Momento angular e momento de forgas

O Momento Angular relativamente a um ponto é uma medida da rotacao em torno desse
ponto i. e. do movimento tangencial ao ponto. Considere o referencial da Figura 1.9 com
origem O e o ponto A, algures, que pode deslocar-se relativamente ao referencial. O
Momento Angular relativo a A é

Hj=7xmR| (1.76)

onde R ¢ a velocidade medida no referencial indicado. Note-se que se A se deslocar, Hy
foi medido neste referencial e ndo no que acompanha A, ja que a velocidade é a medida
em A. Tem-se . .

R=ERs+7 = R=R,+7  #xmif=0. (1.77)
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m

=
/

X

Figura 1.9: Momento angular relativamente a um ponto A.

A derivada do momento angular é
Hp=7xmR+7xmR=7FxmR~+7xmRy. (1.78)

Se o referencial Oxyz for um referencial de inércia, o momento das forcas F' = mR
que actuam em m, relativamente ao ponto A é, por definicao,

My =7xF=¢FxmR| (1.79)

Comparando (1.79) com (1.78) da derivada do momento angular, obtém-se
MA:ﬁA+R'AXm7%f (1.80)

Esta expressao é mais complicada do que parece. A utilizacao da velocidade medida no
referencial na definicdo de momento angular faz aparecer em (1.80) duas velocidades, a
do ponto A relativamente ao referencial, e a da particula relativamente a A. No entanto,
isto s6 é verdade se se considerar referenciais que acompanham estes pontos que nao
rodam relativamente ao referencial mostrado, ja que isso exigiria uma transformagao das
derivadas usando (1.48) que nao foi realizada (cf. § 1.3.5).

Levando em conta a complicagao debatida acima, o caso mais importante ¢ quando

o ponto A estd fixo fixo no referencial. Nesse caso, R4 = Ry =0, R = 7 e tem-se

— —

A parado no referencial : Mpa=Hpl|, (1.81)
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ou, se coincide com a prépria origem 0 do referencial,

My = Hy | (1.82)

Se o ponto A se move com velocidade constante (define um referencial de inércia)

entéoﬁA:O:]%:%’,e

. N . d . . .
M= mB =7 x mit = < (Fxmif) = mi (1.83)

que se reduz ao caso anterior no referencial inercial de A, que neste caso existe.

Existem outros casos mais complicados e. g. se RefouRei sio paralelos, as
equagoes (1.81) sao vélidas. No entanto, sdo menos relevantes nos casos que pretendemos
estudar aqui. O mais importante é reconhecer que as expressoes do momento angular e
do momento de forcas podem ter complexidades e que é necessédrio cuidado na defini¢ao
e escolha dos pontos relativamente aos quais se calculam as expressoes.

Tal como no caso da quantidade de movimento, o Impulso Angular iguala a variagao
de momento angular

to
fA: MA:AﬁA. (1.84)
t1
Esta expressao pode ser relevante em choques considerados instantaneos, em que durante
o choque as tnicas for¢as nao desprezaveis sao as envolvidas no impacto (e portanto
também os respectivos momentos), logo

A]{ponto de impacto — 0 = Hponto de impacto — Cte. (185>

1.5 Sistemas de Particulas

1.5.1 Forgas internas e externas

Muitos dos conceitos da dinamica de uma particula sao imediatamente generalizados para
n particulas: (i) a energia cinética é a soma das energias cinéticas de cada particula; (ii)
a quantidade de movimento do sistema é a soma vectorial das de todas as particulas; (iii)
as forcas agora estao aplicadas em diversas particulas; (iv) se sé ha forcas conservativas,
a energia potencial total é a soma das energias potenciais devidas a cada forga; (v) o
momento angular total relativamente a um ponto é a soma dos momentos angulares de
todas as particulas.

Num sistema de particulas vale a pena distinguir a origem das forgas aplicadas no
sistema. For¢as Externas sao forgas cuja forga de reaccao (que pela Terceira Lei de
Newton existe sempre) estd aplicada fora do sistema (cf. Figura 1.10). Ao contrério, no
caso de For¢as Internas ambas as forcas de acc¢ao/reaccao estao aplicadas no sistema.
A implicagao mais importante é que a soma das forcas internas ﬁj ¢é nula pela Lei da
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Figura 1.10: Sistema é um conceito abstracto arbitrario que pode ser definido como o utilizador
desejar. As forcas sao internas ou externas dependendo da definicdo do sistema.

Acgao/Reagdo, pois cancelam-se aos pares

n —
> fiy=0. (1.86)
i,j=1

i#]

Repare-se que o conceito de sistema esta nos olhos de quem observa: sistema como
realidade organizada e interagindo para fora e entre as partes é o que quisermos, ou seja,
o que for conveniente. Tipicamente os sistemas sao definidos de modo a minimizar as
interacgoes com o exterior. No entanto nem sempre é assim. Em muitas circunstancias
(e. g. corpos rigidos) é impossivel conhecer as forgas internas de um sistema. Se as
queremos conhecer, temos que as transformar em forgas externas, o que significa redefinir
o sistema.

1.5.2 Centro de Massa e Momento Angular

Num sistema de particulas, cada particula tem aplicadas uma forga externa resultante
F; e n — 1 forgas internas f;;. Portanto tem-se

Fiot = my, (1.87)
com
n
Fi'=Fi+> fi (1.88)
j=1
i

Somando todas as forcas externas como se fossem vectores livres, e sabendo que a soma
de todas as internas se anulam,

n n n
DFIt =Y Fi= i (1.89)
i=1 i=1 i=1

onde m é a massa total do sistema m = Y m, e ¥ 0 centro de massa do sistema, definido
portanto por
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Figura 1.11: Centro de massa de um sistema de particulas.

N T
re= Z m;T;. (1.90)
=1
A equacao da forga fica entao
n
Fy = mie | (1.91)
i=1

O centro de massa ¢ a localizagdo média do sistema, pesada pelas massas individuais.
Observando (1.91) podemos concluir que o centro de massa se move como uma particula
com a massa total do sistema com todas as forcas externas do sistema aplicadas nesta
particula.

O momento angular total relativamente a origem é dado por

n
Hy = x myi. (1.92)
=1

Utilizando o centro de massa como ponto intermédio, pode escrever-se a posicao de cada
particula ¢ como a sua posicao p; relativamente ao centro de massa mais a posicao do
centro de massa relativamente a origem:

7= pi + 7o, (1.93a)
7= pi+ e, (1.93b)

-3
N
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Figura 1.12: Posigdo relativa da particula ¢ ao centro de massa pj.

e se calcularmos a sua derivada em ordem ao tempo obtemos a velocidades relativas ao
centro de massa num referencial que o acompanha mas que nao roda, ja que sé6 utilizdmos
a lei de transformagao de velocidades de Galileu i. e. apenas ;—%.

Substituindo ambas as equagoes (1.93) em (1.92), utilizando a propriedade distribu-
tiva e reconhecendo que ha termos que nao dependem da soma e podem passar para fora
desta, incluindo o préprio produto externo (uma consequéncia da propriedade distribu-
tiva), obtém-se

n n n n
Ho =" pi x mipi + (Zmi@) X Fo+ Fo X Y mif + o X (Zm) re, (1.94)
i—1 i=1 i=1 =1

onde também se passou m; para o outro termo do produto externo quando conveniente,

utilizando o facto de este ser uma operacao multilinear. A soma das massas das particulas
é a massa total do sistema m = > | m; e por definigdo de centro de massa,

n n . d n
=1 =1 =1
portanto a expressao do momento angular (1.92) simplifica-se para

n
ﬁo =T X mre + Zp‘} X M P (1.96)

=1
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que pode ser interpretada como a soma do momento angular relativamente ao centro de
massa (num referencial que o acompanha mas que nao roda) mais o momento angular de
uma particula equivalente com a massa total do sistema localizada no centro de massa.

1.6 O problema dos n corpos

Tendo revisto as equagoes fundamentais da dinamica de particulas estamos agora em
condicoes de estudar um dos problemas fundamentais da mecéanica e que é muito relevante
para a mecanica orbital. Considere-se n particulas no espaco isoladas, de modo que as
unicas forcas existentes sao as forcas entre elas. Nao ha portanto forcas externas e pela
lei de acgao/reaccao todas as forgas presentes tém a sua reacgdo também presente.O
objectivo é, dadas as condigoOes iniciais, determinar as trajectorias de todas as particulas
em fung¢ao do tempo.

1.6.1 O problema dos n corpos gravitico

Se as unicas forgas presentes forem as devidas a gravidade que umas particulas aplicam
nas outras, tem-se o problema de n corpos gravitico, que originou a formulagao e que é
o que vamos estudar. Muitas situagoes no Universo sao, num certo grau de aproximacao
uma versao deste problema geral. Por exemplo, um satélite a volta da Terra pode, em
muitas circunstancias, ser considerado um problema de n corpos, com n = 2. Se o
satélite se encontrar numa 6rbita alta, e for requerida uma precisao elevada, podemos
ter que considerar a influéncia da Lua e do Sol, passando a ter 4 corpos envolvidos. Se
pensarmos que os planetas estao muito longe uns dos outros, podemos considerar numa
boa aproximacao que o Sol e cada um dos planetas é um problema de 2 corpos. Por
outro lado, a longo prazo as influéncias mituas dos planetas acabam por ter alguma
importancia e nesse caso teremos que considerar um problema de n corpos Sol mais
planetas. E assim por diante. A aproximagao da realidade depende sempre do grau de
aproximacao desejado na solucao e das circunstancias especificas do problema. Havera
casos em que serd sempre necessario levar em conta as interacgoes de por exemplo 3
corpos pois considerar 2 corpos nao resultara nunca numa solugao suficientemente boa.
Considere-se entao n particulas, cada uma de massa m; num referencial de inércia
Oxyz (cf. Figura 1.13). O vector
R 7 (L97)
¢é o vector posicao da particula i relativamente a particula j, de médulo
rij = |75 — 7] (1.98)
O versor da direccao da posigao relativa é
(75 = 75) [rij- (1.99)
A forga da gravidade aplicada na particula ¢ pela particula j é entao

- Gm1m2 T — T
fij=——%— (1.100)
ij ij
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° m;

mi

Figura 1.13: Sistema de n corpos.

a gravidade é uma atracgao mutua que respeita a lei de ac¢ao/reaccao, logo a forca da
gravidade aplicada em j pela particula 7 é

7 Gmomy 7 —7;  Gmima 7 — T
T T T2 T 2 -
ré; T e Tij

= —fij. (1.101)

1.6.2 Movimento do centro de massa
A segunda lei de Newton F =ma aplicada a particula i escreve-se

n

-, Gmym; 7 —T;
miy = gt (1.102)
= Ty T
J#i

onde se trocou a ordem dos vectores no versor para fazer desaparecer o sinal negativo. A
soma nao inclui o termo j = ¢ porque a particula nao aplica forca nela préopria. Uma vez
que hé n particulas que se podem mover no espaco, o sistema tem 3n graus de liberdade!®
e haverd 3n equagbes para resolver.

Tal como em (1.89), adicionando termo a termo as equagoes do movimento (1.102)

190 niimero de graus de liberdade pode ser definido como o niimero de parametros independentes que
definem a sua configuragao, neste caso as posigoes (cada uma com trés componentes) das particulas.
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de todas as particulas, e uma vez que se estd num referencial de inércia, obtém-se

—

"~ 5 " "~ Gmimjf’j—ri_
>omifi =330 I T g, (1103
=1

i=1 j=1 ij Tij
J#i
que é igual a zero pela terceira lei de Newton. Por defini¢do de centro de massa (1.90),

Yoy mﬂ.’.’dgf' mre, logo de (1.103) resulta imediatamente que
Fo =0, (1.104)

que é uma equacao (vectorial, ou seja trés equagoes escalares) diferencial de segunda
ordem, homogénea de coeficientes constantes (e equacao caracteristica com duas raizes
iguais nulas). Esta equacao é trivialmente integrada duas vezes, determinando que o
centro de massa do sistema de n particulas se desloca com velocidade constante num
referencial de inércia

o = C_:lt + 62 = Ut + oo | (1.105)

As forcgas internas, as Unicas existentes, nao interferem no movimento da média do
sistema. Uma vez que o movimento do centro de massa (CM) é rectilineo e uniforme neste
referencial de inércia, pode sempre utilizar-se, sem perda de generalidade, o Referencial
do Centro de Massa, o referencial onde o CM esta parado, pois ele também sera de inércia.
Nesse caso ter-se-4 C1 = Cy = 0 = 7 = 0, se o centro de massa (CM) for colocado na
origem.

1.6.3 Momento Angular

A derivada do momento angular relativamente & origem

N E T3 X Myt :E ﬁXmiFi-i-E T X Myt
—

i=1 i=1 -0 i=1
" N Gmym 7 — T
L P imj i — T
=> mxfi=) ) 5T X =0, (1.106)
T Tij
i=1 i=1 j=1 ij J
J#i
é nula porque 7; x 7 = 0 e 7; — 7 = — (73 — 7;) anulando as for¢as duas a duas. Ou

seja, o momento angular (relativamente a um ponto fixo pois a origem ¢ arbitraria) do
sistema de n corpos conserva-se

n
> 7 x mir; = Ce | (1.107)
i=1
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1.6.4 Energia

Como a gravidade é uma forga conservativa (cf. § 1.4.4.4) hé conservacao de energia
mecanica. Fazendo o produto interno do vector velocidade com a forga aplicada em cada
particula F; e somando, obtém-se

Zn 7= me 7 = ZZGWW« (7 — 7). (1.108)
=1 j=1 1]
J#i

Do lado esquerdo de (1.108) resulta a variacao da energia cinética total

- N d (&L dr
Zmﬂ‘Z T = ZmZth < T 7‘@-) =% <; 2mivi2> =G (1.109)

e do lado direito de (1.108) vé-se facilmente que

S5 = | SO =g ano

i=1 j=1 U i=1 5>
J#

Da integracao da equacao (1.108), e usando (1.109) e (1.110), resulta que ha conserva¢ao
de energia do sistema de n corpos

E=T+U= Z “mg! ZZGmZmﬂ = Cte. (1.111)

i=1 i=1 j>1%

1.6.5 Integrais do Movimento

O problema de n corpos tem 3n graus de liberdade e portanto 3n equacoes do movimento,
uma equagao por grau de liberdade (g; = ¢;(t)), para resolver (ou n equagoes vectoriais
com trés componentes, uma para cada corpo). A integracao directa das equagoes do
movimento nem sempre é facil ou possivel. Problemas soltiveis por quadratura'!, i. e. os
que podem ser completamente resolvidos em termos de funcoes elementares ou integrais
indefinidos, sao raros. As equacoes sao de segunda ordem, logo hd 6n constantes de inte-
gragao — tipicamente as posicoes e velocidades iniciais dos corpos ou outras equivalentes
(e. g. posicoes em dois instantes diferentes de tempo).

Por vezes os sistemas exibem certas caracteristicas que permitem obter muita in-
formagao sobre o seu comportamento sem obter uma solucao completa das equagoes do
movimento. Os denominados (Primeiros) Integrais do Movimento sdo integrais contendo
derivadas das varidveis uma ordem inferior a que surge nas equagoes do movimento. Uma
manipulacao das equagoes do movimento, ou uma mudanca adequada de varidveis, pode
revelar os integrais do movimento de um sistema, se existirem. Eles nao oferecem mais

1A palavra quadratura tem vérios sentidos possiveis que sdo incompativeis.
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informacao que as equagdes do movimento mas podem ser um caminho para obter a sua
solucdo. Assim,

flai,4) =C (1.112)

serd um integral do movimento se, através da manipulagao das equagoes do movimento,
se obtiver

d .

&(f(%', g)) = 0. (1.113)
C é a constante de integracao determinada, por exemplo, pelas condi¢Ges iniciais. A
constante C' representa uma grandeza que se conserva — o integral do movimento

representa uma lei de Conserva¢do. Se o nimero de integrais do movimento for igual ao
nimero de condigbes iniciais, i. e. ao nimero de constantes de integragao a determinar,
o problema ficard completamente resolvido.

No caso do problema dos n corpos ha 10 integrais do movimento: a Energia (1.111), o
Momento Angular (1.107) (trés componentes, logo trés equagoes) e as posi¢ao e velocidade
iniciais do CM (1.105) (trés mais trés componentes, seis constantes de integragao) sao
Constantes do Movimento obtidos de Integrais do Movimento. Para resolver o problema
completamente é necessario 6n constantes (equivalentes aos vectores posicao e velocidade
iniciais para cada corpo). O caso de um corpo é trivial porque ele ndo pode interagir com
mais nenhum (embora o problema de um corpo e uma for¢a externa especial possa ser
similar, como veremos). No caso de 2 corpos ja nao ha integrais do movimento suficientes
para o resolver completamente mas, como veremos, ainda o conseguiremos resolver
completamente. A partir de 3 corpos inclusive nao ha solugoes por quadratura, apenas
solucoes aproximadas ou particulares sao possiveis. O problema dos 3 corpos (gravitico)
serd introduzido posteriormente. Note-se que, quando se realizam aproximagoes nas
equagoes, estas sao alteradas, logo os integrais do movimento também sao alterados.
Um exemplo sao algoritmos numéricos que aproximam as equagoes localmente e. g.
por diferencas finitas, o que provoca frequentemente que a energia — um integral do
movimento — deixe de ser conservada, ao contrario de nas equagoes originais. Pode no
entanto usar-se uma classe de integradores numéricos, ditos simplecticos, que asseguram
a conservacao de energia no procedimento numérico. Eles sao particularmente adequados
quando se pretende integrar problemas de n corpos em intervalos de tempo longo (por
exemplo para estudar a evolugao do sistema solar) porque quanto mais tempo passar
mais o problema da nao conservagao de energia nos integradores mais usuais se faz sentir.
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Capitulo 2

Orbitas Keplerianas

2.1 Forca central

2.1.1 Movimentos celestes e forca central

No sistema solar ha varios corpos celestes mas o problema de n corpos é demasiado
complicado para ser o primeiro caso a estudar. Na realidade ha muitas situacoes em
que se observa que, muito aproximadamente, se tem um corpo (tipicamente muito mais
massivo que o outro) imével no centro enquanto um outro revoluciona a sua volta. E
por exemplo o caso dos planetas a volta do Sol, das Luas a volta dos planetas ou de um
satélite a volta da Terra.

@)

Figura 2.1: Forga central F' com referencial polar local e velocidade ¢. Os vectores forga central
F', posicao 7 e velocidade ¢ definem um plano inicialmente e nunca vao conseguir sair dele.

35
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Vamos comecar por estudar o caso idealizado de um corpo no espaco sob acgao de
uma forca, denominada for¢a central, que estda sempre direccionada para um ponto fixo
O no referencial (de inércia), escolhido como origem do referencial (cf. Figura 2.1). Por
enquanto nao vamos especificar a forma especifica da forca, apenas as suas caracteristicas
minimas. Uma forca central pode sempre ser escrita na forma genérica

—

=3 T
F=F-| 2.1
: (1)

O movimento sob a accao de uma forga central acontece num plano fixo. De facto,
no instante inicial os vectores 7 e Uy determinam um plano inicial. Suponha-se que, sem
perda de generalidade, é o plano xy. Ora a forga é colinear com 7 e também pertence ao
plano, FOHF" = mad (referencial de inércia). A componente a, da aceleracdo serd sempre
nula e como a velocidade v, também ¢é nula a particula nunca saird do plano inicial pois
a velocidade s6 variard neste.

2.1.2 Momento angular e velocidade areolar

Se calcularmos a derivada do momento angular (1.77), ﬁo, relativamente a O,

ldﬁ id = .
T = 3 (X mi) = Ux mi+7 x mid = 7" x F = Mo, (2.2)

=0
onde My é 0 momento das forcas. Mas, usando (2.1),
=0, (2.3)

ou seja o momento angular relativamente & origem é sempre conservado no problema de
forca central,

Hy =7 x mt = Cte|. (2.4)

O momento angular ser um vector constante implica que o movimento ocorre num plano;
I—?O é normal ao plano do movimento.

Considere-se a area varrida por 7 no intervalo de tempo At (cf Figura 2.2). No
instante t + At o vector posicao serd ¥ + A7, a area varrida é aproximadamente um
triangulo determinado por

AA=

|7 x (F+ AF)| = = |7 x A7, (2.5)

N | —
NN

i. e. metade da area do paralelogramo determinado pelo produto externo, onde se usou
o facto de o produto externo de dois vectores colineares ser zero. Dividindo (2.5) por
At e calculando o limite quando At — 0 obtém-se a variagdo da drea com o tempo, a
velocidade areolar,

A _ A4 1ﬁxM_1|qu‘_yﬁoy (2:6)
dt a0 At arsoz| CAr| T 2" YT g '
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0

Figura 2.2: Velocidade areolar.

onde se utilizou a definicdo de momento angular (2.4). Ou seja a velocidade areolar
conserva-se € nao é mais que uma expressao da conservagdo do momento angular em
relagdo a origem

dA Hy
8 _ 20 _ (el 2.
gr 5 Cte (2.7)

2.1.3 Segunda Lei de Kepler

A equagao (2.7) afirma que a drea varrida é proporcional ao tempo, ou seja, dreas iguais
varridas em tempos iguais, que é a proposicao da 2% Lei de Kepler. Esta é simplesmente
uma consequéncia da conservagao do momento angular relativamente a origem da forga,
Hy = Cte, na aproximagao de o Sol estar parado e os planetas se deslocarem a sua volta.

E conveniente utilizar o momento angular em relacao a 0 por unidade de massa

>
[
3 | &

, (2.8)

e escrevé-lo em coordenadas polares no plano do movimento. Calculando a velocidade
areolar usando as expressoes dos vectores posi¢ao, ¥ = ré,, e velocidade, (1.6), em
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coordenadas polares, e o determinante simbélico para calcular o produto externo

€ €y €, .
d4a 1 1 20 20 h
_ = = = 77| = — = — e = —— = — 2
T 2\r><v| 5 r O‘ 0 5 | 5 5 (2.9)
r rf 0
onde se utilizou também (2.8) para obter o resultado em funcao de h. Ou seja
|h =2 = Cte (2.10)

2.1.4 Equagoes do movimento em coordenadas polares

Como o movimento de uma particula sujeita a uma forga central acontece no plano, é
suficiente estudar o problema nesse plano. Por outro lado, a forca ser radial sugere que
utilizar coordenadas polares serd vantajoso. Utilizando as expressoes da aceleragao em
coordenadas polares (1.9) e da forca (2.1), as equagoes do movimento obtidas da segunda
lei de Newton F = m@ em coordenadas polares sao:

. F
a, =i —rf?=—=f, (2.11a)
m
o 1d o
ap =160 + 210 = @ (7‘ 9) =0, (2.11b)
~——
=h=_Cte

onde se pode ver que a equacgao na componente transversal # apenas expressa a con-
servacao de momento angular relativamente a 0, 726 = h = Cte. Este fato ndo é surpreen-
dente ja que os integrais do movimento resultam de maiores ou menores transformagoes

das equacoes do movimento.
Substituindo 6 = h/r? de (2.11b) em (2.11a) resulta

F——=f (2.12)

ou seja, consegue-se eliminar a dependéncia na coordenada 6. Uma vez calculado r(t),
6(t) pode ser obtida pela expressao do momento angular (2.10).

A equagao (2.12) é uma equagao diferencial ordinaria nao linear, embora seja linear
no termo da derivada e, se a forca nao depender explicitamente do tempo, serd também
autonoma i. e. a variavel independente ¢ ndao aparece explicitamente. Isto sugere que se
possa eliminar a dependéncia do tempo. Sabendo r(t) e 6(t), serd em principio possivel
eliminar ¢ e tentar obter e. g. a dependéncia (), transformando as derivadas em t em
derivadas em 6. Assim, notando que qualquer grandeza dependente de t se pode escrever
em funcao de r, ou de 8, que por sua vez dependem de ¢, tem-se
d. drdr dr,

= —F= %% (7?). (2.13)

"t T arar T ar
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Substituindo # em (2.12), a equagao transforma-se para

1d h?
=5q () =5+ (2.14)

Admitindo que a for¢a sé depende de r (ndo depende de ¢ explicitamente), que é o caso
relevante da forca da gravidade, e integrando

1*2:—+2/f )dr + Cte |. (2.15)

Pode-se utilizar a varidvel # em conjunto com 6=h /r? para obter

drdd dr [ h
- = () 2.1
dodt do (r2> (2.16)

Combinando (2.15) e (2.16), o tempo serd eliminado e é possivel obter a trajectéria por
integragao de

dé

(dr) — —p +2/f dr+h x Cte. (2.17)

Por outro lado, das suas duas componentes, pode-se obter imediatamente a velocidade
utilizando (2.15) e a expressao do momento angular (2.10)

0 =% 4 (rf)? =2 / f(r)dr + Cte. (2.18)

2.1.5 Forga central conservativa e conservacao de energia

Uma forga central que dependa apenas de r é conservativa. Seja uma forca central apenas
dependente de r, F' = F(r)é, (Fy = F, = 0). Entao, o rotacional em coordenadas
cilindricas

e e e
o 9 o) 0| —
VxF=_|2 & 2Z|=0 (2.19)
F, rFy F,

o que implica que a forca F' se pode escrever a custa de uma funcao escalar U,

ou

& (2.20)

Como U = U(r), entao %U = %U utilizando a expressao da velocidade (2.18) e integrando,
obtém-se

2
v = —/d + Cte = —HUJrCte; (2.21)
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pois a primitiva da derivada é simplesmente a funcao, a menos de uma constante; re-
arranjando a expressao obtém-se

1
imv2 +U =Cte=E, (2.22)

onde E é a energia mecanica total.

2.1.6 Potencial efectivo

De (2.22) observa-se que para particulas & mesma distancia e mesma energia, a velocidade
é a mesma independentemente da trajectéria. Por definicao, v? = 72+ (rf)?, e combinando
com a equagao da energia (2.22) e do momento angular (2.10), obtém-se

1 h? 1
FE = §m7“2 =+ T;L? + U = §m7“2 + ‘/eﬁ?' (223)

O potencial efectivo Vog = U + ?Th; pode ser pensado como o potencial no referencial
que roda, de tal modo que a particula estd sempre na mesma direcgao; de (2.23)

F= %@—%@ = Ver(r) =U(r) + 55 <E, (2.24)

2

ou seja, valores maximo e minimo de 7, se existirem, sao obtidos no caso Veg = F i. e.
quando 7 = 0 — pontos de viragem das distancias apsidais das érbitas. Se 7 = 0 em
todos os instantes, a érbita s6 pode ser circular (r = Cte).

2.1.7 Solucao formal geral do Problema de Forga Central

Integracao em fungao do Tempo. De (2.24) tem-se

. dr 2 mh?

e integrando

" dr
t—ty = , (2.26)
=, w2 E-Ue) -

™

onde se estd a supor que o potencial sé depende de r. Esta é a solugao formal geral (real
se se conseguir resolver o integral) na forma t = t(r). Uma inversdo (se for possivel)
pode dar a solugao explicita r = r(t). O sinal positivo foi tomado em (2.25) sem perda
de generalidade, j4 que as equagoes sao simétricas no tempo.
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Trajectoria. Substituindo a equagao da energia na equagao da trajectoria (2.17) ou
muito simplesmente fazendo 95 = 7/6 usando (2.25) e 6 = h/r? obtém-se

dr 7“2\/2 h?
r i E-v)-% 2.27
d h m( ) r2’ (2.27)

e integrando,

T hdr
0—06y=
0 / 2./2 h2’
TOT’\/R(E—U)—TQ

(2.28)

que nos podera dar 0(r). Note-se que 6 = h/r? implica que 6 nunca muda de sinal i. e.
0 aumenta monotonamente com t. A forma do integral sugere que se faca a mudanga de
variavel u = 1/r.

Exemplo: caso de forga proporcional a uma Poténcia de r. No caso de a forca
ser da forma geral

f=Ar", (2.29)

com A constante, a mudanga de varidvel v = 1/r transforma a energia potencial para a
forma

Ay~(+1D)
= 2.
U) =~ (2:30)
de onde resulta que (2.27) se escreve na forma
v —du
0—6y = , (2.31a)
wo vV a + bu2 + cu— (1)
on 28 24
= b= -1 =\ 2.31b
T mh? ’ mh?(n+ 1) (2.31)

Nos casos de n = 1,—2,—3 (o0s casos faceis), o integral pode ser calculado a custa de
fungoes trigonométricas. Note-se que o caso n =1 é o da lei de Hooke, de onde resulta
o caso facil do oscilador harménico, e n = —2 o da forga da gravidade, que é o que nos
interessa mais. Nos casos n = 5,3,0, —4, —5, —7, o integral pode ser calculado em termos
de funcades elipticas, fungoes relativamente complicadas.

2.1.8 Forga central gravitica

Seja a forca central a forca gravitica

- GMm
F=- 3 Cr (2.32)
a forca por unidade de massa é entdo
F
Sop=-b8 u=cm| (2.33)
m r
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onde se introduz a utilizacao do parametro gravitacional .

Na realidade, a massa dos corpos centrais nunca aparece separada da constante
universal da gravitacao G e o que se consegue inferir das observacoes, com precisao
elevada, é o valor de . Para saber a massa dos astros é necessdrio conhecer o valor
de G, que pode ser determinado através de experiéncias. Infelizmente a gravidade é
uma forga muito fraca e é dificil realizar experiéncias precisas. A constante universal da
gravitacao é das constantes fundamentais menos bem determinada, com um incerteza
padrao relativa da ordem de 107°. Além disso, hd medices com incertezas que nao se
sobrepoem. O valor de G' tem um papel importante em teorias da gravitacao, cosmologia,
fisica de particulas e modelos geofisicos, e nao sé interesse metrolégico, mas do ponto de
vista da mecanica orbital, é suficiente saber o valor de pu.

2.1.9 Potencial gravitico e energia

O potencial é a energia potencial por unidade de carga. No caso da forca gravitica a
carga é a massa e pode ser escrito usando f

U(r)= /—fdr = /OO %dp = —g, (2.34)

onde p é a variavel muda de integracao e se escolheu para referéncia o potencial ser nulo
no infinito de modo a o potencial se anular quando a forga é nula, i. e. quando nao héa
interacgao e a particula passa a estar livre.

A energia cinética T' por unidade de massa é simplesmente 7'/m = %U2, no que

resulta, usando (2.34), que a energia por unidade de massa & se escreve

s=?
2

(2.35)

S =

2.1.10 Solugao para forga central gravitica

Reconhecendo, como fizemos antes, que a dependéncia no tempo de r, 8 e suas derivadas
pode ser expressa através de varidveis intermédias que dependam do tempo, tipicamente
r(t) ou O(t), podemos utilizar o teorema da derivada da fungao composta para nos ajudar
a mudar de varidveis no problema.

Com a mudanga de varidavel u = 1/r, e a conserva¢do do momento angular 6=h /r?
de (2.10), podemos escrever

o dr drdé dr. dr h d /1 du
Tchtcwchfwedeﬂ_ow(r)_hde (2:36)
ou seja
du
= _h—. 2.37
" 9 (2:37)
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Similarmente, usando (2.37),

dr drdd hdr hd du d?u
=D DD (L) = p2u2S 2.38
"Ta T dedat 2de r2d9< d0> 62 (2:38)
ou seja,
d?u
. 2 9
Podemos utilizar (2.39) na equagdo do movimento (2.12) para obter
d2
- h2u2d—0§ — h2ud = — i, (2.40)
que, uma vez dividido por —h?u?, resulta finalmente (para u # 0) em
d%u W

que € uma equagcao diferencial de segunda ordem, linear, nao homogénea, de coeficientes
constantes e varidvel dependente u e variavel independente 6.

A solucao geral de (2.41) é a solugao geral da equagao homogénea uy somada a uma
solucao particular da de (2.41), uy,

U = up, + up. (2.42)

No caso presente, é trivial verificar que a constante

I

= (2.43)

Up

verifica (2.41), sendo portanto uma sua solu¢ao particular. Para determinar a solucao
da homogénea uj, pode-se ensaiar como solucio a funcio uj, = Ce*’. Substituindo esta
fungao na versao homogénea de (2.41) obtém-se a equagdo caracteristica

Nirl=0 = =i, (2.44)

determinando os expoentes, que neste caso sao imaginarios puros, determinando as duas
fungGes linearmente independentes. A solucdo geral da equagdo homogénea é entao

up = Ae® + Be™ = C cosf + Cysin 6, (2.45)

com C1 = A+ B,Cy = i(A — B), conjuntos equivalentes de constantes de integragao a
serem determinadas pelas condicoes iniciais. E sempre possivel fazer a transformagao
das constantes C1, Cy para C, Sp:

C1 = C cos By, C =,/C?+C3, (2.46a)

Cy = C'sin By, Bo = arctan %, (2.46b)
1
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ja que é sempre possivel resolver (2.46) para obter as novas constantes. Substituindo
Cy,Cs em (2.45) por C, By usando (2.46), obtém-se a solugao geral da equagao homogénea

up, = C(cos 0 cos By + sinfsin fy) = C cos(0 — fop), (2.47)

onde se utilizou a bem conhecida igualdade trigonométrica cos(a — b) = cosacosb +
sin a sin b.

A solucédo da equacao do movimento que resulta, pelas varidveis utilizadas, na equagao
da trajectoria, é

1
U= -
r

= up +up = Ccos(0 — fy) + %, (2.48)

onde C, By sao constantes de integracao a determinar.

2.1.11 Determinagao da constante de integracao C'

A energia por unidade de massa & = E/m escreve-se, lembrando que v? = 72 + r20% =
72 + h%/r? e (2.37) e usando a equacio da trajectéria (2.48)

v 2 du\?
(9@27——:7 —_— 2 —
2 v 2 <d9> T
2 2 9 2
:% [C’zsin20+’z4—|—02c0820+ZSCOSG] —%—MCCOSG

2 2 2
h {02 — (ﬂ> ] + h72pC cosf — uC cosf

2 h2 21?2
P e (ﬂ)2 (2.49)
2 A

ou seja, a constante C' estd relacionada com a energia e 0 momento angular.
Definindo uma nova constante de integracao a custa de C' como sendo

=0

2
e= CZL, (2.50)
pode-se escrever
2
02 = (%) e, (2.51)
e de (2.49) e (2.51) conclui-se que
28 h?

A nova constante e, determinada pelas constantes de integracao da equagao da trajectoéria,
tem uma relagao directa com a energia e 0 momento angular em relagao a 0 (por unidade
de massa), que sdo constantes do movimento.
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2.1.12 Solugao das Orbitas Keplerianas

Sem nenhuma perda de generalidade, a equacao do movimento (2.48) pode ser reescrita
em funcdo da nova constante e definida por (2.50) como

14 Ch*/pcos(§ — Bo) 1+ ecos(d — Bo)

= 1 = =
w=1r h?/p h2/u ’

(2.53)

ou

. b/
~ 1+ecos(f — o)’

(2.54)

reconhecendo-se que a equacgao da trajectéria representa uma conica, com um dos seus
focos localizado na origem, sendo e identificado com ezcentricidade, parametro das curvas
cénicas com significado geométrico (cf. Figura 2.3).

e = 1, parabola e > 1, hyperbola

e< 1, ellipse

e =0, circle

Figura 2.3: Efeito da excentricidade e na forma da cénica. Fonte: Chow.

Pode agora também compreender-se o efeito de Sy (Figura 2.4). A constante de
integracao By apenas altera a orientacao da trajectéria no plano do movimento, rodando-
a no sentido directo quando o seu valor aumenta.
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Figura 2.4: Efeito do 5y na orientacao da érbita. Quanto maior Sy > 0, mais a érbita roda no
sentido directo.

Note-se que embora ja se tenha obtido a trajectéria, ela é apenas parte da solugao.
Ainda nao sabemos onde se encontra a particula na trajectéria em cada instante i. e.
r(t) ou O(t) (serd facil obter o outro, sabendo qualquer um deles). Esse problema sera
tratado mais tarde.

2.2 O problema dos 2 corpos

2.2.1 Introducao

Antes de avancar para a resolucao completa do problema de for¢a central, podemos tratar
do problema dos 2 corpos ja que, como veremos, ambos estao intimamente ligados.

Considere-se entao um sistema de n corpos com n = 2, de massas mj e my isolados
no espago, sujeitos apenas a forga de atracgao gravitica mitua (cf. Figura 2.5). Seguindo
a notacao da § 1.6, seja 7; a posicao do corpo ¢ num referencial de inércia, F, a forca que
actua no corpo ¢ e

P =7 — 7, (2.55)

o vector relativo de my para my i. e. a posi¢ao de my relativamente a m;. As equagoes
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T T
Figura 2.5: (a) Dois corpos num referencial atraidos mutuamente por uma forga, por exemplo

a gravidade; (b) As posicoes dos corpos podem ser descritas a custa do centro de gravidade e das
posicoes relativas a este.

do movimento sao:

ml7.’_:)1 == ﬁl, (256&)

m27%'2 = ﬁg, (2.56b>
onde, pela 3% Lei de Newton,

F,=—Fy. (2.57)

Pela definigao (1.90) o centro de massa é, neste caso,

L myT + mal
o= m = mq + ma, (2.58)

onde m é a massa total do sistema. Os integrais do movimento validos para o problema
de n corpos serao validos neste caso particular de n = 2, como vamos verificar.

O movimento do centro de massa é um integral do movimento. Seguindo o procedi-
mento da § 1.6.2, somando as equagoes do movimento

mﬂ’l’l + mgﬁg = ﬁl + ﬁg =0= mﬁc, (2.59)
pois ﬁg = —]31. Tem-se entao 7%0 = 0, que se integra imediatamente para
rc = Tco + Voot |, (2.60)

que, como era esperado, tem movimento rectilineo e uniforme, o que significa que esta
parado na origem de um determinado referencial de inércia. Se usarmos esse referencial, a
posicao r¢r do centro de massa serd nula e desaparecerd das equacgoes, bastando recuperar
(2.60) para localizar o sistema.

2.2.2 Mudanca de Coordenadas

Como vimos na § 2.2.1 é conveniente utilizar a posicao do centro de massa. Observando
(2.55) e (2.58), concluimos que hé uma relacao biunivoca entre as posicoes 71,72 das
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particulas no referencial de inércia utilizado e as posigdes do centro de massa ¢ e posicao
relativa das particulas ¥ = 5 — 71, 0 que significa que os primeiros podem ser eliminados
e substituidos pelos segundos. Utilizando (2.55) para eliminar 75 de (2.58), consegue-se
escrever 71 em funcao de 7¢, 7,

mrc = miT +me(F+71) & mr = mre — mef, (2.61)

e idem para o caso de 75. Tem-se entao que:
ma

N =Tc— ———T, 2.62a
! “ my + ma ( )
L my
To =7 + ———T, 2.62b
2T i me ( )
com 7; = 7o + p;, por definicao de g, i. e.
pi =T — T, i=1,2, (2.63)

é o vector posicao de cada corpo relativamente ao centro de massa C. As expressoes
(2.62) e (2.63) mostram que os j; sdo uma percentagem constante do vector relativo 7.
Também ajudam a perceber que o centro de massa C' estd sempre na linha que une os
dois corpos i. e. sobre 7 = i — 7. E trivial verificar que 7 = py — p1-

A mudanca de coordenadas de (71, 7,) para (7¢, ) permite resolver imediatamente
metade do problema, a localizacao ao longo do tempo do centro de massa é determinada
por (2.60) no referencial escolhido. Falta a evolugao relativa ao centro de massa, ou seja,
no referencial de inércia com origem em C, determinada por 7 ou pelos g;.

2.2.3 Reducgao ao problema de forca central

Nas novas coordenadas (7, ), as equagoes do movimento escrevem-se como:
ma -, mima -,

F1 = m17§'1 = m1 %C —m]p—7Tr = T, (264&)
— m m
=0
By = maity = mg e +mog—i = — L F, (2.64b)
- m m
=0
e é imediato verificar que, como Fy = —F; (Lei da accio/reaccio), as equacdes (2.64)

resultam exactamente na mesma equagao, o que nao deve estranhar porque uma vez que
informagao ja foi extraida sobre a evolugao do centro de massa, nao poderiamos ter o
mesmo numero de equagoes independentes. Substituindo a forca da gravidade

Gm1m2 5

Fy=—F =— 7, (2.65)

r3

em (2.64) e reorganizando os termos resulta em

Gm
)

P

&, (2.66)

que é similar & de forca central. A solucdo é uma cdnica, como no caso de forca central,
com (cf. Figura 2.6):
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meo ma

Figura 2.6: (a) A massa ms descreve uma elipse quando observada de m, estando esta num
dos focos; (b) do ponto de vista do referencial do centro de massa ambas descrevem elipses
proporcionais a original; (c) as particulas movem-se sempre com o centro de massa entre elas e a
uma distancia proporcional; a elipse relativa move-se como um todo, sem rodar, de modo a que
o seu foco acompanhe m; e mo esteja sempre sobre ela.

e A massa da particula em forca central passa a ser a soma das massas dos dois
COrpos m = mji + mao.

e O vector posigdo 7 é a posicao relativa de mo no referencial que acompanha m;
mas que nao roda (porque as derivadas temporais ndo foram transformadas).

e A cénica solucao da equagao é a descrita por mo relativamente a my.

2.2.4 Trajectorias no referencial do centro de massa C'

Apés se verificar que a solucao do problema de dois corpos é similar ao de forga central,
hé que sublinhar algumas caracteristicas e diferencas. A particula mo descreve uma
cénica relativamente a mi; mas também vice-versa. A posi¢do de cada particula i no
referencial de C' é dada por pg;, que sao, cada um deles, uma percentagem constante do
comprimento de 7. Isto significa que a trajectoria de cada particula no referencial de C' é
também uma cénica similar i. e. com as mesmas propriedades mas dimensoes diferentes.
As particulas descrevem cénicas com a mesma excentricidade, estando uma rodada =«
relativamente & outra', sendo C o foco de ambas.

Quanto maior a razao das massas mj/mgy menor serd a cénica descrita por mp e

!Tinha que ser assim, j4 que estando C' parado no foco, quando uma se aproxima, a outra também
tem que se aproximar, e vice-versa.
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maior a descrita por me; no limite m; — oo esta estard parada no foco C' e ter-se-a o
caso limite de forga central (cf. Figura 2.7).

mo

mo

5 :

m

MLua

Figura 2.7: Orbitas do problema dos dois corpos para vérias razoes de massas: (a) my/mg = 2;
(b) m1/ma = 9; (¢) m1/ms2 = 80 (caso Terra-Lua) e (d) visualizagao simultdnea de my /mq = 2—80
passando por my/mg = 3,5,9,19.

No caso de massas iguais, as érbitas de ambas serao iguais (apenas rodadas 7). Se
uma Orbita for circular, a outra também serd e as particulas estardao sempre opostas
relativamente ao ponto central C'. Se m; — oo teremos novamente forca central com o
raio da drbita de mg igual a r (cf. Figura 2.8).

O @) (4

Figura 2.8: Casos especiais ou limite: (a) Se as massas sdo iguais, as érbitas sdo iguais (uma
rodada 7 relativamente & outra); (b) se uma 6rbita é circular, a outra também (as érbitas sdo
sempre semelhantes); (¢) quanto maior a diferenga das massas, maior a diferenga do tamanho
das orbitas; no caso de my > mso temos o limite de forca central originada por m;.
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2.3 Orbitas Keplerianas

2.3.1 Geometria das Seccoes Conicas

Antes de prosseguir vale a pena rever a geometria das seccoes cénicas e suas propriedades.
As curvas cénicas surgem da intersecgao de um plano com um cone (de duas folhas e
seccao circular). Dependendo da inclinagdo do plano, a intersecgao resultard numa
elipse (ou circunferéncia), numa pardabola, ou numa hipérbole. A inclinagao do plano
relativamente ao eixo do cone determina o tipo de cénica que se obtém (cf. Figura 2.9). A

Hyperbola
(2 branches)

Figura 2.9: Geometria das secg¢oes cénicas [6].

circunferéncia é um caso especial da elipse que se obtém quando o plano é perpendicular
ao eixo do cone. A parabola obtém-se quando o plano tem a mesma inclinacao da geratriz
do cone. As elipses e as hipérboles tém dois eixos de simetria, as parabolas apenas um,
e as circunferéncias um nimero infinito.

E comum as cénicas serem descritas num referencial dos eixos de simetria XY com
origem na interseccao 0. Nesse referencial, as equagoes que descrevem as cénicas sao:

X2 y? )

e + i 1 (elipses), (2.67a)
X+Y2=0 (parabolas), (2.67b)

X2 y? o

T 1 (hipérboles), (2.67¢)

onde a circunferéncia se obtém das elipses quando a = b = r e as parabolas foram escritas
com eixo de simetria em X para manter consisténcia.

Como vamos ver, a referéncia conveniente em mecanica orbital é um dos focos,
relativamente ao qual se definem muitas caracteristicas. Utilizando a Figura 2.10 como
referéncia, podemos ver a localizacao dos focos F, F’, que permitem definir a distancia
p & curva na vertical da figura. No referencial OXY os pontos da elipse [hipérbole]
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2a — '4 2a -

Circle Ellipse

Parabola Hyperbola

Figura 2.10: Cénicas no plano [6].

na vertical dos focos tém coordenadas (+c,+p). Note-se que nas hipérboles a ordem
dos focos estd trocada i. e. F' estd & esquerda: os parametros a, ¢ sao aqui considerados
negativos por conveniéncia que se tornara 6bvia mais a frente. O parametro a estéd
relacionado com a distancia méxima (nas elipses; nas hipérboles serd a minima) entre
pontos da curva e designa-se semi-eizo maior, ja que vale metade do maior eixo na
elipse. O parametro ¢ mede a distancia entre focos, logo ¢ < a (e esta relacaio mantém-se
verdadeira em hipérboles porque nesse caso sdo ambos negativos).

Podemos tentar perceber intuitivamente porque os parametros podem ser definidos
negativos e porque razao os focos estao trocados nas hipérboles. Se comegarmos com uma
elipse, afastemos o foco F’ de F ou seja, desloquemos F’ para a esquerda. O semi-eixo
maior a e a distancia entre focos ¢ vao aumentar. Se F” se afastar para infinito, a elipse
degenerd numa parabola com a,c = oo. Tentando ir para além de infinito ou virando o
espaco do avesso [’ dd a volta voltando para uma distancia finita mas agora vindo da
direita, e os parametros a, c sdo agora negativos.

2.3.2 Cobnicas construidas utilizando a directriz

As curvas cénicas podem ser definidas a partir da relagdo entre um ponto — o foco F
— e uma recta denominada directriz D (cf. Figura 2.11). A cénica é definida como a
curva com pontos tais que a razao entre a distancia ao foco F' e a distancia a directriz
D é constante. A constante é a excentricidade e. O valor de e determina o tipo de
cénica: elipses se e < 1 (circunferéncias no caso limite de e = 0), pardbolas se e = 1
(caso intermédio), ou hipérboles se e > 1. O parametro p é a distancia ao foco do
ponto da curva que estd na direccao perpendicular a directriz, relativamente ao foco, e é
denominado semi-latus rectum.
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D
Figura 2.11: Elipse gerada utilizando uma recta directriz D. Os pontos da elipse sao todos os

que se encontram a cada distancia r do foco F' e distancia r/e da directriz D.

Utilizando coordenadas polares (r, ) com origem no foco:

x =rcosb, (2.68a)
y =rsinf, (2.68b)

e a definigdo da cénica utilizando um ponto genérico e o semi-latus rectus (correspondente
a § = m/2, 1. e. ao angulo recto relativamente a D, cf. Figura 2.11), podemos escrever,
usando (2.68a),

ple=z+r1/e, (2.69)
logo
p
= £ 2.70
" T 1tecosd (2:70)

que € a equagao geral das conicas na mesma forma da equacao da trajectéria obtida em
§ 2.1.12 (com Sy = 0, sem perda de generalidade), em fungao do semi-latus rectum p e
da excentricidade e.

2.3.3 Elipses

Vamos agora passar revista a algumas das caracteristicas das elipses (Figura 2.12). As
elipses tém dois eixos de simetria, os eixos maior e menor. Os comprimentos dos semi-
eizos (metade do eixo) maior e menor da elipse sao, respectivamente, a e b. Mas como
o astro central ou centro de massa esta localizado num dos focos, a simetria do eixo
menor é irrelevante em mecanica orbital i. e. é destruida ja que os focos tém estatutos
diferentes. O semi-latus rectum p, ja referido, pode ser definido como a distancia a curva
na perpendicular do eixo maior (6 = £90°).



54 Orbitas Keplerianas

Figura 2.12: Designacoes e valores de alguns componentes geométricos da elipse.

Uma propriedade muito conhecida das elipses é que, para qualquer ponto P da curva,
a soma das distancias desse ponto a cada foco é constante, sempre igual ao eixo maior
FP + F'P = 2a. Isto permite desenhar elipses facilmente usando pontos fixos nos focos
e uma linha flexivel de comprimento 2a ligada a esses pontos na extremidade.

A linha das dpsides?, definida pelo vector de Laplace-Runge-Lenz (cf. § 2.7), coincide
com o eixo maior no caso das elipses mas ¢é indefinida no caso de érbitas circulares porque
nesse caso a excentricidade é nula. O nome tem origem no facto de os pontos da coénica
mais proximo e mais afastado do foco do astro se localizarem no eixo maior. Por isso sao
designados, respectivamente, Peridpside e Apodpside®. Nomes alternativos equivalentes
também utilizados para o caso genérico sao, respectivamente pericentro e apocentro. Nos
casos de alguns astros especificos estes pontos tomam designacoes relacionadas: perigeu
e apogeu’ para o caso do astro central ser a Terra (Geo), periélio e afélio® no caso do Sol
(Hélios). Sao ainda utilizados outros nomes especificos ou para classes em geral 6bvios
no contexto®.

E facil mostrar que as apsides sao os pontos da elipse sobre o eixo maior e quanto
vale a respectiva distancia ao foco. Utilizado a equagao da érbita (2.69), r é minimo
quando 6 = 0 e mdximo quando 0 = , logo:

_p

= e (2.71a)
p

= : 2.71b

r T2 (2.71b)

2Apside (também esta dicionarizado apside) tem origem no grego e significa extremo. Em Inglés,
apse line, ou line of apsides.

3Periapside e apodpside designam-se periapsis e apoapsis em Inglés

4 Perigee e apogee, em Inglés.

5 Perihelion e aphelion, em Inglés, caso em que a origem da palavra é mais evidente.

5Por exemplo, em Inglés sdo utilizados perilune e apolune, quando o astro central é a Lua, periastron
e apastron para estrela, etc. Muitos destes termos nao estao dicionarizados em Portugués.
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€ como o eixo maior tem comprimento 2a, tem-se

2a:ra+rp=1€e+1f_ezlip62, (2.72)
ou seja
p=a(l —e€?). (2.73)
De (2.71) e (2.73) obtém-se
rp=a(l—e), (2.74a)
re =a(l+e), ‘ (2.74b)

de onde se pode concluir que a distancia média ao foco é o semi-eixo maior a’. Por

outro lado, a distancia do centro da elipse 0 ao foco F' adicionada a distancia do foco a

peridpside é a, OF + r, = a, logo
(2.75)

E também possivel demonstrar que o semi-eixo menor da elipse é dado por

b=ay1—e2 (2.76)

2.3.4 Parabolas

O caso das parabolas, correspondente a excentricidade ser exactamente igual a unidade
e = 1, é um caso singular, 1til para problemas de treino mas irrelevantes na pratica.
Efectivamente, na pritica é virtualmente impossivel uma orbita que mantenha exacta-
mente o valor e = 1 porque hd sempre outras forgas, por muito pequenas que sejam,
que alterardao o valor da excentricidade, transformando a érbita numa elipse e < 1 ou
numa hipérbole e 2 1, que tém propriedades claramente diferentes da pardbola. Esta
é portanto instavel. A situacao é ainda pior, no caso de determinacao de Orbitas, os
parametros tém sempre um erro de observagdo. Se a barra de erro da excentricidade
inclui o valor e = 1, fica-se sem saber que tipo de érbita se tem, e portanto se é um
movimento periédico ou nao. Esta situacao é comum na determinacao de objectos do
sistema solar em que as observacoes podem ser dificeis e por conseguinte pouco precisas.
S6 com uma melhoria das observagoes se consegue fazer diminuir a sua incerteza, e
eventualmente conseguir determinar o tipo de érbita

A pardbola é uma curva aberta que se estende até infinito, o que significa que nao tem
apoapside, apenas peridpside. A razao das distancias de um ponto da curva ao foco e a
directriz é neste caso e = 1 e podemos usar a peridpside como referéncia (cf. Figura 2.13),
ou seja,

Ty =< (2.77)

7Apenas no sentido de ser a distancia do meio do intervalo de todas as distancias possiveis, i. e.
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directrix

Figura 2.13: Pardbola [50].

e a equacao da trajectoria escreve-se, neste caso,

27"p
= . 2.78
" 1+ cosf ( )

2.3.5 Hipérbole

O caso das érbitas hiperbdlicas e > 1 partilha muitas das caracteristicas do das elipses,
com as devidas diferencas. Muitas vezes, quando as suas propriedades sao discutidas,
ambos os ramos que se obtém da intersecgao com o cone de folha dupla sdo desenhados,
como na Figura 2.14, mas obviamente a trajectoria corresponde apenas a curva do foco
relevante, neste caso a curva da esquerda de modo a estar directamente de acordo com a
equacgao da trajectéria (2.70) (para utilizar a outra seria necessério fazer By = ).

H& um conjunto de resultados relevantes, similares ao caso de elipses, desde que se
considere a < 0. Por exemplo, tem-se

p=a(l—¢)=(~a)(¢ 1) = lal(® - 1), (2.79)

sendo que os autores que consideram o parametro a > 0 escreverao p = a(e2 —1), ou seja
a férmula diferirda do caso das elipses por um sinal. A convengao a < 0 para hipérboles
adoptada aqui unifica um conjunto de equagoes, como (2.79) ou, por exemplo,

rp =a(l—e). (2.80)
Outras terao sempre diferencas, como

b=ave?—1. (2.81)

distancia média geométrica. O corpo passa mais tempo mais longe que mais perto, se pesarmos a
distancia com o tempo a média serd superior.
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Figura 2.14: Hipérbole [50].

Em geral, quando se considera a > 0 para hipérboles, os factores (1—e) e (1 —e?) surgem
alterados para (e — 1) e (e2 —1). A utilizacdo de a < 0 unifica quase todos os casos, com
muito poucas excepgoes, como (2.81).

Uma caracteristica importante das hipérboles é a existéncia de assimptotas, ou seja,
a Orbita nao sé é aberta como nem todos os angulos € sao possiveis. De (2.70) é facil
verificar que r — oo quando ecosf — —1, ou seja,

0~ = arccos (—1> , (2.82)

e

que tem duas solugoes, correspondendo as duas assimptotas que saem da origem para
o lado esquerdo da Figura 2.14. No limite, o vector posicao sera paralelo a assimptota,
logo o angulo ¢ da assimptota (na parte superior esquerda da figura, para fixar ideias)
com (a parte negativa do) eixo z serd ¢ = m — 0 < 7/2 porque o argumento do arccos
¢é sempre negativo.

2.3.6 Orbitas de astros

Revistas as propriedades geométricas das cénicas estamos em condicoes de recuperar as
solugoes dos problemas de dois corpos ou de forca central, relacionando as constantes do
movimento dependentes de condigoes iniciais com os parametros geométricos.

2.3.6.1 Excentricidade e energia

A equagao (2.52), repetida aqui,
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mostra que a energia especifica o tipo de érbita, pois determina a excetricidade, ou
vice-versa:

e Orbitas elipticas: e < 1= & < 0 (26 = —(u/h)? se a 6rbita for circular e = 0).
e Orbitas parabdlicas: e =1 = & = 0.

e Orbitas hiperbdlicas: e > 1= & > 0.

Da equagao da energia (2.35)

2

r—oo = (ga_>7%o’ (2.83)

de onde se conclui que:
e & > 0, a particula escapa para infinito e chega 14 com velocidade.
e & =0, a particula chega a infinito com velocidade nula.

e & < 0, a particula ndo pode escapar da atraccao da massa central.

2.3.6.2 Semi-eixo maior e energia

Comparando a solucao da trajectoria (2.54), obtida nos problemas de forga central ou
dois corpos, com a equagao das cénicas (2.70) que surge da geometria, e lembrando
(2.73), obtém-se uma relacao entre o semi-latus rectum, ou (a, e), e 0 momento angular
e parametro gravitacional

h
=a(l —e?)=—. .
p=a(l—¢€) . (2.84)

Combinando a(1 —e?) = h?/u de (2.84) com a expressio da excentricidade (2.52) em
funcao da energia e momento angular, e eliminando o momento angular,

28h? 1 s p(e* —1)

=4/1 =—(ec=1)=————~ 2.

e + 2 = & 2h2( ) 2a(l=e2)’ (2.85)
obtém-se
2
14 v u

E=—-r-=——= 2.

2a 2 7’ (2.86)

valida para todos os tipos de 6rbitas, e onde se usou (2.35) para realcar a relagao com
v e r. Em érbita parabdlicas, a = co = & = 0, e em érbitas hiperbdlicas a < 0 = & =
—f =

A expressao (2.86) mostra que a energia apenas depende do semi-eixo maior da érbita,
independentemente da excentricidade, aumentando sempre, embora de modo nao-linear
com este, independentemente do tipo de cénica. Usando o caso de forca central e uma
6rbita eliptica para ilustragao (cf. Figura 2.15), hd sempre uma massa no foco, cuja
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Figura 2.15: Orbitas elipticas de igual energia (e semi-eixo maior) e excentricidade e =
0,0.1,0.3,0.5,0.7,0.9, respectivamente da mais redonda para a mais oblonga. A medida que
a excentricidade aumenta consegue-se ir mais alto com a mesma energia mas vai-se também mais
baixo. Se a peridpside se encontra abaixo do raio do planeta o voo é necessariamente limitado
(esse caso designa-se por voo sub-orbital).

localizacao relativamente a trajectéria depende de e. Podemos observar utilizando (2.86)
que para energia constante o semi-eixo maior (num certo sentido, as dimensoes da érbita)
é também constante. No entanto, de (2.74) podemos observar que a peridpside estara
cada vez mais baixa e a apoapside cada vez mais alta. Pode entao atingir-se altitudes
mais elevadas com a mesma energia (com um limite em teoria de 2a) mas a custa de
baixar o ponto mais baixo da orbita, que eventualmente atingira a superficie do astro
central, ou a atmosfera, se esta existir. Orbitas que intersectam o astro central podem
ser usadas para visitar o espago utilizando pouca energia (o denominada voo sub-orbital),
mas nao conseguirao entrar em orbita, voltando imediatamente para a superficie.

Outra consequéncia interessante é que as trajectorias de energia mais baixa que
conseguem orbitar um corpo central sao orbitas circulares. Efectivamente, imaginemos
que ha uma altitude minima abaixo da qual nao se conseguira orbitar o astro devido a
atmosfera ser demasiado densa, ou devido a superficie em corpos sem atmosfera. Por
(2.74a), a altitude minima para um mesmo a serd méaxima para e = 0. Deve também
reparar-se que, se se pretende injectar um satélite em Orbita circular baixa, e uma vez
que ha sempre erros, devemos assegurar uma precisao elevada na excentricidade, ja que
um pequeno desvio pode fazer descer o satélite a uma altitude demasiado baixa onde
caird. Por exemplo, para uma Orbita baixa de altitude 250km, se e 2 0.015, ou até
menor, a 6rbita deverd cair muito rapidamente.

A igualdade (2.84) pode ser substituida na equacao da érbita (2.70) para a escrever
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utilizando (a, e), que é uma forma frequente

a(l —e?)
= 2.87
1+ ecosf ( )
2.3.6.3 Equacao vis-viva
Igualando as expressoes da energia (2.35) e (2.86) tem-se
b _ g VK (2.88)
2 2 7’ '

e resolvendo em ordem a velocidade v obtém-se

v =21 (1 - 1), (2.89)

r  2a

conhecida como a equagao vis-viva (da forca viva), termo da Histéria da Mecanica quando
o conceito de energia estava a ser desenvolvido. Esta equagao é fundamental para estudar
as manobras orbitais, como veremos no Capitulo 4. Analisando (2.89) é imediato ver
que em cada érbita de semi-eixo a em torno de um astro de parametro pu, a velocidade
depende apenas da distancia ao astro central (foco), e serd tanto maior quanto menor
essa distancia, e vice-versa. Também é imediato ver (ou da equagao da energia) que a
velocidade de escape, a velocidade minima a uma certa distancia que permite chegar a
infinito, i. e. escapar, s6 depende da altitude e ndo da direccdo da velocidade. A energia
minima que permite atingir infinito é & = 0 < a = 00, logo

/21
esc — - 2.
v . (2.90)

2.3.7 Leis de Kepler revisitadas

Podemos recuperar as leis de Kepler como consequéncia das leis de Newton no problema
de forca central ou dos dois corpos:

Leis de Kepler

12 Todos os planetas descrevem orbitas elipticas com o Sol num dos focos. — é uma
consequéncia da geometria das cénicas, solugdo do problema (2.54), no caso e < 1,
pag. 45.

22 A linha que une o Sol aos planetas varre dreas iguais em tempos iguais. — expressa

a conservacao do momento angular h = Cte., como vimos na pag. 37.

32 O quadrado do periodo orbital de um planeta é proporcional ao cubo do semi-eizo
maior da sua drbita., ou seja T? o a3, demonstrado a seguir.
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Demonstragao da 3 Lei de Kepler Da 2 Lei de Kepler, (2.9),

dA 1.,. &

ou seja, podemos separar varidveis e integrar

/dA - ;h/dt _ %h(t — o), (2.92)

onde no lado esquerdo o resultado da integracao é imediato pois a funcao é constante.
Set—to="T, com T o perfodo orbital, entdao a drea total inscrita na 6rbita [dA = A,
¢é a area de elipse, logo

(2.93)

Lembrando (2.76), b = av1 —e?, e (2.84), p = %2 = a(1 — €2), e substituindo em (2.93)
e simplificando, obtém-se

27a3/?
r=""2 (2.94)

Vi
ou seja T? = %a?’ = Ctea® (resultado de Kepler, j4 que a notacio moderna de expo-

entes racionais s6 apareceu posteriormente com Newton). Usando dois corpos, podemos
eliminar a constante de proporcionalidade para escrever

2 3
% — 22 (2.95)
1 ag-

O periodo orbital T' sé depende do semi-eixo maior, ou seja, da energia. Quanto
maior a energia, maior a distancia média e maior o periodo, i. e. planetas mais longinquos
demoram mais tempo a revolucionar o astro central. Na realidade, embora nao seja ébvio
de (2.94) pois o espago percorrido também é maior, planetas mais longinquos deslocam-se
também mais lentamente.

2.4 A Equacao de Kepler

Apébs estudar as érbitas e as suas propriedades estamos finalmente em condigbes de
prosseguir com a resolucao completa do problema das érbitas Keplerianas, determinando
a localizagao do corpo na oOrbita em funcao do tempo. Isso faz-se resolvendo a famosa
equacao de Kepler.

2.4.1 Anomalias verdadeira, excéntrica e média

Antes de resolver o problema é necessario introduzir algumas varidveis auxiliares como
é o caso das anomalias, originalmente referente ao movimento aparente nao uniforme
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(i. e. anémalo) dos planetas. Ou seja, os planetas ndao eram encontrados no céu no local
esperado, fazendo um angulo relativamente ao observador entre o local esperado e o local
encontrado no céu. Modernamente, anomalia significa simplesmente angulo.

Preparando-nos para obter a posicao em funcao do tempo, seja a circunferéncia
auxiliar de raio a que inscreve uma Orbita eliptica com o mesmo centro desta, de modo
que toca na peridpside e na apoapside (cf. Figura 2.16).

Figura 2.16: Anomalias verdadeira 6 e excéntrica F, indicadas com a ajuda da érbita e da
circunferéncia auxiliar de raio a [7].

A Anomalia Verdadeira é o angulo contado a partir da peridpside. Na posicao
mostrada coincidird com a coordenada polar 6. Em geral serd 6 — 5y (cf. (2.54) e
Figura 2.4)

A Anomalia Fxcéntrica E é o angulo central da circunferéncia auxiliar de raio a
contado a partir da peridpside, relacionado com a posicao do satélite i. e. do ponto
correspondente ao da érbita de anomalia verdadeira na linha perpendicular a linha das
apsides (cf. Figura 2.16).

A partir do periodo orbital (2.94) pode-se definir uma velocidade de revolu¢ao média

n do satélite
2 [ 1

para definir que a Anomalia Média M é o angulo médio medido a partir da tltima
passagem na peridpside

Def. M: | M=n(t—Tp) = \/g(t —Ty), (2.97)

onde Tj é o instante em que o corpo passa na periapside, ou tempo de passagem na
periapside. A anomalia média é proporcional ao tempo. Note-se que numa Orbita
circular as trés anomalias coincidem ja que nesse caso o foco coincide com o centro da
circunferéncia e a drea varrida passa a ser proporcional ao angulo avancado.
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2.4.2 A equacgao de Kepler

E possivel definir uma transformacao afim do espago — uma contraccao linear do espago
i. e. proporcional a coordenada cartesiana — na direccao perpendicular a linha das
apsides. Essa mudanca de escala transforma o circulo auxiliar de raio a na elipse que
representa a trajectdria se a contraccao da coordenada y for b/a em que (a,b) sdo os
semi-eixos maior e menor da elipse (cf. Figura 2.16). Como a mudanca de escala se da
apenas numa dimensao, tanto os comprimentos como as areas correspondentes serao
escalados em b/a.
Observando a Figura 2.16, vemos que RQ escala para RP com

RP - gm, (2.98)

e a drea F'AQ) transforma-se na area FFAP, que é b/a mais pequena que a primeira. Antes

Figura 2.17: Transformagao afim do circulo na elipse. As distancias em y sao escaladas e as
areas escaladas nessa direccao [6].

da transformacao (Figura 2.17, & esquerda), a drea A, é determinada & custa da drea do

sector circular %77@2, subtraida a area do triangulo definido pelo centro, foco e ponto

no circulo:

Ea? 1
Ta =A:.+ 5(&6)(@ sin E), (2.99)
ou seja
a2
Ac = ?(E —esin E). (2.100)

Apés a transformacao afim (Figura 2.17, a direita) a drea A, é transformada em A,

A = EAC = %b(E —esinE). (2.101)
a

A velocidade areolar (2.91) dé-nos a drea descrita num certo tempo. Se o tempo for
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f F=FEM

f=esink

-M { Ey E

Figura 2.18: representagao grafica do método numérico para obter a soluc¢ao da equacgao de
Kepler [7].

o periodo T, a drea descrita é a da elipse, wab, logo

dA Aelipse ab | p
sl = /2 = . 2.102
dt T 2\ ad Cte (2.102)

Integrando entre o tempo de passagem na periapside Tj e t, e utilizando (2.101),

t ab ab [pu [t ab |
dA=A. = —(E—esinE)= —/ = [ dt' = —/ =t —Tp). 2.1
/TO 2 (B~ esinE) 2,/a3/TO T, (2103)

Finalmente, substituindo a defini¢ao (2.97) de M em (2.103) e simplificando, obtém-se

JE(t=Ty) =M = E—esinF, (2.104)
a

que é denominada Fquacdo de Kepler.

A equagao de Kepler é transcendente e nao oferece dificuldades quando se conhecem
as anomalias e se pretende saber o tempo mas na direcgao contraria sé pode ser resolvida
numericamente. Nao é dificil com os métodos modernos resolver a equacao de Kepler
(por exemplo com o método de Newton, cf. Figura 2.18) mas é necessério algum cuidado
com os valores iniciais da iteragao e a resolucao pode convergir devagar em algumas zonas
do dominio, nomeadamente quando e < 1 e M 2 0. Por outro lado, é frequentemente
necessario resolver esta equacao a bordo de satélites com poder de cdlculo muito limitado
e continuam a ser publicados artigos cientificos sobre esta equagao, por exemplo a propor
algoritmos mais eficientes para as mais diversas situacoes.

Mas nossa tarefa ainda nao estd terminada. Falta ainda relacionar as anomalias
verdadeira e excéntrica ja que a segunda é apenas um parametro intermédio. Observando
a Figura 2.16 e usando (2.75), pode-se concluir facilmente que:

acos E+rcos(m—0) =ae << acosE —rcosf = ae. (2.105)
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Por outro lado, a transformacao afim implica que
. =5 b=~ b .
rsinf = RP = —RQ = —asin E. (2.106)
a a

Utilizando a equagao da érbita (2.87), pode-se reescrever (2.105) e (2.106) como

e+ cosf e—cosE

F=—— l=——-—" 2.107

o8 1+ ecosf < o8 1—ecosE’ ( )
V1 —e2sinf V1—e2sinFE

sinf = Y- 07 & sinf = Y- 02 (2.108)
1+ ecosf 1—ecosE

ou seja, € sempre possivel obter a anomalia excéntrica da anomalia verdadeira e vice-
versa. Note-se que ambas as equacoes podem ser necessarias para resolver a questao de
qual o quadrante do dngulo a obter.

Utilizando a identidade trigonométrica tan § = 1-S+iélo§x e substituindo as equagoes
(2.107), obtém-se finalmente para elipses
1—e 0
tan — = tan — 2.109
2 1+e 2 ( )

que determina os valores sem confusao possivel de quadrante.

2.4.3 Orbitas parabélicas e hiperbélicas

O caso parabdlico é singular e pouco interessante na pratica, como ja foi afirmado. O

caso hiperbdlico é similar ao eliptico com algumas diferencas. Por isso néo se inclui aqui

as deducgoes para o caso de drbitas parabdlicas e hiperbdlicas, apenas os resultados finais.
Para trajectérias parabdlicas a relagao entre a anomalia verdadeira e o tempo é

[ 1 B 0 1, 50
2 E(t—Tg)—tani—l-gtan 2 ) (2.110)

que é, mais uma vez, uma equagcao transcendente.

Para trajectérias hiperbdlicas, tem-se

I . e — cosh I
_7a3(t - TO) — €SIHhF - F 5 COSQ — m (2111)

O movimento parabédlico é singular mas as equacoes das trajectorias elipticas e hi-
perbodlicas podem ser unificadas fazendo £ = iF.

O problema fica finalmente totalmente resolvido para todos os tipos de orbitas:
conseguindo obter, mesmo que apenas numericamente, 6(t), pode-se usar a equacao da
trajectoria para obter r(t).
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2.4.4 Dedugao directa da relagao entre a anomalia verdadeira e o
tempo

Nas seccoes anteriores obtivemos passo a passo a relacao entre a anomalia verdadeira e o
tempo. Esse é o modo mais informativo, ja que o processo é dividido em partes, isolando
e simplificando o passo realmente dificil que é resolver a equacao de Kepler quando se
pretende saber a anomalia excéntrica, dado o tempo. Mas nem sempre esse processo é
necessario. Por vezes vale a pena ser mais expedito e obter directamente a expressao
completa entre ¢ e 6.

O primeiro passo nao é muito diferente. Da 2% Lei de Kepler, (2.9), pode obter-se 0

d4  ab [ h 126 . 1df a*V1—-e€2 [p
@ 2Ve 2T T e Ve (2112

e usando a equagao da érbita, (2.87),

de 2y-3/2 | M

Integrando a partir da periapside, obtém-se

/i N/
/0(1+6€os0)2_\/m Tod’f— (1_62)3@ To), (2.114)

onde, mais uma vez, o lado direito é o integral de uma constante que se resolve imedia-
tamente. O problema passa a ser calcular o integral do lado esquerdo de (2.114),

o de
—_ 2.11
/0 (1+ecosh)?’ (2.115)

o qual nao é, de todo, 6bvio como se resolve. Felizmente este integral é um caso particular
do integral, que pode ser encontrado em tabelas,

do
_ 2.11
/ (1+ecos)m’ (2.116)

com n = 2, de onde resulta

/ de B —esind n 1 / de (2.117)
(14ecosf)2 (1 —e2)(1+ecosf) 1—e2 ) 14ecosh’ ’

que é facil verificar por derivagao, embora trabalhoso, que é o resultado correcto. Final-

mente, o integral resultante pode ser resolvido transformando a funcao integranda em
- Lo . a2
fraccoes racionais usando a mudanca de varidavel usual tang =1 = cosf = % +:2 com
do _ 2
dz = 1+z2°

pode obter-se o resultado.
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A mudanca de variavel para fraccoes racionais também funciona no integral original;
simplificando, obtém-se

de 2 1-c¢ 1 I+e
= = —. 2.11
/ (1+ecosh)?2 (1 —e)? / |:(.732 +¢)? TR + c} dz, ¢ 1—e (2.118)

O resultado é diferente para e < 1 e para e > 1 pois, dependendo se as raizes sao reais
ou complexas, as integracoes resultam em log ou arctan:

/ de
(1+ ecosf)?

1 —esinf 2 V1 —e? 0
1: = t —tan — 2.119
€< 1—e2 1+ecos€+\/1_e2arcan< 1+e an2>], ( a)
1 in 0 1 Vetl++e—1tan?
es1 = 1esm - log< 3)] (2.119b)
e — +ecos ver—1 ve+1l—+ve—T1tang

Finalmente, usando (2.114) o tempo em func¢ao da anomalia verdadeira para 6rbitas
elipticas e hiperbdlicas escreve-se, respectivamente:

3/2 1— 0 V1—eZsinf
e<1l: t.=2— |2arctan Ctano | - Yo CSTY (2.120a)
VI 1+e 2 1+ ecosf

e\/eZ—lsiHG_lo \/e—i-l—i-\/e—ltang (2.1200)
1+ ecosb B Ve + —\/e—ltang ' '

As equacgoes podem ser adimensionalizadas usando a substituicao, diferente para
orbitas elipticas ou hiperbdlicas:

Vi (2.121a)

Te = t@ 27’['0,3/2 )
_ ., VH
Th=th 75 (2.121b)

As equactes adimensionalizadas sao adequadas para uma representagao grafica que
permite obter por inspecgdao a solucao das equagoes de Kepler, na Figura 2.19 para
orbitas elipticas e na Figura 2.20 para o6rbitas hiperbdlicas, uma técnica ultrapassada
mas que permite ter uma ideia do que acontece quando a excentricidade muda.

No caso das drbitas elipticas (cf. Figura 2.19), uma vez que a solucao é simétrica para
as duas metades da drbita (devido & simetria relativamente a linha das épsides) basta
uma representagao até § = m, sendo o restante lido ao contrdrio para ser descontado de
um periodo orbital.

No caso de 6rbitas hiperbdlicas (cf. Figura 2.20), o movimento ndo é periédico mas a
linha das apsides ainda é de simetria e a solucao € igual para as duas metades simétricas
da érbita dividida pela peridpside.
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Figura 2.19: Solugoes da equagao de Kepler para vérias valores da excentricidade no caso de
érbitas elipticas [58].
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2.5 Orbita estabelecida a partir de condicoes iniciais

2.5.1 Condigoes iniciais

Uma vez conhecida a solucao do problema de dois corpos é necessario aplicid-lo a casos
concretos. Pode-se conhecer as condigoes iniciais, ou medir essas mesmas condigoes num
certo instante, e querer fazer a previsao da localizagao do objecto no futuro i. e. saber a
sua 6rbita e posicao em funcao do tempo.

Se se conhecer os vectores posicao e velocidade num certo instante de uma Orbita
Kepleriana, definido a partir dai como instante inicial, fica-se a saber imediatamente o
plano da érbita pois h= 7o X U9 = Cte (cf. § 2.1.2). Pode-se entao comegar por resolver
o problema no plano do movimento, que é o que vamos fazer nesta seccao.

Em coordenadas polares no plano, as condigoes iniciais 7, g tém componentes

To = T0€r, (2.122a)
U = vo(sinyp€, + cosYoéy), (2.122b)
em que v é o denominado dngulo de voo®, que é o angulo que o vector velocidade faz

com a direccao transversal éy. Tem-se entao trés condigdes iniciais escalares (79, vo, Y0)
(cf. Figura 2.21).

Figura 2.21: Orbita estabelecida a partir de condigoes iniciais rg, vg, Yo em que 7o é o angulo
de voo.

Uma cénica fica completamente definida com dois parametros, e. g. (a,e), mas a
posicao inicial pode estar localizada em qualquer ponto da dérbita. Isto significa que é

R0 frequentemente utilizada a designacao em Inglés, flight path angle.
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necessario saber a localizacao inicial relativamente a érbita, por exemplo determinando
a anomalia verdadeira inicial f#y que determina a orientacdo da oérbita no plano do
movimento, nao conhecida a priori. Por conseguinte, para determinar a érbita no plano
é necessario determinar trés parametros (a,e,fp).

2.5.1.1 Momento angular e velocidade radial

O valor algébrico do momento angular h pode ser determinado em qualquer instante
utilizando o angulo de voo «. No instante inicial ¢g, tem-se

h = rwvsin(r,v) = h = rovg cos Yo, (2.123)

pois ¥ ndo é o angulo entre 7 e ¥ mas sim o angulo complementar. Note-se que —90° <
~v < 90° pois se fosse maior a érbita seria descrita ao contrério.

A componente radial da velocidade 7 pode ser obtida diferenciando a equacao da
6rbita (2.70)
d /1 1+ecosf 7 esinf .
a1+ o L __eamry (2.124)
dt \ r P r2 D
eliminando § usando a conservagiao de momento angular 72 = h. Simplificando com
p = h?/u pode-se resolver em ordem a 7 e obter

;= %e sin, (2.125)

que mostra explicitamente que 7 serd nulo quando # = 0, 7, ou seja na periapside ou na
apoapside, o que nao é estranho pois sao os pontos mais proximo e afastado da origem,
respectivamente. A velocidade é perpendicular ao vector posi¢ao nesses pontos e portanto

‘h =TrVUCoSY = TrpUp = Tglq. (2.126)

No instante inicial tem-se

to = [Flo=g, = (¥0)r = vosin o, (2.127a)

90 = [9]9:90 = Toéo = (170)9 = Vg COS Y0, (2.127b)
e utilizando (2.127a) e (2.125) para 7 no ponto inicial
N L . .
ro = Ee sin By = wg sin vy, (2.128)

que por via de (2.126) se pode simplificar para

2
0 sin vy cos Y. (2.129)

. To
esinfy =
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2.5.2 Anomalia verdadeira inicial 6,

Invertendo a equagao da érbita % = fz(1 + ecosbp) e utilizando o momento angular
(2.126) novamente, obtém-se

n2 1 2.2 (o2 2
600890:———1:w—1:%(105270—1, (2.130)
1o 1o 7
ou seja
T'ovg 2
ecosfy = cos“yp — 1. (2.131)
Dividindo termo a termo (2.129) e (2.131),
rovg .
m ) sin p cos Yo
tan 6y = 5 , (2.132)
T‘ovo 2 _ 1
( m ) cos? o

que nos dé a anomalia verdadeira inicial em funcao das condic¢oes iniciais. A anomalia
verdadeira inicial nao depende de (79, vg) individualmente um do outro, mas sim apenas
do factor adimensional

(2.133)

S
T
N

Note-se que como a anomalia verdadeira inicial pode ser de qualquer um dos quatro
quadrantes, 6 € [0,27], a (2.132) calcula duas solugbes fisicamente possiveis. Esta
indeterminacao pode ser resolvida observando que

0el0,n]: vT:f*:%sinHZO & 7>0, (2.134)

ou seja, quando v > 0 a anomalia verdadeira estara localizada nos primeiro ou segundo
quadrantes e quando v < 0 nos terceiro ou quarto quadrantes. Mas as duas solugoes
possiveis de (2.132) sao sempre ou do primeiro e terceiro quadrantes, ou do segundo e
quarto quadrantes, o que significa que o sinal de v desfaz a indeterminacao das solucoes
de 0, e vice-versa.
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2.5.3 Excentricidade

Quadrando (2.129) e (2.131), somando, e reorganizando os termos

(esinfp)? + (ecosfp)? = e(sin Oy + cos? fy) = €*
rovh ? 2 2 roU ’ 4 rovd 2
=|——] sin“ycos“yp+|—) cos"yp—2| —)cos"y +1
K M M

rovh ’ 2 2 2
= cos” Yo | (cos® o + sin® )

I
=1

rovg 2 .2 2
— 2| —— ) cos” g + sin” yp + cos” Yo
u
rav2 )\ 2 2
-|(5) 2 (50)
M K

rovd 2
e? = <00 — ) cos? 7o + sin? 7o, (2.136)
w

cos? v +sin®vp, (2.135)

ou seja

que ¢é a excentricidade em funcao das condigbes iniciais e onde, mais uma vez (rg,vg)
aparecem apenas no factor (2.133).

2.5.4 Semi-eixo maior

Multiplicando a equacao da energia (para hipérboles, a < 0) por (2r¢/u),

po2ro v% 2rg  p 2rg

- = , 2.137
2a p 2 u ro W ( )
obtém-se imediatamente o semi-eixo maior em funcao das condigOes iniciais
1
4 —_—, (2.138)
ro 9 _ %
w

onde novamente surge o factor (2.133). Neste caso teria que aparecer uma normaliza¢ao
ro devido as dimensoes fisicas de a.

2.5.5 Tipo de érbita e ’”04:%

Vale a pena fazer algumas consideragoes sobre as expressoes obtidas para calcular (a, e, 6p).
As equagoes sao validas para qualquer instante, ja que ty é arbitrario. Por outro lado,
(2.136) mostra que, se v # 0, é impossivel ter e = 0 ou seja, é impossivel que a orbita
seja circular. Ao contrario, se 79 = 0 a posigao inicial ry s6 pode ser a peridpside ou a
apoapside, ou entao a drbita é circular.
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Figura 2.22: Gréfico polar de e(ry) para diversos valores de % demonstrando que as érbitas

Tovg
14

2 2
=7 =2 (circunferéncia) ou =7 > 2 (curvas no exterior da circunferéncia), nao dependendo do
valor de 7.

sao elipticas, parabdlicas ou hiperbdlicas consoante

< 2 (curvas no interior da circunferéncia),

De (2.136) tem-se que as érbitas serao elipticas, parabdlicas ou hiperbdlicas consoante
% <2, rovg _ 2 ou rovg > 2. Este resultado nao depende do valor de g, como pode
ser observado no grafico polar de e(y) na Figura 2.22.

Na Figura 2.23 podemos observar como varia o valor da excentricidade com rov3/p
e confirmar os resultados do grafico polar. Uma caracteristica mostrada nesta figura é
a possibilidade de se ter excentricidades negativas até e = —1. Isso é um artificio, mas
que pode ser 1til, como veremos na préxima secgao.

2.5.6 Caso de satélite lancado com 5 =0

Um caso particular de condicoes iniciais é o do satélite lancado com angulo de voo
inicial nulo. Como referido anteriormente, se 79 = 0 entao o ponto inicial s6 pode ser a
peridpside ou a apodpside, ou a drbita é circular. De (2.136) com 7y = 0, tem-se que

2
e=+ <r°”0— ) (2.139)
1

onde se estd a incluir a possibilidade de e < 0. Se a 6rbita for circular, e = 0, tem-se

v =L, (2.140)
o

que é o resultado conhecido que se pode obter directamente do equilibrio de forcas. A
velocidade é obtida quando a orbita é parabdlica, e = 1, ou seja

D)
v =4/ L. (2.141)
o



Estabilidade das érbitas circulares 75

Ve
// //
/.
e -
1
Bo = 40°_~
1077
00
0
50
—%0°]
-19 1 2 3 4 5
Tovo?
K

2
Figura 2.23: A relacdo entre o tipo de érbita e pardmetro % pode ser observada nesta figura.
Nota: nesta figura K = pu, Sy = v9. O caso e < 0 corresponde a drbitas rodadas m (ver [58]).

A possibilidade de e < 0 tem que ver com a orientagao da 6rbita. Consideremos todas
as érbitas a partir de um ponto inicial com g = 0. Todas as orbitas tém peridpside e esse
ponto pode ser o inicial em todos os tipos de drbitas, incluindo as circulares. Mas fica de
fora um caso, que é o de o ponto ser a apoapside de uma érbita eliptica. Supondo que
alinhamos as érbitas de modo a que Sy = 0, e supondo que se tem uma excentricidade
negativa ¢/ = —e < 0 pode-se reescrever a equagao da drbita (2.87) como

. a(l—e?)  a(l—¢*) a(l—é?
 1+e€cosf® 1+ (—e)cos® 1+ecos(d—7)’

(2.142)

mostrando que uma érbita com e < 0 e periapside em 6 = 0 é equivalente a uma orbita
com e > 0 e peridpside em 6 = 7w ou apodpside em 6 = 0.

Todas as érbitas a comegar num ponto com g = 0 estao representadas na Figura 2.24,
incluindo a possibilidade de o ponto inicial ser a apoapside.

2.6 Estabilidade das dorbitas circulares

Vimos na § 2.3.4 que as Orbitas parabdlicas sdo instaveis, pois qualquer perturbacao que
afecte o valor da excentricidade transforma. a érbita parabdlica em eliptica ou hiperbdlica.
A mesma pergunta se pode fazer no caso das dérbitas circulares: se uma pequena per-
turbagao alterar as condigoes da érbita, serd que o resultado ainda é algo semelhante
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Figura 2.24: Caso de satélite lancado com 7y = 0. Se velocidade nao é suficientemente elevada,
o ponto rg é a apoédpside e nao a peridpside, que pode ser pensado como tendo e < 0 [58].

a uma Orbita circular? Esta questdo serve de pretexto para introduzir a andlise de
estabilidade.

Ha muitos tipos conceitos de estabilidade. O mais simples é o de estabilidade linear.
Se um sistema estd num certo tipo de equilibrio, supoe-se que uma pequena perturbagao
o afastou ligeiramente desse equilibrio. Supondo que a solugao nas condi¢oes perturbadas
pode ser escrita como uma série de Taylor expandida a partir do ponto de equilibrio
original, se a perturbacao é pequena a série poderd ser aproximada pelos primeiros
termos, ja que os termos de ordem superior serao muito menores e portanto desprezaveis.
Se se truncar a série na ordem um, as equagoes que regem a perturbacao serao lineares,
ou poderao ser linearizadas e serd facil analisar a estabilidade. Eo que vamos ilustrar a
seguir.

2.6.1 Perturbacao de uma drbita circular

Consideremos o caso mais geral de forcas centrais atractivas, ja que orbitas circulares sao
sempre possiveis neste caso, com a forca centrifuga mv?/r a equilibrar a forga central
aplicada. Lembrando a componente radial das equacoes do movimento em coordenadas
polares (2.11a), para uma 6rbita circular de raio rg, tem-se

— 1902 = f(ro), (2.143)

onde rg = Cte. Consideremos, por simplicidade, apenas uma instabilidade radial rq
induzida ao sistema, que o afastou do equilibrio (dindmico) da 6rbita circular. Esta
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instabilidade pode depender do tempo pois o sistema saiu do equilibrio e a evolugao da
posicao radial é desconhecida, ou seja

ri: o r(t) =ro+ri(t). (2.144)

O sistema deve obedecer as equagoes do movimento e (2.11), que se podem combinar em
(2.12), i. e.

P —— = f(r). (2.145)
Como considerdamos que 71 é uma pequena perturbagao, r1/rg < 1, portanto

r1
T =—

To

<1l: r=mrg (1 + Tl) =7ro(1+z) ~ 1o, (2.146)
o

e como 79 nao depende do tempo,
ro=Cte: ¥ =7#. (2.147)

Lembrando o desenvolvimento em série da binomial, que
2

o F o (2.148)

o desenvolvimento em série do termo h?/r® vem

h2 h2 h2 2
SZH:3<1_3”+6T;__..>_ (2.149)
r ro(1+71/70) 3 o 2

Por outro lado, a série de Taylor de uma fungao geral f(r) em torno de rg é (r;1 =7 —rg)

7,2
f(r)y=flro) + Tlf,(ro) + Elf”(ro) +.... (2.150)

Estamos agora em condicoes de obter a solucao aproximada para pequenas perturbagcoes
radiais.

2.6.2 Solucao aproximada e analise de estabilidade

Substituindo na equacao da érbita (2.145) e mantendo sé termos até primeira ordem, e
utilizando (2.143),

2 2
f—%Zf(r) & fl—%<1—3;§)=f(m)+7“1f'(7“0)

& i+ f(ro) (1 - 3:;) = f(ro) + r1f'(ro), (2.151)
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que simplificada resulta finalmente na equagao que rege a perturbacao

1 — [3f(7’0) -+ f/(?”o):| r1 =0, (2.152)
To

que é uma equagao diferencial linear homogénea de coeficientes constantes, correspon-
dente ao oscilador harménico. As suas duas solugoes gerais obtém-se resolvendo a equacgao
caracteristica e sao:

C; exp ()\Z't), N = ﬂ:\/:’f(ro) + f’(?“()), 1=1,2, (2.153)
0

cuja forma concreta depende da forma dos valores proprios A;. Se as exponenciais forem
reais, havera sempre uma que aumenta indefinidamente com o tempo e r; nao se mantera
pequeno. Isto significa que para haver estabilidade é necessario que

= (o) + £'(r0) < 0, (2.154)

CasSo em que as solug()es Serao senos e CO-SQHOS9

do ponto de equilibrio.

, Ou seja 0 movimento mantém-se préximo

2.6.3 Orbitas circulares com forca da gravidade

No caso de uma forga central atractiva genérica que seja uma poténcia da distancia

7]
flr)=—20 (2.155)
tem-se 5 5 ( 3
ooy S o (n—=3)p
%f(ro) + f'(ro) = e + e (2.156)

que sO serd estavel para n < 3, o que inclui o caso da forca da gravidade n = 2,
fr)=—1,
_ 9. 3 / M 4 ,
n=2: —f(ro) + f'(ro) = ——5 <0, = Orbita estével (2.157)

ou seja, as orbitas circulares devidas a forca da gravidade sao sempre estdaveis. Fica como
exercicio mostrar que, se a perturbagao inicial for r1(0), a velocidade de revolugao é

.k 2
6= (1 _ 20 o ’f,)t) . (2.158)

To ’I“O

90 caso da raiz nula também é instdvel pois nesse caso hd duas rafzes iguais e a solucio sera da
forma 71 = A 4+ Bt, que também cresce indefinidamente.
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2.7 O vector de Laplace-Runge-Lenz

2.7.1 Integral do Movimento

No caso das érbitas Keplerianas existe um outro integral do movimento que, apesar de ser
dependente dos ja falados, é 1til em muitas circunstancias. Esse integral do movimento é
o vector de Laplace-Runge-Lenz, também conhecido por vector excentricidade ou vector
de Laplace e é 1til porque o seu conhecimento permite estudar as propriedades de simetria
e ajuda a descrever a érbita no espago de modo simples. A equagdo das érbitas pode
até ser obtida por um método algébrico utilizando apenas técnicas de andlise vectorial
envolvendo este vector.

Para obter o vector de Laplace-Runge-Lenz, comecemos por reparar que o vector
momento angular h=7Fxié perpendicular tanto a posigao 7 como a velocidade 7, o que
implica que 7 X h pertence ao plano da orbita. Como a derivada do momento angular é

nula, h= 0, em ¢érbitas Keplerianas, entao a derivada de ¥ X hé

d d . R . N . AN
= (vxh) &<F><h):77><h+77>< i (2.159)
Utilizando a definicio de h = 7 x ¥ = ¥ x ¥ e a equacio do movimento - = —5é = L7
obtém-se
d ("x fi) M"’x("’xl‘) (2.160)
— = ——=Tx (FxT); .
dt r3 ’

notando que F= U, utilizando a conhecida igualdade vectorial

x (bx &) =(a-&b— (@b (2.161)

e reparando que 7+ I = ¥'- T = ¥ - €, = v, = 7, e que nao se deve confundir 7 # || = [¢],

o lado direito de (2.160) simplifica-se para

3 r3
= & [ = o] = 5 [ri— (@ - )]
— By L (T 2L (T a6
e TQ\UT,-/' e - BT ’
=7
de onde resulta um integral do movimento
d /. - d /7 d ([, - i
f*h):ff Sixh-—pul) =0, 2.1
at (TX Fat <r> T (TX “r) 0 (2.163)

ou seja
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onde se denominou-se C = ,uff para facilitar a posterior interpretagao. O vector que por
agora designamos por A é, por definicdo, o vector de Laplace-Runge-Lenz

L1/ - P
A== (Fx h— M’“) , (2.165)
n T

uma constante do movimento (embora nao seja independente de outras ja conhecidas, ou
seja, ndo acrescenta informacao nova). Note-se que A pertence ao plano do movimento
pois ¥ x h L h (normal ao plano) e 7 pertence ao plano.

2.7.1.1 Vector Excentricidade

Para conhecer A bastara saber quanto vale o seu médulo e a direc¢ao (constante num
referencial de inércia) para onde aponta.

Para determinar o médulo do vector de Laplace-Runge-Lenz, podemos calcular a sua
norma A2

o o (Fxh)? F-F O F Txh (Fxh)? 2 o
1.4 2) TRUSLE X _ @ 2) 11— (7T x h); (2.166)
p r R p pir

a expressao (2.166) simplifica-se lembrando do calculo vectorial que

—.

(@x b)? = |a*[b]*> — (@- b)?, (2.167a)
i-bxé=axb-c (2.167b)
Substituindo (2.167) em (2.166),
1 - 2 - h%? 2h?
A= (PR @02 )1 —(FxTdh) =" 1o
2 2
H ~—— M S~ H Hur
=0 (7Lh) h
N——
h2
2h% [ v? 228 28 h?
S S B $1 = A= 14220 e (2.168)
p2 \ 2 r 12 2

ou seja, o médulo do vector de Laplace-Runge-Lenz, utilizando (2.52), coincide com a
excentricidade, dai a designacéo de vector excentricidade € = A.

Um modo alternativo de determinar |A] é utilizar a equacdo da érbita (2.54), a
conservagao de momento angular (2.10), e ainda (2.125), para determinar directamente
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o resultado:

22 2 22 -2 202
Aazh(v_u>+1:h<r+r9_u>+1
T

w2\ 2 2 2 r
_ h?u2e? Gin20 4+ h2r2h? B 2h2(1 + ecosf) 41
p2h? p2r ph?/p
ht (1 0)?
:eQSin20+—M —2—2ecosf+1
pr o bt/ p?

=e?sin®f + 1+ e?cos?H + 2ecosf — 1 — 2ecosb

= e*(sin? 0 + cos?0) + 0+ 0 =e?. (2.169)

Para determinar a direccao do vector excentricidade, pode-se calcular o produto
interno com 7 que, por definicdo, é

7+ €=recosq, (2.170)

onde « é o angulo entre os dois vectores 7 e €. Por outro lado,

h
F-ixh 77 Fxvh P h?
P.oe= — = —— = (2.171)
1 r 1 oo
e, igualando (2.170) a (2.171),
h? h?
recosqa =——r = = /n (2.172)

1+4+ecosa’

mas a ultima equagao é a equacao da érbita com « no lugar da anomalia verdadeira,

logo a tnica possibilidade ¢é
(2.173)

Se a = 0, entao podemos concluir que o vector excentricidade

— E —
g=20_T (2.174)
1 r

tem a mesma direc¢io da linha das dpsides e sentido da peridpside (cf. Figura 2.25).

O vector de Laplace-Runge-Lenz é bastante til ji que fornece automaticamente
a direccao da linha das apsides no espaco, e portanto uma parte da orientacao do
espaco. Além disso, quando as érbitas Keplerianas sdo perturbadas, a variacido do vector
de Laplace-Runge-Lenz pode ser utilizada para determinar a precessao da linha das
apsides da érbita. O vector de Laplace-Runge-Lenz pode ser utilizado em célculos mais
sofisticados e estudo das propriedades de simetria das drbitas.
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Figura 2.25: Ilustragdo do vector de Laplace-Runge-Lenz. Em qualquer posicao 7 as duas
partes que constituem o vector somam-se de tal modo que o resultado é sempre o mesmo: o

vector tem direccao da linha das dpsides e sentido da periapside.



Capitulo 3

Orbitas no Espaco e no Tempo

3.1 Elementos Classicos de Orbita

3.1.1 Introdugao

No Capitulo 2 as érbitas foram especificadas no plano mas vivemos num espaco tridi-
mensional. Serd necessario identificar o plano orbital relativamente a um referencial de
inércia conhecido. No dominio das 6rbitas Keplerianas, basta conhecermos a posicao 7
e a velocidade vy da particula num certo instante de tempo para podermos determinar a
érbita no espago completamente. No espago tridimensional, {79, 7} requerem a especi-
ficacao de seis parametros para resolver o problema, as trés componentes de cada um dos
vectores. Para especificar os vectores é necessario um referencial, e o mais conveniente é
ser um referencial de inércia centrado no corpo central.

Para um observador, por exemplo na Terra, ndao é muito conveniente especificar
{70,v0} pois estes vectores nao tornam débvia a drbita do satélite no espago. Os FEle-
mentos Cldssicos de Orbita sao um conjunto de 6 parametros capazes de especificar
completamente qualquer érbita, ou seja, sao equivalentes a ter as posicao e velocidade
iniciais, mas sao muito mais intuitivos, tornando a identificacdo de d6rbitas muito mais
facil.

3.1.2 Referencial de inércia

Vamos centrar a discussao nas imediagoes da Terra. Antes de tudo o resto, é necessério
especificar um referencial de inércia. O centro do referencial tem que acompanhar a Terra
mas isso nao é um grande problema. Como ja vimos, qualquer satélite em revolucao a
volta da Terra sente uma aceleragao aplicada pelo Sol praticamente igual a sentida pela
Terra, j4 que estd numa posi¢do muito préxima do centro da Terra, quando comparado
com a distancia ao Sol. Se o satélite revoluciona a Terra, significa que a acompanha no
seu movimento a volta do Sol. Ou seja, do ponto de vista da translacao relativamente a
Terra, podemos simplesmente descontar a aceleracao aplicada pelo Sol nos dois corpos,
desde que a diferenca entre a aceleracao aplicada pelo Sol no satélite e a aplicada pelo
Sol na Terra seja desprezavel. Se se quiser levar em conta essa diferenca, ela pode entrar

83
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Polo norte celestial

Primeiro meridiano

Ascensio direita
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Pélo sul celestial

Figura 3.1: Referencial de inércia [6].

como uma perturbacao de terceiro corpo, mantendo-se o movimento da Terra a volta
do Sol!. Nestas condicdes, um referencial que acompanhe a Terra na sua érbita pode
ser considerado aproximadamente de inércia, do ponto de vista da translacdao. Este
referencial é denominado Referencial de inércia centrado na Terra, utilizando-se a sigla
ECI da designacao em lingua inglesa (Earth Centered Inertial frame).

Falta a questao de determinar se o referencial nao roda e como determinar as direcgoes
dos eixos coordenados. Ja a questao de o que é um referencial de inércia se torna
tautologica se nao conhecemos as forgas aplicadas nas particulas. Considera-se que o
Universo nao roda, de modo que as direcgoes fixas do referencial podem ser determinadas
pela observacao de estrelas distantes. Um método utilizado historicamente é o de utilizar
a ecliptica e o equador celeste para determinar os eixos coordenados (cf. Figura 3.1).
Assim, o eixo z define-se na direccao do eixo de rotagao prépria da Terra, sentido Sul-
Norte. O eixo x aponta para o equinécio Vernal, ou da Primavera (hemisfério Norte), i. e.
para a intersecgao da ecliptica com o equador, no nodo em que o Sol passa do hemisfério
Sul para o hemisfério Norte. O eixo y é escolhido de modo a que o referencial seja
direito, como todos tém que ser, estando portanto também no plano do equador. O eixo
x apontaria para a constelacdo de Aries no tempo da Babilénia e é também designado
por primeiro ponto de Aries.

'Esta questdo ja foi debatida a propésito de um problema com n corpos.
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3.1.3 Epoch

O referencial ECI nao rodaria se o eixo de rotacao da Terra tivesse uma direccao fixa no
espago, mas isso s acontece aproximadamente. Na realidade o eixo de rotacao da Terra
precessa devido aos efeitos da gravidade da Lua (mais importante) e do Sol na Terra
por esta nao ser uma esfera perfeita. E a bem conhecida precessao dos equinocios. O
periodo é de cerca de 26 000 anos, o que faz rodar o eixo xz no plano do equador a uma
taxa de 0.8 /ano, e é muito diferente do efeito de precessao que a Terra teria se pudesse
ser considerada um corpo livre. Esse efeito existe mas é muito menor e tem um periodo
também muito menor, da ordem das centenas de dias. O referencial ECI é entdo apenas
aproximadamente de inércia pois roda lentamente (para além da questao da aceleragao
da origem, ja discutida).

Como o referencial roda, mesmo que lentamente, é necessdrio saber exactamente que
referencial se utilizou em cada medida. Pode-se especificar a data época ou epoch em
que as medicoes sao feitas, definidas pela intersec¢ao das linhas do equador e ecliptica
na altura da medicao. E o referencial instantaneo dessa data. Alternativamente, pode-se
usar um referencial definido numa certa altura e mudar de vez em quando para nao
acumular erros (se a precisao requerida o permitir). O referencial J2000 é o utilizado
nesta altura, nos casos em que uma precisao muito elevada nao é requerida. Ele foi
definido com o alinhamento do Equinécio Vernal de 1 de Janeiro de 2000, as 12:00 TMG.
Antes do J2000 era utilizado o referencial B1950, baseado no ano Besseliano. Em 2025
serd feita a mudanca para o referencial J2050 i. e. estes referenciais sao supostos serem
ajustados de 50 em 50 anos para compensar a precessao dos equindcios e evitar ter que
ajustar no Epoch.

3.1.4 Elementos Classicos de Orbita

Os seis elementos alternativos as posigao e velocidade iniciais, os elementos cldssicos de
orbita (ECO), especificam o movimento dos corpos através da determinagao da drbita e
sua orientacao no espaco.

Eles dividem-se naturalmente em dois subconjuntos, os que se especificam a orientagao
da érbita no espaco, {i,2, w} (cf. Figura 3.2):

e A Inclinagdo i da drbita, relativamente ao eixo polar, angulo entre a normal &
érbita e o eixo polar (normal ao equador).

e A Ascensao Recta do Nodo Ascendente €2, o angulo entre o eixo x e a interseccao
da d6rbita com o equador, do lado em que o satélite passa do hemisfério Sul para o
hemisfério Norte.

e O Argumento do Perigeu w?, o angulo contado a partir do nodo ascendente, no

plano da érbita, até atingir o perigeu.

2Esta letra grega ¢ uma variante do m, sendo portanto um 7 (perigeu) e é a letra classicamente
adoptada. N&o confundir com a letra w, embora esta seja adoptada para o mesmo fim por alguns autores.



86 Orbitas no Espaco e no Tempo

xI!

h, ~ N
satellite s position
at epoch 1'\0“

/
op¥ » o
5

\

Figura 3.2: Elementos cldssicos de 6rbita [6].

A inclinacao estd limitada ao intervalo ¢ € [0, 7] de modo a assegurar uma correspondéncia
biunivoca. Os outros dois, {2 e w, pertencem em principio ao intervalo [0, 27], embora
possa ser interessante (e é possivel) estender esse intervalo. Estes trés elementos deter-
minam a posicao do plano da érbita no espaco e a orientagao da linha das dpsides no
plano orbital, ou seja a orientagao da érbita no plano.

O nome Ascensdo Recta do Nodo Ascendente é utilizado no referencial centrado na
Terra. Quando o referencial é o heliocéntrico-eliptico, centrado no Sol e definido de modo
similar mas usando a ecliptica em vez do equador, a coordenada correspondente toma
o nome de Longitude do Nodo Ascendente; embora com nomes diferentes e referenciais
diferentes, correspondem ao mesmo conceito.

Os restantes trés elementos do segundo subconjunto tém que ver com o tipo de drbita
e localizacao do satélite nela, {a,e, Ty} (cf. Figura 3.3):

e A elipse (ou outra cénica) é completamente determinada pelo Semi-eizo Maior a e
pela Excentricidade e.
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Figura 3.3: Orbita com os trés elementos cléssicos de rbita que determinam a forma da érbita
[50].

e A posicao do satélite na orbita pode ser calculada em qualquer instante sabendo o
Tempo de Passagem no Perigeu Tj.

Os parametros orbitais (a, €) ja sdo bem conhecidos do Capitulo 2 como sendo suficientes
para determinar completamente a 6rbita (note-se que w substitui fy). Tp serve para
relacionar a 6rbita com a passagem do tempo do calendario e permite calcular a posicao
na Orbita usando as equagoes de Kepler e da érbita (e sabendo a, e).

H4a muitos outros conjuntos de parametros que podem ser utilizados de modo equi-
valente aos ECO ou noutras situacoes, em que se determinem mais adequados que os
ECO ou as condigoes iniciais. Uma alternativa nao muito diferente dos ECO é especificar
a anomalia verdadeira num certo instante de tempo no calendario, que é equivalente
a especificar Ty. Os elementos orbitais de Delaunay, ou varidveis de Delaunay, sao ele-
mentos relacionados com a Mecanica Hamiltoniana usados para simplificar calculos de
perturbacoes.

Os elementos cléssicos de érbita {i,Q,w,a,e, Ty} sao de interpreta¢ao muito mais
facil e natural do que especificar {7, ¥y }.

3.2 Elementos Classicos de Orbita versus 70, Vo

Em § 3.1.4 argumentamos que os Elementos Classicos de Orbita eram equivalentes a ter
a posicao e a velocidade iniciais, mas isso nao foi demonstrado. E o que vamos fazer
nesta sec¢ao, a0 mesmo tempo que se obtém as férmulas que nos permitem passar das
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posicao e velocidade iniciais para os ECO e vice-versa.

3.2.1 Determinacao dos Elementos Classicos de Orbita de 7o, Uo

Sejam 7, Uiy conhecidos. Da equacao da energia (2.86), calculada no ponto inicial,

_%: 2 7’07

obtém-se imediatamente o semi-eixo maior a, como ja tinha sido feito para a orbita
estabelecida a partir de condigoes iniciais (2.138), ou seja,

m
a=———-7. 3.2

To

O vector de Laplace-Runge-Lenz (2.174) determina directamente a direccao da
periapside no espaco e a excentricidade e

S N ro
€= — |Up X (o X Uy) — p— 3.3
o x o) — (33)

Conhecendo o instante inicial tg, o tempo de passagem no perigeu Ty pode imediata-
mente ser calculado pelo procedimento seguinte:

e A equacao de Kepler (e. g. (2.104) se for uma O6rbita eliptica) determina to — Tp
em funcéo da anomalia excéntrica Ej

EO : Tg = to — \/CL?’/M(EO — esin Eo). (34)

e A anomalia excéntrica obtém-se da anomalia verdadeira 6y correspondente & posicao
considerada, utilizando (2.109),

tan —. (3.5)

e A anomalia verdadeira inicial 8y é obtida a partir das condigdes iniciais ¢, vg, Yo
usando (2.132)

rovg .
e S111 Yo COS Yo

tanfy = —— , (3.6)
0% cos2y — 1
o
ou directamente através do vector excentricidade
€7
cos by = 0 (3.7)
erp

com o Quadrante de 0y a ser determinado pelos sinais de 77, Up.
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Figura 3.4: Elementos cldssicos de drbita [60].

Para determinar os Elementos Cldssicos de Orbita relacionados com a orientacao no
espaco, considere-se o referencial ECI com vectores de base €x, €y, €7, respectivamente.

Ja se determinou €, que tem a direcgdo e sentido do perigeu. O momento angular
h obtém-se de 70, Ug : h = 70 X Up. O vector unitario 7i define a linha dos nodos (nodo
ascendente) e pode ser obtido de h

gy x h
‘gz X h‘
O vector 7 pertence ao plano do equador logo, pode-se escrever,
il = cos Q€ +sinQéy, | (3.9)

sendo necessario utilizar ambas as componentes de 7 para eliminar a ambiguidade de
sinal e determinar ) univocamente.
A inclinacao da érbita ¢ é facilmente obtida a partir do momento angular

St

oy

cosi = —2——, (3.10)

hi

sem ambiguidade porque, por defini¢ao, i € [0, 7).
Finalmente, o argumento do perigeu é obtido de

- €

COSTW = ——— (3.11)
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mas é necessario confirmar o quadrante pois o co-seno nao distingue hemisférios. De
modo a resolver a indeterminacgao, pode verificar-se para que hemisfério aponta o vector

excentricidade.

3.2.2 Referencial de inércia alinhado com a 6rbita

Os ECO que definem a orientacao da orbita no espago sao equivalentes a angulos de
Euler que transformam um referencial alinhado com o plano da érbita e linha das apsides

para o referencial de inércia, como vamos ver.

Figura 3.5: O referencial p, ¢, w. p tem a direcgdo da peridpside, ¢ do semi-latus rectum e ,
com direcgao perpendicular ao plano orbital, do momento angular (visto em perspectiva).

Seja um referencial {p, ¢, W} orientado pela érbita (cf. Figura 3.5) tal que:

e ¢, tem a direcgao e sentido da peridpside;

e ¢, tem a direccao # = 7/2 no plano orbital;

e ¢, estd orientado na direccdo normal ao plano no sentido directo da drbita.

Este referencial serd inercial (apenas rodado relativamente ao outro) se a érbita for
Kepleriana, e pode ser imediatamente determinado pelos parametros da orbita:

. e . h .
&=, ew:m, €q = €uw X €p. (3.12)

E facil ver que

—

9 = 1o cos By gp + rq sin 6y gq. (313)
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Por outro, a velocidade é, por definicao,
Tlo = 70 &y + 1000 €9,
= 19(cos bp €, + sin by ;) + roéo(— sinfy €, + cosbp €;). (3.14)

Utilizando 6y = h/r3, 7o = L€ sinfy e a equagao da drbita 1/rg = (14 ecosby)/(h*/p),
obtém-se

Uy = % [—sinfp €, + (e + cosby) &, . (3.15)

Os vectores 7, Uy estao entao escritos no referencial {€,, €;, €, } e podem ser transforma-
dos para o referencial ECI.

3.2.3 Transformagao entre referenciais (resumido)

Vamos ver como se pode definir a transformacao de referenciais com angulos de Euler, i. e.
a custa de rotagoes sucessivas em torno dos eixos coordenados. Seja Ry («) a rotagdo em
torno do eixo k para passar do referencial {€,, €y, €.} para {€,/, €,, €. }. Por exemplo, no
caso de rotagao em torno de z (no caso em torno de y os sinais dos sin sdo ao contrério)
tem-se

cosa sina 0 cosae —sina 0
R.(a)= |—sina cosa 0|, R;'(a)=|siha cosa O], (3.16)
0 0 1 0 0 1
R\ (@) = R.(—a), [e;, &y @1} - [e; g, e;} R.(). (3.17)
As componentes de um vector A transformam-se de acordo com
Ay Ay Ay Ay
Ay | =R o) |4, ], |Ay] =R:(a) |Ay (3.18)
A A, A, A
No caso dos referenciais {€,, €, €, } € {€x, €y, €z} (cf. Figura 3.4) tem-se
& & @) =lex & @] R QR Rs(=), (3.19)
com
A, Ax
A, | = Ry (@w)Ry ()R (Q) | Ay (3.20a)
Ay | Ay
Ax| A,
AY = Rg(Q)Rl (Z)Rg(w) Aq 5 (3.20b)
Az | Ay

e qualquer vector A pode ser escrito nos dois referenciais, incluindo {7, 0y}
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Capitulo 4

Manobras orbitais

4.1 Manobras impulsivas

Apés compreender como as Orbitas Keplerianas funcionam, podemos comecar a pensar
no que distingue a mecanica orbital da mecanica celeste: a capacidade de alterar o estado
do movimento, i. e. de manobrar. E antes de complicar ainda mais o ambiente de forgas,
vamos estudar manobras no contexto de érbitas Keplerianas.

Manobrar implica introduzir uma nova forca, que serd significativa se altera significa-
tivamente o movimento. Isto levanta uma questao: se a forga é significativa, o movimento
deixa de ser do tipo Kepleriano. Esta contradicao pode ser ultrapassada em muitos casos
reconhecendo que as manobras orbitais realizadas por foguetoes quimicos sao em geral de
curta duracao, quando comparadas com as escalas tipicas do problema. A duracao das
manobras costuma ser da ordem de alguns minutos. Por exemplo, a manobra de injeccao
trans-lunar®, a manobra que colocava a Apollo no caminho da Lua a partir da érbita da
Terra (portanto uma manobra importante, apesar de nao chegar a escapar da influéncia
da Terra), durava cerca de 350s, um pouco menos de seis minutos. Isto é cerca de 6%
do periodo de uma érbita baixa terrestre, acontecendo numa pequena zona da drbita.

As consideracoes acima conduzem ao conceito de manobra impulsiva, o de considerar
que as manobras sao instantaneas, uma vez que sao rapidas, quando comparadas com as
escalas de tempo dos problemas. Este tipo de aproximacoes nao ¢é inédito, por exemplo
em choques com ressaltos. Neste caso, esta aproximacao funciona bem em muitos casos,
com erros da ordem de alguns, poucos, por cento (5% é um nimero tipico mas pode
variar bastante, falaremos sobre esta questao mais tarde).

Considerar as manobras como instantaneas — impulsivas — tem muitas vantagens:

e Podemos estudar os problemas separadamente das preocupagoes com a forca apli-
cada e massa dos veiculos, ja que o relevante é a velocidade imediatamente antes e
depois do impulso.

e A manobra é reduzida e caracterizada por uma variacao de velocidade instantanea,

! Trans-lunar injection, em Inglés, também conhecida pela sua sigla TLI.
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Awv (escalar se a direcgao e sentido forem conhecidos). A manobra acaba por ser
designada precisamente por Awv.

e Uma vez que a manobra é instantanea, o veiculo espacial estd na mesma posicao
imediatamente antes e depois da manobra.

e Passa-se num tnico ponto de uma orbita Kepleriana para outra orbita Kepleriana,
nao havendo trogos de trajectoria complicados. Ou seja, sob acgao de um tnico
impulso — um Av — as Orbitas inicial e final interceptam-se necessariamente na
posicao da manobra.

e O resultado é exactamente determinado pelo Av aplicado, sem indeterminacoes na
trajectoria ou necessidade de calculos mais complicados. Claro que na realidade
serd mais complicado mas esta ¢ uma grande vantagem para cédlculos preliminares.

Apse line

Figura 4.1: Manobra de um impulso com variacdo apenas no médulo do vector velocidade [58].

Na Figura 4.1 podemos ver um exemplo de uma manobra impulsiva, no caso apre-
sentado apenas uma variacao do moédulo do vector velocidade. Pode-se observar que as
caracteristicas da érbita, a, e, By, 8p podem mudar todas, a tinica coisa que nao muda é
o ponto onde se dé o impulso ser da érbita.

Uma caracteristica clara mas importante das manobras é que tipicamente se tem
como objectivo realizd-las com o menor consumo de combustivel possivel, ja que é
extremamente dispendioso transportar massa para o espaco. Isto significa que, pela
desigualdade triangular, o efeito de um Av de mdédulo constante é tanto maior quanto
mais alinhado for com a velocidade (como na Figura 4.1). Ou seja, uma das técnicas
para optimizar as manobras é procurar situagoes em que a manobra possa ser realizada
na direcgao da velocidade.

Um exemplo interessante é o da manobra de escape a partir de uma érbita circular
de raio r.. A velocidade v. é dada por (cf. Capitulo 2)

m
=./— 4.1
Ve 7"07 ( )
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que tem a direccao transversal ao raio da dérbita. As érbitas de escape sao parabdlicas,
de energia igual a zero, e sao as érbitas com energia mais baixa que conseguem atingir
infinito, o que significa que a distancia r. a velocidade de tal 6rbita sera
24
Ve =4/ —, (4.2)
Tc
que pode ter qualquer direccao. O valor do impulso sera a diferenca vectorial entre as
duas velocidades
Av, = v, — Vg, (4.3)

que serd minimo quando os vectores forem colineares, i. e. quando a peridpside da érbita
parabdlica coincidir com o raio da érbita circular r.. Nesse caso, e s6 nesse caso, 0 Ave
¢ minimo e igual a

Ave = ve —ve = | L (V2 - 1). (4.4)

Tc

4.2 A transferéncia de Hohmann

4.2.1 Manobra fundamental da mecanica orbital: a transferéncia de
Hohmann

Uma das manobras mais usadas em mecanica orbital, pela sua simplicidade e eficacia, é
a Orbita de transferéncia de Hohmann, ou simplesmente transferéncia de Hohmann, que
permite a transferéncia de um veiculo espacial entre duas érbitas circulares arbitrérias.
Ela foi gizada pelo engenheiro alemao Walter Hohmann, um dos pioneiros entusiastas
das viagens pelo espaco. Ele era membro da famosa Sociedade do Voo Espacial® e
publicou em 1928 uma antologia de artigos sobre o voo espacial que inclui a manobra de
transferéncia, agora com o seu nome, como contribuicao prépria.

No caso de duas érbitas circulares, cada uma delas estd a uma distancia diferente do
astro central (foco). Isto significa que hd uma drbita eliptica cuja peridpside [apodpside]
coincide com o raio da 6rbita interior [exterior|. Esta érbita tem um ponto comum com
cada uma das orbitas circulares, o que significa que nesse ponto consegue-se passar da
Orbita circular inicial para a érbita eliptica de transferéncia com um impulso e desta para
a orbita circular final com um segundo impulso. A transferéncia de Hohmann requer
entao dois impulsos para realizar a transferéncia

Para fixar ideias, exemplifiquemos com uma transferéncia de uma 6érbita interior de
raio 4 para uma exterior de raio rp (cf. Figura 4.2). Como a linha das dpsides da drbita
de transferéncia vai de uma érbita circular até a outra, do outro lado, o semi-eixo maior
ap da érbita de transferéncia é determinado por

20y =14+ 7B (4.5)

A velocidade nas drbitas circulares é igual em qualquer ponto e sempre perpendicular ao
raio. Uma vez que as manobras sao realizadas na peridpside e apodpside da érbita de

2 Verein fir Raumschiffahrt no original aleméio, uma associacdo para a promocio do voo espacial.
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Final Orbit

Initial Orbit

Figura 4.2: Manobra de transferéncia de Hohmann [34].

transferéncia, as velocidades antes e depois de cada impulso sdo colineares. Utilizando
a equacgao vis-viva (cf. Capitulo 2) para a trés dérbitas, o primeiro impulso Avg, que
acontece em r = 14 e faz passar o veiculo da Orbita inicial para a érbita de transferéncia,

é
1 1
Avy = \/zu ( - ) — £, (4.62)
rA  2am A

onde o primeiro termo do lado direito é a velocidade na peridapside da orbita de trans-
feréncia, com apy dado por (4.5), e o segundo a velocidade da érbita circular original.
Avy > 0 pois neste caso a érbita de transferéncia tem mais energia que a drbita original
ap > ra. Quando o veiculo atinge a apoapside da érbita de transferéncia, em r = rp, é
dado o segundo impulso que o transfere para a érbita circular final

AUB—J“—\/zu <1—1>. (4.6b)
B rg 20y

O Awgot total, sempre entendido como uma medida do gasto total de propelente, é entao
a soma. dos moédulos dos Av;,i = A, B individuais

Avior = |Avg| + |[Avp], (4.7)

ja4 que o sinal dos Av esté relacionado com o seu sentido e nunca se subtrai gasto de
propelente. No exemplo dado, ambos os Av sdo positivos mas nem sempre isso acontece.
Como o veiculo descreve exactamente meia érbita de peridpside a apodpside, o tempo
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que demora a transferéncia t; é exactamente meio periodo da érbita de transferéncia

TH a%{
t = L = = iy 4.8
t 9 ™ 1 ( )

Se a drbita inicial tivesse raio maior que a final, tudo se passaria de modo similar, com a
diferenca que os impulsos seriam negativos, i. e. com sentido contrario a velocidade, em
ambos os casos.

Como se viu, a manobra é bastante simples mas bastante eficaz, ja que os impulsos
tém sempre a mesma direccao da velocidade. Na realidade demonstra-se que a manobra
de transferéncia de Hohmann é a manobra mais eficiente de entre as manobras de dois
impulsos, i. e. a que requer menor Auviy deste conjunto. Também se demonstra que é
a mais lenta i. e. que é a que demora mais tempo a acontecer, de entre o conjunto de
todas as manobras de dois impulsos.

Existem muitos factos surpreendentes em mecanica orbital. Por exemplo, embora
a transferéncia de Hohmann seja a transferéncia éptima de dois impulsos entre duas
Orbitas circulares, se a razao das apsides for :—: 2 3.30417 custard mais Avgo, mudar
para a Orbita circular superior do que escapar para infinito (demonstracao ao cuidado do
estudante interessado). Embora escapar para para infinito exija mais energia, a energia
nao é o unico factor relevante ou, mais exactamente, é mais dificil de calcular do que
parece. Discutiremos esta questao mais tarde (cf. § 4.3.2). Também é necessério reparar
que, variando o potencial em 1/r, as maiores variagoes de energia acontecem quando se
fazem transferéncias mais préximas do foco. Para érbitas altas, j4 nao se estd muito
longe de infinito em termos energéticos.

4.2.2 Transferéncia de Hohmann entre érbitas elipticas

Figura 4.3: Transferéncia de Hohmann entre érbitas elipticas com linha das dpsides colinear
[58].
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Uma generalizagao simples da transferéncia de Hohmann é a denominada trans-
feréncia de Hohmann eliptica, i. e. entre as periapside e apoapside de Orbitas elipticas
alinhadas (cf. Figura 4.3). Neste caso, ji nao é possivel realizar a transferéncia a partir
de qualquer ponto mas a manobra dos pontos referidos continua a ser basicamente a
mesma, com uns calculos suplementares porque as velocidades das Orbitas inicial e final
envolvem agora a excentricidade de cada oOrbita.

4.2.3 A transferéncia bi-eliptica

\ Initial

S
-“\.._ -
~ Finasl — .~
~ e

T 2__ B

Figura 4.4: Transferéncia bi-eliptica.

Uma manobra bastante interessante é a transferéncia bi-eliptica, uma manobra de
trés impulsos entre duas érbitas circulares que é uma generalizacao da transferéncia de
Hohmann: comeca por uma transferéncia para um ponto intermédio situado acima da
orbita de destino. Chegado 14, um segundo impulso eleva a peridpside para a altitude
da orbita final e, chegado a esta, um impulso de travagem finalmente insere o veiculo na
6rbita final (cf. Figura 4.4).

A transferéncia bi-eliptica é mais econdémica em termos de Avyo; do que a transferéncia
de Hohmann (note-se que a bi-eliptica tem trés impulsos, e nao dois) quando a razao dos
rajos das érbitas final e inicial é ¢ /r; > 15.58. Este valor é consideravel. Por exemplo,
em Orbitas terrestres, comegando numa érbita bastante baixa de 200 km de altitude,
quase o minimo possivel, a érbita final tem que ter um raio superior a 100 000 km, mais
do dobro da drbita geoestaciondria, uma das mais altas usualmente utilizadas. E o ponto
intermédio teria que estar muito acima desse valor. Portanto, pelo menos na Terra, esta
orbita nao oferece grandes vantagens relativamente a transferéncia de Hohmann. De
facto, mesmo nos casos mais favoraveis, quando o ponto intermédio tende para infinito,
a transferéncia bi-eliptica é, no méximo, cerca de 8% melhor que a de Hohmann.
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4.2.4 Mudangas de plano

As manobras nao tém que se cingir a um plano orbital pois as érbitas existem em trés
dimensoes e pode acontecer ser necessario passar de um plano para outro. De modo a
ser mais claro, é mais facil comecar por se pensar em mudangas de plano puras, i. e.
manobras que alteram apenas o plano orbital, resultando numa o6rbita em tudo igual
excepto no plano que a contém. Deste modo separamos a mudanca de plano de outras
manobras, simplificando o problema. Mais tarde poderemos eventualmente combinar
manobras (cf. § 4.3.1).

Figura 4.5: Mudanga de plano pura. A érbita final tem as mesmas caracteristicas da inicial
excepto estar num plano diferente [60].

A mudanca de plano, manobra de um impulso, é realizada num ponto da interseccao
dos planos das érbitas inicial e final (cf. Figura 4.5). Se essas 6rbitas sao similares no seu
plano, a sua velocidade serd a mesma no ponto da manobra, i. e. as velocidades inicial e
final do impulso tém o mesmo médulo, e fazem um angulo que coincide com a inclinagao
dos planos orbitais. Entao, os vectores das velocidades inicial e final, e a sua diferenca

— 0 Av — é o terceiro lado de um triangulo isdsceles formado pelos trés vectores. Se o
angulo entre os planos orbitais for Ai, um célculo geométrico simples determina que o
terceiro lado é dado por

A
Av = 2usin 71 (4.9)

Este resultado é muito importante porque mostra que as mudancas de plano sao manobras
muito dispendiosas em termos de propelentes. Por exemplo, se o angulo entre os planos for
de 60°, o Aw igualara a velocidade orbital. Mesmo um angulo que poderemos considerar
bastante moderado de 10° resultard num Awv da ordem de 17% da velocidade orbital, o
que, em Orbita baixa terrestre, é superior a 1km/s.

A consequéncia mais importante é que nos langamentos deve-se usar o azimute que
permita introduzir o veiculo directamente na inclinagao final pois as mudancas de plano
sao proibitivas. Outra alternativa que minimiza o problema serd mudar de plano, se
mesmo necessario, em pontos da 6rbita onde a velocidade é minima, ou seja na apodapside.
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4.3 Heuristicas de desempenho

Na seccao anterior vimos que ha manobras que exigem muito propelente. A minimizacao
de propelente é um dos objectivos mais comuns em mecanica orbital, ja que ele tem que
ser transportado do solo e o transporte para o espaco é extremamente dispendioso. E por
conseguinte uma boa ideia seleccionar manobras que minimizem o Av total dispendido,
sempre que possivel.

4.3.1 Manobras combinadas

Uma das formas mais simples de poupar Av é combinar manobras, se estas tém que
acontecer no mesmo local. Por exemplo, se hd manobras a fazer que tém direcgoes
diferentes, a desigualdade triangular determina que o mdédulo da soma vectorial serd
menor que a soma dos modulos. Por exemplo pode-se realizar uma transferéncia de
Hohmann e uma mudancga de plano simultaneamente ao combinar o impulso da mudanca
de plano com um dos da transferéncia de Hohmann. E, como ja referido em § 4.2.4, serd
preferivel realizar a mudanca de plano com o impulso onde a velocidade seja menor.

Pode até gizar-se manobras de proposito para fazer diminuir o Av. Por exemplo, se
é necessario mudar de plano, pode valer a pena realizar uma transferéncia até um ponto
a grande altitude, onde a velocidade orbital serda muito menor, realizar nesse ponto a
mudanca de plano e voltar para a érbita original ou outra de destino muito mais abaixo.
Dependendo dos valores dos parametros esta manobra pode valer a pena em termos de
Av total dispendido. Pode até ir-se aproximadamente até infinito numa o6rbita quase
parabdlica, caso em que a mudanca de plano custa aproximadamente zero, embora seja
um pouco demorada.

4.3.2 Ganhos por gravidade

Outro efeito curioso é denominado perdas por gravidade e é relevante quando se pretende
ganhar (ou, pelo contrério, perder) energia, i. e. passar para uma 6rbita com muito mais
energia. E uma situacdo frequente, por exemplo quando se pretende passar para uma
orbita mais elevada ou mesmo escapar da atraccao do astro central.

Imagine-se que se estava numa 6rbita de energia

&=— -1 (4.10)

e se pretendia dar um impulso Av colinear com a velocidade. Qualquer que seja o ponto
da érbita a distancia r onde se faca a manobra, a érbita resultante do impulso tera
energia
v+ Av)?
& = H2) _® (4.11)
r

A diferenca de energias entre amas as érbitas sera

2
AE =& — & =vAv+ (Av)” (4.12)
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o que significa que se ganhard tanto mais energia quanto maior a velocidade do ponto da
orbita inicial onde se faz a manobra. Claro que, se o objectivo for uma 6rbita com uma
determinada energia, o0 Av necessario serd menor. Em geral, como a velocidade aumenta
com a diminuicao da distancia ao foco, podemos definir a heuristica de que, para ganhar
energia, é preferivel realizar a manobra tao baixo quanto possivel.

AVI
S

—
Avdirecl

Figura 4.6: Manobra de Oberth, em que se desce a sonda para poder ganhar mais energia,
minimizando o gasto de propelentes [60].

Um exemplo da exploragao deste principio é a manobra de Oberth (Figura 4.6) em
que se faz uma manobra propositada para se ficar mais perto do foco, aumentando a
velocidade, para depois ser necessdrio um Av menor para escapar.

Este principio é muito usado em manobras e até em foguetdes que saem do solo.
Por exemplo, a trajectéria do foguetao Ariane, mesmo quando ele se dirige para uma
orbita alta, passa algum tempo a altitude aproximadamente constante, numa zona onde
a atmosfera ja pode ser desprezada mas ainda relativamente baixa, a ganhar velocidade.

A manobra bi-eliptica mostrada em § 4.2.3 no fundo tira partido deste efeito: ao
dirigir-se inicialmente para um ponto a uma altitude superior a final, o primeiro Av é
maior, mas ganhando muito mais energia, podendo os Av seguintes serem muito mais
pequenos, ja que as diferencas de energia entre distancias diminuem com a distancia ao
foco.

Pode-se perguntar como é possivel ganhar energia com o mesmo Av e partindo
de uma Orbita sempre com a mesma energia. De onde vem a energia extra? Para
compreender isso € necessario lembrar os motores de foguetao expelem material com
uma certa velocidade relativamente ao foguetdao. No caso de um impulso num ponto
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mais baixo com mais velocidade orbital, o material é expelido e ficara com velocidade
mais baixa relativamente ao referencial de inércia e, estando mais abaixo, terd menor
energia potencial. Por conservagao total de energia, quimica dos propelentes, do material
expelido, e do veiculo, se o material expelido fica com menos energia, o veiculo deverd
ficar com mais.

4.3.3 Impulsos finitos

Um factor a ter em conta ¢é a diferenca entre as manobras impulsivas e as manobras reais
que demoram sempre algum tempo. Essa diferenca pode ser relativamente pequena mas
introduz potenciais quebras de desempenho no caso de impulsos finitos® que tém que ser
levadas em conta, e que passamos a explicar.

Considere-se uma manobra na peridpside de uma drbita. A aproximagao de impulso
instantaneo acontece completamente no ponto da érbita mais préximo do foco, onde a
velocidade é méxima. No caso de uma manobra real, ela demorara sempre algum tempo,
o que introduz duas questoes:

e Apenas num instante de tempo o impulso serd dado na peridpside, em todos os
outros a velocidade orbital é menor, o que significa, por (4.12), que se ganhara
menos energia do que o suposto. Ter-se-a assim uma perda por gravidade.

e Por outro lado, se o impulso é dado na direccao da velocidade na periapside, em
todos os outros pontos ao longo do impulso finito a velocidade orbital nao tera a
direccao do impulso que, pela desigualdade triangular, implica uma perda. Mesmo
que a direccao do impulso acompanhe a rotagao do vector velocidade na orbita, no
final o impulso total serd menor devido, neste caso a rotacao da forca.

As perdas por se ter impulsos finitos podem ser significativas, chegam a ser 20% em
alguns casos, e é uma questao que deve ser enderecada, se possivel. Por exemplo, nos
casos de aumento da apoapside, correspondendo a primeira parte de uma transferéncia de
Hohmann, poder-se-a eventualmente repartir esse impulso em varios sucessivos, cada um
deles fazendo passar o veiculo para uma érbita com a mesma peridpside mas apoapside
cada vez mais elevada. No fim de cada periodo, novamente na peridpside, é dado novo
impulso e o processo repete-se até a apoapside atingir a altitude desejada. Como cada
impulso é menor que o impulso total, cada manobra estd mais perto da periapside e as
perdas sao menores.

4.4 Outras manobras impulsivas

A partir das manobras bédsicas podem pensar-se em muitas outras e com objectivos muito
variados. Nesta secgdo vamos dar exemplos de algumas.

3 Finite burns é a expressao utilizada em Inglés.
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4.4.1 Rendez-vous

As manobras conhecidas universalmente por Rendez-vous sdo muito comuns pois ha
muitas aplicacoes que requerem o encontro de dois veiculos espaciais com velocidade
relativa nula, i. e. na mesma érbita. O problema pode ser enunciado como estando dois
veiculos em érbitas diferentes, qual a manobra, ou conjunto de manobras, que o vai
colocar na mesma orbita e no mesmo ponto da érbita simultaneamente. Por exemplo, a

Figura 4.7: Transferéncia de Hohmann com rendez-vous [34].

situacao da Figura 4.7 em que um veiculo realiza uma transferéncia de Hohmann mas
com o requisito de atingir a Orbita final ao mesmo tempo que um outro veiculo que
ja se encontrava nessa Orbita. Neste caso, é necessario que o angulo relativamente ao
foco formado por ambos os veiculos no inicio da manobra de transferéncia tenha um
valor determinado, que leva ao conceito de janela de lancamento: s6 em determinados
instantes a manobra pode ser realizada de modo a atingir os fins desejados.

Uma situagao facil de analisar, e é uma manobra eficiente, é quando os dois veiculos,
interceptor e alvo, se encontram na mesma 6rbita circular (Figura 4.8). Um modo de
os fazer encontrar é o interceptor alterar ligeiramente a sua érbita, com um impulso
na direccao da velocidade, entrando numa nova érbita com um periodo diferente que
permita que, apés uma revolugao completa, se encontre com o alvo. Como o periodo
orbital depende do semi-eixo maior, se o alvo vai a frente do interceptor, este deve
entrar numa Orbita mais rapida — ou seja, menor — que vai ser interior a original.
Ao contrério, se o interceptor segue a frente, a drbita terd que ter um periodo maior
de modo que durante este o alvo complete uma revolucdao completa e avance ainda
0 espago entre ambos na érbita. Este processo pode até durar varias érbitas, desde
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A. Interceptor slightly behind target: B. Interceptor slightly ahead of target:
Interceptor Interceptor

Figura 4.8: Rendez-vous com mudancga para Orbita ligeiramente diferente, voltando ao mesmo
local. As manobras de inicio e fim s@o simétricas, i. e. médulo igual, sentido contrério [34].

que correctamente sincronizadas. Este processo é bastante eficiente porque os impulsos
acontecem na direcgao da velocidade, negativo para interceptar um alvo a frente, positivo
no caso contrario.

$(d12 + d29)

Figura 4.9: Veiculo (1) a interceptar (2) em (3) numa manobra répida [58].
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Outra alternativa é simplesmente estabelecer uma trajectoria directa de intercepcao
para uma posicao seleccionada (Figura 4.9). Neste caso, nao sé a velocidade tem que ser
maior, de modo a que se consiga realizar a intercepcao na trajectéria, como o impulso
nao podera ter provavelmente a direccao da velocidade, o que diminui a eficiéncia. Como
regra heuristica, é muito facil estudar manobras que envolvam intervalos de tempo de
maior periodo ou um periodo, pelas mesmas razoes das da transferéncia de Hohmann,
e manobras lentas podem ser mais eficientes, porque se pode encontrar posi¢oes mais
vantajosas. Como frequentemente o tempo nao é um problema em manobras orbitais, as
manobras lentas sao frequentes.

Em situacgoes realistas, para evitar riscos de colisao, o interceptor tem como objectivo
interceptar um ponto suficientemente préximo do alvo, na mesma érbita deste. De-
pois, através de pequenas manobras sucessivas, a aproximacao ¢é realizada envolvendo
velocidades relativas pequenas e cada vez menores.

4.4.2 Outras manobras

A variacdo do tipo de manobras apenas é limitado pela imaginacao. Para além das
manobras de phasing e chasing, variagoes do que fizemos em § 4.4.1, ha muitas manobras
possiveis, dependendo dos objectivos. Um exemplo é uma manobra que altera apenas a
orientagao da drbita i. e. que roda apenas a linha das apsides (cf. Figura 4.10). Também
h& que ter em conta que em certos casos ha constrangimentos como limitagoes de Av ou
tempo de voo para a manobra acontecer.

4.4.3 Transferéncias com impulso continuo

Até agora apenas ser referiu manobras impulsivas, que sdo uma boa aproximagao para a
propulsao quimica utilizada nos foguetes convencionais. Por outro lado, como pode ser
reduzida a impulsos instantaneos, o problema constitui combinar 6rbitas Keplerianas, ou
partes delas pois no resto do tempo apenas ha forga da gravidade.

A situacdo mudou com o aparecimentos dos motores idnicos e outros. Estas novas
tecnologias tém uma caracteristica que as distingue da propulsao quimica convencional:
sao tecnologias muito eficientes, com um impulso especifico véarias vezes mais elevado que
a propulsao quimica, mas com uma for¢a muito pequena. Isto faz com que, para serem
uteis, tenham que funcionar durante longos periodos de tempo, i. e. continuamente, e
dai a designacgao de propulsdo continua, por vezes também denominada propulsdo idnica,
no caso dessa tecnologia.

Estando a propulsao sempre a trabalhar, o veiculo espacial tem neste caso actuadas
duas forcas, a da gravidade do corpo central e a da propulsao, e a solucao nao é mais
uma conica. Tipicamente a solucao tem que ser calculada numericamente. Além disso,
o processo de determinacao da trajectéria é bastante mais complicado pois em principio
o propulsor, sempre a funcionar, pode mudar a direccao da propulsao em cada instante,
alterando a trajectéria. A trajectoria terd que ser determinada de modo a minimizar o
gasto de combustivel (por exemplo) mas nao é clara qual é a solu¢ao. Um processo de
optimizacao tem que ser implementado. Essas técnicas estao para além do ambito da
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Figura 4.10: Manobra de rotacao da linha das apsides. H4 trés possibilidades 6bvias: realizando
uma manobra de um impulso num dos dois pontos comuns das 6rbitas inicial e final, ou utilizando
uma 6rbita de transferéncia que permite os Av serem colineares com a velocidade orbital [15].

matéria aqui discutida.

Vale a pena comparar a propulsao continua com as outras técnicas basicas de mano-
brar no espago (cf. Figura 4.11). No painel (A) temos uma manobra de alta energia, sem
preocupagoes de tentar alinhar todos os impulsos com a velocidade; em (B) tem-se uma
transferéncia de Hohmann, que é, num certo sentido, éptima: é econdémica e simples.
Em (C) temos uma manobra de impulsos quimicos pequenos que minimiza as perdas por
gravidade dos impulsos que na realidade sao finitos, e nao instantaneos, numa manobra
de elevacao de apoapside em vez de uma transferéncia directa de Hohmann. Finalmente,
em (D) temos uma trajectéria tipica de impulso continuo, vai espiralando até ao destino.

Vale a pena notar que as trajectorias de impulso continuo tendem a ser mais lentas
que as que envolvem manobras impulsivas porque a propulsao continua é fraca e requer
tempo para ser efectiva. Por outro lado, a propulsao continua funciona sempre, o que
significa que a propulsdo tende a tirar menos partido dos efeitos graviticos de manobrar
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00

A High Energy B. Hohmann Transfer
C. Low Thrust Chemical D. Electric Propulsion

Figura 4.11: De (A) para (D): érbitas rdpidas, transferéncia de Hohmann, elevagio de apodpside
e impulso continuo [34].

onde a velocidade é maior (cf. § 4.3.2). Mas o alto valor do impulso especifico destas
tecnologias compensa largamente essa perda.
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Capitulo 5

Perturbacoes Orbitais

5.1 Perturbacgoes

Em capitulos anteriores obtivemos a solugao do problema dos dois corpos mas no Universo
nao hé apenas duas particulas. Isso significa que, mesmo em situacoes em que as forcas
claramente mais importantes sejam as mutuas entre dois corpos, ha sempre outras forcas
que, sendo muito menores!, existem. O critério para incluir ou desprezar uma influéncia
estd relacionado com o efeito dessa influéncia i. e. com mudanga na trajectéria que ela
induz. Essa mudanca na trajectéria tipicamente vai aumentando ao longo do tempo
de modo que, quanto mais longo for o periodo de tempo em que queremos resolver o
problema, maior a precisao necessaria e mais influéncias menores temos que levar em conta
de modo a manter a precisao desejada. Essas influéncias menores alterarao a trajectoria
mas, sendo pequenas, espera-se que a trajectéria seja pouco desviada relativamente a
solucéo de dois corpos. A estas influéncias menores que alteram ligeiramente o problema
principal denominam-se perturbacoes.

A solugao do problema principal (neste caso o de problema de dois corpos ou de
forca central) com as perturbagoes serd a solu¢ao perturbada. A ideia é que, sendo
as perturbagoes pequenas quando comparadas com as forgas do problema principal, a
solucao perturbada nao seja muito diferente da solucao do problema principal. Nesse
caso, a fungdo que descreve a solugao poderd ser escrita como um desenvolvimento em
série em torno da solucao do problema principal e, sendo as perturbagoes pequenas, essa
série tenderd muito rapidamente para zero e poderd ser rapidamente truncada. Se puder
ser truncada apds o termo de ordem um, obtém-se um sistema linear para descrever os
desvios induzidos pelas perturbacoes, o que tornara o problema muito mais facil.

A literatura dos problemas perturbados e dos métodos utilizados para os estimar
estao para além do ambito deste trabalho mas é relevante ter consciéncia da importancia
relativa das forgas de perturbacgao e ter a capacidade de estimar essa importancia. De
outro modo nao se sabera quais as perturbagoes que podem ser desprezadas na resolucao
de cada problema.

1Se néo forem muito menores, o movimento nio podera ser descrito como sendo de dois corpos. E
necessario contar sempre com todas as forgas significativas.
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Figura 5.1: Aceleragoes, principal e das varias perturbagoes, em dérbitas terrestres [40].
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As perturbactes mais importantes sentidas nas orbitas em torno da Terra estao
mostradas na Figura 5.1, em conjunto com a for¢a principal GMg = pg. As mais
importantes de todas sao, em geral:

e Os efeitos do potencial gravitico, para além da aproximacao de que o corpo tem
simetria esférica, equivalente a uma particula pontual no centro. Isto é verdade
mesmo no caso de corpos bastante esféricos, como planetas, e ainda mais em
pequenos corpos do sistema solar por serem mais irregulares.

e A influéncia de terceiros corpos i. e. de todos os outros astros, para além dos dois
em causa no problema principal. Esta influéncia tende a aumentar de importancia
com a distancia.

e A resisténcia aerodinamica devida & atmosfera, no caso de érbitas suficientemente
baixas.

e A pressdo de radiacao solar, especialmente no caso de veiculos com painéis solares
que aumentam a area, e portanto a forga total.

Na § 5.3, as curvas indicadas pelas letras J estao relacionadas com o potencial gravitico;
as curvas indicadas com o nome de um astro sao as devidas a gravidade desse objecto
(no caso do Sol, descontado o efeito deste na Terra, j4 que uma 6rbita em torno da
Terra descrita relativamente & Terra inclui implicitamente essa componente). O efeito
da atmosfera, muito importante a baixas altitudes, decai muito rapidamente e passa
a ser muito pouco importante mesmo em drbitas ainda relativamente baixas. A parte
a atmosfera, o efeito mais importante é o da gravidade, através do termo seguinte do
potencial, também conhecido por Jy (cf. § 5.3). Todas estas forgas dependem de varios
parametros, dependendo da perturbagao, e. g. a direccao em cada instante de terceiros
corpos, latitude, etc. O valor indicado é o méximo esperado de cada perturbacao, o que
significa que num movimento variado o efeito médio possa ser algo menor, mas o que
importa é a ordem de grandeza da perturbacgao esperada. Para calcular um valor mais
preciso, sera necesséario fazer um célculo mais cuidadoso.

Podemos todavia fazer uma estimativa do desvio espectavel utilizando um céalculo
simples. Por exemplo, podemos observar na Figura 5.1 que a aceleracao devida ao termo
Joo € de cerca de ajo ~ 2 x 107° km/s. No caso de uma érbita circular a uma altitude
h = 300 km, o periodo é muito aproximadamente 90 min. Se a aceleragao fosse constante,
poderiamos esperar um desvio djo ao fim de uma érbita da ordem de

djo ~ 3 x 10% km, (5.1)

provavelmente algo menos que este valor pois o efeito varia com a latitude e varia na
direcgao, relativamente ao satélite. Mesmo que seja uma ordem de grandeza abaixo,
serao ainda dezenas de quilémetros. O problema é que a Orbita tem grande dimensoes,
cerca de 42 000km de perimetro. Mesmo que o desvio seja pequeno comparado com as
dimensoes da orbita, é significativo a escala humana e pode tornar-se um problema, por
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exemplo se queremos realizar um rendez-vous (cf. Capitulo 4), como por exemplo levar
astronautas para a ISS.

Nas secgoes seguintes vamos falar de algumas das perturbagoes mais importantes e
de algumas das suas consequéncias.

5.2 Efeitos da atmosfera

5.2.1 Atmosfera exponencial

A atmosfera nao é estatica, nomeadamente na sua base, mas, embora haja muitos efeitos
relevantes, a sua estrutura bésica é determinada pela hidrostatica. Se por hipdtese a
atmosfera for isotérmica e o gas for ideal, e se considerarmos a aceleracao da gravidade
g constante na zona em que hé atmosfera?, o equilibrio hidrostatico da coluna de gés
determina que a densidade? diminui exponencialmente com a altitude:

p=poe hho, (5.2a)
T

ho = 1L (5.2b)
K9

onde R ¢é a constante dos gases, T a temperatura e p a massa molecular. Na realidade
a temperatura varia, g nao é exactamente constante e o gas nao é exactamente ideal,
mas a forma exponencial bdsica mantém-se aproximadamente. A temperatura varia mas,
em certas altitudes pode considerar-se que nao varia muito. Um dos modos de melhorar
o modelo exponencial da atmosfera é considerar um modelo exponencial por camadas,
onde em cada camada se tem uma exponencial diferente, com uma temperatura diferente,
ligando-se as camadas entre si por continuidade.

Outro modo de melhorar o modelo atmosférico é considerar que o factor de escala
da atmosfera, depende ele proprio da altitude e outras varidveis, embora lentamente, de
modo a preservar a variacao exponencial basica. Assim, ter-se-4

p=poe "l (5.3a)
he = ho(h,T,...), (5.3b)

com h, a variar lentamente e valendo, a altitude das érbitas baixas, cerca de
hy ~ (6 — 8)km, (6rbitas baixas). (5.4)

Isto significa que, cada vez que a altitude aumenta entre cerca de 14km a 18km, a
densidade diminui uma ordem de grandeza.

A densidade atmosférica tem variagoes locais significativas. O Space Shuttle detectou
variagoes significativas locais de até 20% durante a reentrada. A densidade também

2A atmosfera existe de forma, significativa até algumas centenas de quilémetro de altitude; a h =
300km o valor de g ainda é 90% do valor & superficie.
3Tem havido alguma confusio dos termos utilizados em Portugués ao longo do tempo. Aqui, densidade
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varia significativamente com o ciclo solar, cerca de duas ordens de grandeza de diferenca
entre o maximo e o minimo de actividade solar a altitudes entre os 500 km e os 800 km
(correspondendo as duas curvas na Figura 5.1), sendo mais densa & mesma altitude no
maximo. Se contarmos com a variabilidade da actividade solar e a heterogeneidade local,
a nossa incerteza nos valores locais da densidade pode atingir 100% em altitudes orbitais.
A atmosfera vai ficando cada vez mais rarefeita até ser completamente desprezavel.

5.2.2 Tempo de vida de um satélite

A atmosfera vai exercer uma forga de resisténcia aerodinamica nos satélites em orbita
baixa que os fard diminuir a altitude até eventualmente se despenharem. A aceleracao
ap induzida pela resisténcia aerodinamica é dada por

ap = LCp4 v? = 1B*pqu, (5.5)
2 m 2

onde Cp é o coeficiente de resisténcia aerodinamica, A a area do veiculo na direcgao

normal ao escoamento, p a densidade, e v e m sao a velocidade e a massa do veiculo,

respectivamente. O coeficiente de resisténcia aerodinamica Cp depende da geometria do

velculo e é geralmente determinado experimentalmente. Satélites colocados em érbita

em torno da Terra tém tipicamente C'p entre 2 e 4, que sao valores bastante elevados.

As constantes podem ser agregadas no coeficiente balistico B*

_ CpA
T m

B* , (5.6)
que agrega a influéncia das caracteristicas do veiculo, embora a drea A dependa da
atitude.

A aceleracao de resisténcia aerodinamica faz diminuir a velocidade do veiculo, que por
sua vez o faz descer até eventualmente ele entrar nas camadas mais densas da atmosfera
até a desintegracao final, que acontece por volta dos 80 km de altitude, em plena entrada.
A varidvel mais importante para determinar o tempo de vida é a densidade, ja que varia
exponencialmente com a altitude. Se um veiculo desce até uma altitude de entre 120 km
e 160km (dependendo do seu coeficiente balistico e excentricidade da érbita) ele decaird
em poucos dias. Por outro lado, acima de cerca de 600 km de altitude, a atmosfera sera
tao ténue que as érbitas duram mais de 10 anos, continuando a aumentar rapidamente,
como vimos em § 5.2.1, com o aumento da altitude.

A diminuicdo exponencial da densidade tem um efeito curioso e importante nas
orbitas elipticas, cuja peridapside estd muito abaixo da apodpside, ou seja numa zona
onde a atmosfera pode ser muito mais densa. O efeito de diminuicao da velocidade
devido a resisténcia aerodinamica faz-se sentir muito mais na zona da peridpside. Isso, é
grosso modo, equivalente a um Av negativo na peridapside, que tem como consequéncia
baixar a apoapside mantendo a peridpside mais ou menos incélume. A excentricidade
da érbita vai entao diminuir, ficando cada vez mais parecida com uma érbita circular.

ou massa voldmica significa massa por unidade de volume, com dimensées ML ™3
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Figura 5.2: Tempo de queda. As incertezas fazem com que o instante exacto, e o local de queda,
variem imenso [60].

Este fendmeno denomina-se circularizacao das orbitas. Uma vez mais ou menos circular,
a 6rbita continuara a decair em espiral.

Como a densidade vai aumentando exponencialmente com a diminui¢ao da altitude,
as Orbitas decaem tanto mais depressa quanto mais baixo estao, até atingir um ponto
em que caem abruptamente (cf. Figura 5.2). Isto, aliado as heterogeneidades locais da
atmosfera faz variar o tempo de vida e faz com que seja impossivel saber em que ponto
exacto da superficie o veiculo se vai despenhar. Mesmo com apenas algumas horas de
antecedéncia, o erro pode ser de centenas ou milhares de quilémetros, dependendo do
tipo de orbita.

5.3 Achatamento da Terra

5.3.1 Astros nao-esféricos

Até agora tratamos todas as fontes de gravidade como se fossem particulas pontuais.
Essa aproximagcao é razoavel porque uma distribuicao de massa com simetria esférica é
equivalente a uma massa pontual no seu centro e, devido a gravidade, corpos suficiente-
mente massivos tendem a ficar esféricos devido a atracgdo mutua, a parte irregularidades
relativamente pequenas. Um efeito frequente, porque relativamente importante, é o
achatamento dos pélos* devido & forca centrifuga que surge devido & rotacdo dos astros,
que é muito frequente e frequentemente significativa para fazer deste o maior desvio da
esfericidade perfeita. Por exemplo, a diferenca entre os raios equatorial e polar da Terra
é de 21.36 km.

4A expressdo em Inglés, equatorial bulge, é muito mais sugestiva da origem do efeito.
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Sendo a distribuicao de massa no espago mais complicada do que a equivalente a uma
particula, a questao coloca-se de saber exactamente qual o potencial gravitico em cada
ponto do espago que determina a forga da gravidade nesse local. O modo mais usual
de descrever o problema ¢é através de harmonicas esféricas. E possivel demonstrar que
qualquer distribuicao de massa numa regiao do espago pode ser escrita como uma série
de um conjunto (infinito) de fungoes. Como estas fungoes conseguem descrever, com
maior ou menor dificuldade, qualquer distribuicao de massa, diz-se que é um conjunto
completo de fungoes e desempenha o papel nos espacos de fungoes de dimensao infinita
correspondente ao da base em espacos lineares de dimensao finita.

5.3.2 Simetria axial

Uma vez que sai fora do ambito deste trabalho, nao se vai apresentar a expressao mais
geral mas uma simplificada, valida quando a distribuicao de massa ainda tem simetria
axial, pois essa é suficiente para apresentar o maior efeito que é o do achatamento dos
polos. Entao, se a distribuicao de massa tiver simetria axial, o potencial gravitico pode
ser descrito pela série

o0

U= g 1 (R/r)*JiPrcos 6) | (5.7)
k=2

onde R é uma normalizacao (tipicamente o raio equatorial do astro, que é o maior),
7,0, ¢° sdo as coordenadas esféricas (f nao surge na expressio porque hé simetria axial),
os P sao polindmios de Legendre e os Ji sao os coeficientes que dependem de cada
distribuigao especifica de massa existente.

Note-se que a forca da gravidade j4 ndo é sé proporcional a 1/r2. Quanto mais se
avanca na série, maior é o expoente (negativo) de r, que tende mais rapidamente para
zero a medida que r aumenta. Devemos por conseguinte esperar que a aceleracao devida
a termos sucessivos diminua mais rapidamente com a distancia, que é exactamente o
que se observa na Figura 5.1 relativamente aos termos J, o, que sao basicamente as
aceleragoes resultantes dos termos da série (5.7).

O primeiro termo de (5.7) é o equivalente a distribuigdo com simetria esférica, e o
segundo termo,

2 2
Uy, =-L <f) JoPy(cos ¢) = %fj%@ — 3sin®¢), (5.8)
descreve o achatamento do astro. No caso da Terra, que nao assim tao diferente de
uma esfera, este é o termo mais importante, cerca de 1000 vezes maior que todos os
seguintes, e serd uma aproximagao significativamente melhor levar este termo em conta
e desprezar todos os seguintes. Deste modo, para astros quase esféricos como a Terra,
podemos tratar o problema de um satélite em orbita como um problema de forca central
perturbado pelo termo seguinte da série, conhecido por Js.

50 angulo ¢, neste contexto, é conhecido como co-latitude, i. e. a latitude contada a partir do pélo.
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Figura 5.3: Achatamento dos pdlos visto como massa extra na zona equatorial e seu efeito
qualitativo [60].

5.3.3 Efeitos do J;

Pode-se pensar intuitivamente no achatamento dos polos, correspondente ao termo Jo,
como “massa a mais” na zona equatorial, relativamente a um astro esférico (cf. Figura 5.3).
Considere-se um satélite numa 6rbita de inclinacao i. Se ¢ # 0 o efeito nao sera s6 na
alteragao do valor da forca, mas também na sua direccao. Quando o satélite se encontrar
acima do equador, a massa extra vai tender a puxa-lo na direccao deste, e 0 mesmo se
passa quando estd sobre o hemisfério Sul. E possivel contabilizar o efeito médio ao longo
da érbita deste efeito. A geometria sugere que o efeito médio do satélite no corpo central
serd equivalente a um bindrio, e portanto o efeito na orbita do satélite sera também um
binario, ou seja, pode-se esperar que o termo Jy tenha efeitos giroscépicos na érbita.

O melhor modo de entender o que se passa é utilizar os elementos classicos de 6rbita
introduzidos no Capitulo 3. No caso de érbitas Keplerianas, os elementos classicos
de 4rbita sao constantes, mas neste caso temos érbitas Keplerianas perturbadas pelo
termo Jo e a érbita vai ser alterada. Se a perturbacao é pequena (e ja vimos que é,
na Figura 5.1 e nos calculos que conduziram a (5.1)), pode-se pensar na trajectéria do
problema perturbado como uma cénica a variar no tempo, i. e. os elementos cldssicos de
orbita agora dependem do tempo e, em cada instante, temos uma coénica instantanea que
melhor descreve a trajectoria nesse instante.

Existem varios métodos para obter aproximacoes das solugoes perturbadas, por
exemplo as bem conhecidas equacdes de Lagrange planetdrias, que nao se vao apresentar
aqui por sair do ambito deste texto. Estas equagoes calculam entao a evolucao aproximada
dos parametros cldssicos de 6rbita, dada uma certa perturbagao, como a do termo Js.

5.3.4 Variagoes peridodicas e seculares dos elementos orbitais

Os parametros classicos de érbita de um problema perturbado podem apresentar va-
riagoes periddicas ou variagoes seculares.

As variagoes periddicas, como o nome indica, voltam ao seu valor original apds um
periodo e depois repetem-se. Se a amplitude da variagdo periédica for pequena, o valor
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Figura 5.4: Variacdo da ascensdo recta do nodo ascendente e do argumento do perigeu [60].

nao muda muito, o que significa que um parametro classico vai ter mais ou menos o
mesmo valor ao longo do tempo, com pequenas oscilagoes mas cuja média nao muda.
Pode-se entao eventualmente (a ndo ser que se requeira grande precisdo, mas nesse caso o
estudo da perturbacao terd que ser mais completo) desprezar a sua variagao e considera-lo
constante. Se a amplitude for grande, a variacdo periédica podera ter que ser levada em
conta, dependendo da precisao desejada no resultado, ja que a sua média continua a nao
mudar. As variagOes peridédicas sao também classificadas de periodo curto ou periodo
longo, dependendo do valor do mesmo.

As variagoes seculares sao simplesmente variagoes nao periédicas a longo prazo em
séries temporais. Se uma variagao é percebida como secular pode depender da escala de
tempo do problema: uma variagao secular numa escala de tempo de séculos, pode ser
uma variacao periédica numa escala de milhdes de anos. Se um parametro classico evolui
secularmente, a sua evolugao terd um efeito visivel no sistema e tem que ser levada em
conta.

No caso da perturbacdao do Js em primeira ordem, todos os parametros classicos
apresentam pequenas variagoes periddicas, e podem portanto ser considerados constantes,
excepto dois, a ascensao recta do nodo ascendente {2 e o argumento do perigeu w
(cf. Figura 5.4). Isto significa que a forma e a inclinagao da 6rbita se mantém mas que
o plano orbital roda, inclinado, em torno do eixo z, e que a linha das dpsides roda no
plano da orbita. Estes sao os efeitos médios ao longo da drbita de modo que as variagoes
seculares sao consideradas constantes, ou seja, tem-se:

Q= Qo+ O, (5.9a)
w = wy + wt, (5.9b)
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com a variacao média da ascensao recta do nodo ascendente dada por

. 3nJ,R2 ,
Q= —m COS 1, (510)
€0 argumento do perigeu por
_ 3nJy R 5 o
w:m 2—5511'1 1], (511)

onde a,e sao, respectivamente, o semi-eixo maior e a excentricidade da orbita, ¢ a
inclinagdo, Rg o raio equatorial da Terra, n = \/azg = 27 /T é frequéncia de revolugao,
da érbita com periodo T, e Jo a constante que depende da forma do astro, que no caso
da Terra vale Jy = 0.001018.

As variagoes dependem dos restantes parametros orbitais i, a, e, considerados cons-
tantes. Para cada cdnica, as variacoes seculares sao controladas pela inclinacao i e
w 2 0, dependendo do valor de ¢, propriedade que, como veremos, sao relevantes. No
caso de 7 = 0, o plano da 6rbita nao se altera; nesse caso 2 e w somam-se e a Orbita é
determinada por uma forca central mas F # C/r? devido ao termo de J3. O resultado é
que a érbita ainda precessa, i. e. a linha das apsides roda no plano orbital.

Estamos agora em condicoes de verificar o desvio induzido ao fim de uma érbita
previsto por (5.1). Seja uma érbita de excentricidade e = 0.01, altitude média h = 300 km
(i. e. @ = Rg + 300km), e inclinagao i = 45°. Suponha-se que o satélite estd a cruzar
o equador no seu perigeu exactamente no eixo x. Quando cruzar novamente o equador,
cerca de 90 min depois, a érbita ter-se-4 desviado, devido a Q) < 0, cerca de 44km na
direcgao de —y e o argumento do perigeu desviado para cima na direccao da érbita 45°
em relacdo ao equador (compensando em parte o desvio de Q) cerca de 47 km, num
desvio total de d ~ 35 km < 390 km, cerca de uma ordem de grandeza menor que o valor
estimado na pagina 111. Mas note-se que este efeito envolve funcées circulares cujo efeito
ao fim de uma érbita serda menor pois pode-se esperar que uma parte do efeito se anule,
como especulado antes. Se dividirmos o resultado de (5.1) por 27 obtém-se d ~ 62km,
da mesma ordem de grandeza do resultado do termo de Jy, e este pode ser maior no
caso de outras inclinagoes. O ponto é que o desvio ao fim de uma 6rbita, sendo pequeno
face as dimensoes da érbita, é enorme & escala humana e serd suficiente para fazer falhar
uma missao. E acumula-se em érbitas sucessivas.

5.3.5 Satélites Sun-synchronous e Molniya

A variagao secular da ascensao recta do nodo ascendente e do argumento do perigeu faz
as Orbitas rodarem, o que pode ser uma desvantagem. Mas a razao a que rodam pode até
certo ponto ser controlada, nomeadamente pela seleccao judiciosa da inclinacao orbital,
o que pode ser também uma vantagem. Duas aplicagoes que exploram a possibilidade de
controlar a variagdo dos parametros orbitais sdo os satélites Sun-synchronous e Molniya.
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Figura 5.5: Se o plano orbital rodar a velocidade certa, o angulo de incidéncia do Sol na superfiie
da terra observado pelo satélite serd sempre o mesmo [12].

Satélites Sun-synchronous. Para satélites relacionados com recursos da Terra e de
observacao é conveniente ter luz incidente em quantidade e sempre com mesmo angulo,
para comparacao facil de observacoes do mesmo local ao longo do tempo. De facto, as
sombras tém uma influéncia significativa e sombras diferentes alteram significativamente
a imagem, dificultando ou até mesmo impossibilitando a comparacao de observagoes com
observagoes anteriores. Esta questao era por exemplo crucial no tempo da guerra fria
para identificacao da evolucao dos recursos do inimigo — novos silos de misseis balisticos
intercontinentais, novos navios, novas instalacoes em bases militares, etc. Havia até
pessoas especializadas na interpretacao das imagens que, nessa altura, tinham uma
qualidade muito limitada, o que s6 realca a necessidade de manter as sombras iguais ao
longo do tempo.

Uma orbita imével no espago nao conseguiria manter ao longo do ano sempre o mesmo
angulo de incidéncia do Sol na superficie observada da Terra, para tal, o plano orbital
teria que rodar & mesma razdo que a Terra vai revolucionando o Sol (cf. Figura 5.5°).
Mas na realidade o plano da érbita roda, a uma razio determinada por ). Entao para
o plano orbital manter o angulo de incidéncia é necessario que rode exactamente 27 ao
fim de uma revolucao completa da Terra & volta do Sol, i. e. um ano (sideral), ou seja,

érbita Sun-synchronous: Q = 27/(um ano sideral) =1.99097 x 10~ rad/s. (5.12)

5Note-se que o plano orbital ndo tem que estar alinhado com a direccao do Sol, basta que mantenha
um angulo constante com este.
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Figura 5.6: Orbita Molniya, bastante excéntrica de modo a estar a maior parte do tempo acima
do horizonte na zona de interesse, com inclinagao tal que ndo precessa [12]

Como um ano tem cerca de 365 dias, apenas um pouco mais que 360°, a variagdo da
ascensdo recta do nodo ascendente tem que variar cerca de € ~ 1° /dia > 0, positivo
pois a Terra revoluciona o Sol no sentido directo. Como (5.10) tem um sinal menos,
isso significa que as orbitas Sun-synchronous tém necessariamente que ser retrégradas
1 > 90°. Tipicamente estes satélites sdo lancados a meio do dia, evitando érbitas na zona
de creptisculo e assegurando luz solar metade do tempo.

Satélites Molniya. Nas latitudes muito altas, como por exemplo as tipicas da Ruissia,
os satélites geostacionarios nao sao muito eficazes pois como se encontram no plano
equatorial, localizam-se numa declinacao relativamente baixa a superficie, sofrendo muitas
interferéncias e sendo facilmente ocultados pelas irregularidades de terreno e edificios.

Uma solugao é utilizar um satélite nao geostaciondrio mas, de modo a ter cobertura o
méximo de tempo possivel, é conveniente que a sua drbita seja bastante excéntrica(cf. Fi-
gura 5.6). O problema é que, devido & variacao do argumento do perigeu, um satélite
que inicialmente passe a maior parte do tempo sobre a zona de interesse, do lado da
apogeu, mais tarde ou mais cedo vai estar ao contrario, i. e. com o perigeu desse lado,
passando muito pouco tempo acima do horizonte na zona relevante. No entanto, este
problema pode ser resolvido reparando, por (5.11), que © = 0 para a inclinagao critica
i tal que

5
ier 2-3 sin2i, =0 < i, =arcsin2/v5 ~ 63.4° V 116.56°, (5.13)

pois a inclinagdo apenas estd definida no intervalo [0,7]. H& portanto duas solugdes,
uma Orbita directa e outra retréograda, em que o apogeu se mantém sempre no mesmo
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Figura 5.7: Cobertura da superficie por satélites Molniya. Cobertura permanente é garantida
com trés satélites [12].

hemisfério, assegurando a cobertura alargada. Note-se que a inclinagdo critica nao
depende do astro central.

Na Figura 5.7 pode-se observar a cobertura da superficie da Terra de uma érbita
Molniya. A érbita foi seleccionada como tendo um periodo de exactamente meio dia
sideral (T=43082s) de modo a os satélites estarem sincronizados com a rotacao da Terra.
O periodo seleccionado implica que o semi-eixo maior seja a = 26 562 km, correspondente
a uma 6rbita média. A 6rbita da figura tem i = 63.4° com apogeu no hemisfério Norte.
Trés satélites igualmente espacados na mesma 6rbita asseguram visibilidade continua na
regiao de interesse que, neste caso, poderia ser a Rissia ou EUA /Canadd, estando quase
todo o tempo dois satélites visiveis simultaneamente. Note-se que a ascensao recta do
nodo ascendente neste caso varia mas esse facto é irrelevante para o efeito pretendido.
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Capitulo 6

O problema dos trées corpos

6.1 Introducao e definicoes

6.1.1 Introdugao

Nos capitulos anteriores resolveu-se o problema de dois corpos, e de forca central. A
seguir apresentaram-se técnicas para resolver aproximadamente problemas de dois corpos
com a adicao de contribui¢cbes muito menores que a forca principal entre os dois corpos.
Essas contribuicoes podem ser de varios tipos, incluindo a influéncia de outros corpos.
A abordagem de incluir contribuigoes adicionais falha se estas forem suficientemente
importantes, ou se passar tempo suficiente e acontecer um fenémeno de ressonancia,
em que uma contribuicao, por ter certas caracteristicas, acaba por se tornar importante
porque o seu efeito é amplificado. Isto da frequentemente origem a fenémenos que podem
ser observados que, no ambito do problema dos dois corpos, nao sao pura e simplesmente
explicaveis. E o caso, por exemplo, dos Asterdides Troianos. Nessa altura temos que
estudar o problema envolvendo logo de inicio trés corpos (ou mais se for caso disso, os
problemas serdo cada vez mais complexos), reconhecendo que a influéncia do terceiro
corpo é demasiado relevante para o que se pretende estudar para ser desprezada ou para
ser considerada como uma pequena perturbacao.

O estudo do problema dos trés corpos é bastante antigo, bem como o reconhecimento
da sua dificuldade. Newton estudou o sistema Terra-Sol-Lua e queixava-se que o problema
“...lhe dava dores de cabeca e mantinha-o acordado...”. Apesar das dores de cabega,
foi capaz de calcular o movimento do perigeu da érbita lunar com uma diferenca de
apenas 8% do valor observado (1687). O problema mais importante durante muito
tempo, e motor de muitos desenvolvimentos tedricos para o conseguir abordar, foi precisa
e naturalmente o do sistema Terra-Sol-Lua, que teve o seu triunfo, no sentido de ser
bem sucedida a explicar os fenémenos observados e que ainda hoje é utilizada, na teoria
lunar de Hill (1879) e Brown (1896). Mais tarde, Poincaré chegou a pensar que tinha
resolvido o problema dos trés corpos mas, depois de descobrir que se tinha enganado,
passou anos a tentar resolvé-lo — inventando ramos inteiros da Matematica no processo
— até chegar a conclusao que nao havia solugdo geral na forma fechada, e em geral os
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movimentos sao imprevisiveis a longo prazo.

Neste capitulo vamos fazer apenas uma introducgao ao problema dos trés corpos, ja
que o seu estudo é bastante complexo e extenso, sendo objecto de livros inteiros dedicados
exclusivamente as técnicas para estudar e obter as suas solucoes, saindo claramente fora
do ambito deste texto.

6.1.2 P3C e suas simplificagoes

O objectivo do problema (geral) dos trés corpos (P3C), como no caso geral de n corpos,
é calcular a posicao em fungdo do tempo de trés massas pontuais isoladas do resto
do Universo, dadas as posicoes e velocidades iniciais de todas elas. O problema é
altamente nao-linear e as forcas mutuas entre as particulas dependem, em geral, do
tempo (problema nao auténomo). Isto torna a resolugao do problema geral bastante
mais dificil. A abreviatura P3C' do problema de trés corpos é frequentemente utilizada,
bem como abreviaturas para algumas aproximacoes do problema.

Como o P3C geral é bastante complexo, pode-se estudar varios casos particulares
que sao uma boa aproximacao em algumas situacoes, do mesmo modo que o problema
de forga central é uma boa aproximacao para certos problemas de dois corpos. Euler
(1767) considerou trés corpos de massa arbitrdria alinhados. Ele mostrou que, para
condicgoes iniciais adequadas, os corpos ficariam sempre alinhados e que a linha rodaria
em torno do centro de massa do sistema. Lagrange (1772) encontrou outra familia
de solucoes periddicas: ele mostrou que se os corpos estivessem posicionados de modo
a formarem um tridngulo equildtero, este se moveria ao longo de elipses para certas
condigOes iniciais, preservando a configuracao original. As solugoes de Euler e Lagrange
sao solugoes particulares do problema geral dos trés corpos, pois s6 acontecem para
condicOes iniciais especificas.

Quando duas massas sao muito menores que a terceira, esta praticamente nao é
afectada pelas outras e estard (aproximadamente) parada num referencial de inércia.
Os outro dois interagem entre si. Este foi o problema considerado por Hill e é agora
conhecido por Problema de Hill.

Uma outra aproximacao importante é quando dois corpos sao muito mais massivos
que o terceiro. Nesse caso, a influéncia do terceiro nos primeiros dois é desprezavel e o
movimento destes pode imediatamente ser determinado pelas equagoes do problema de
dois corpos, restando o movimento do terceiro para ser determinado. Este problema é
denominado problema restrito dos trés corpos (PR3C?) e se as 6rbitas dos dois massivos
forem circulares, problema restrito circular dos trés corpos (PRC3C?). O PRC3C é tao
comum que por vezes, quando as as 6rbitas dos massivos sao elipticas, o problema é, por
oposicao, designado por problema restrito eliptico dos trés corpos, ou seja PRE3C?.

13BP, de three-body problem, em Inglés.

2R3BP, de restricted three-body problem, em Inglés.

3CR3BP, de circular restricted three-body problem, em Inglés.
4ER3BP, ou elliptic restricted three body problem, em Inglés.
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6.1.3 Problema restrito circular dos trés corpos

Como referido na § 6.1.2, o problema geral dos trés corpos é bastante complexo mas

podem ser feitas simplificagoes que conseguem descrever muitos casos relevantes. Um

desses casos, dos mais antigos, é o problema restrito circular dos trés corpos (PRC3C).
No PRC3C, tem-se entao que:

e Dos trés corpos, a massa do terceiro é desprezavel, quando comparada com a dos
outros dois, designados por primadrios, i. e. m; ~ may > ms.

e Como a massa dos terceiro corpo é desprezavel, considera-se que a sua influéncia
no movimento dos primarios é desprezavel.

e Se a terceira massa nao influencia o movimento dos primaérios, estes constituem
um problema de dois corpos, logo resoluvel: as trajectérias de cada um deles serao
cénicas em torno do centro de massa (CM), que sé depende dos primarios.

e No caso do problema restrito circular, considera-se apenas o caso em que os dois
primarios tém orbitas circulares no referencial do CM

e Como o movimento dos primaérios é facilmente conhecido, o objectivo do PRC3C' €
determinar completamente o movimento do terceiro corpo, dadas as suas posicao e
velocidade iniciais, e a configuragao inicial dos dois primérios (ou seja, a solucao
do respectivo problema de dois corpos).

Este problema simplificado ainda tem muitas aplicagoes préaticas — é aproximacao
razoavel de muitos problemas concretos, numa escala de tempo adequada. Por exemplo,
veiculo no espaco orbitando entre a Terra e a Lua. Ou asterdides relativamente préximos
de Jupiter, influenciados por este e pelo Sol, e muitos outros (note-se que nestes exemplos
a excentricidade das érbitas dos primarios nao é zero mas pequena, uma fonte de erro
que deve ser avaliada).

6.2 Escalas Fisicas Tipicas do problema

Como é facil de notar, o PRC3C depende de varios parametros e tem muitas escalas
possiveis. Por exemplo a massa total do sistema pode ser muito variada, mesmo que a
fraccdo de massa dos primérios se mantenha, o que nao tem que acontecer. A distancia
entre os primarios também é arbitraria, e temos naturalmente que estudar todos os
casos. No entanto, é 6bvio que podemos ter um problema similar em escalas diferentes,
alteradas adequadamente as escalas envolvidas. Isso sugere o uso de equacoes na forma
adimensional, de modo a conseguir estudar muitos problemas de uma sé vez, revertendo
no fim da resolucao para a versao com dimensoes em cada problema especifico que se
resolver.

No caso da dinamica, as escalas fisicas relevantes sao as de Comprimento, Massa e
Tempo. Seja entao um problema (restrito, circular) de trés corpos que, sem perda de
generalidade, se pode considerar que o primeiro primério é mais massivo que o segundo
primario, m; 2 meo > mg.
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Escala de comprimento. A escolha natural para a escala de comprimento é a
distancia entre os objectos primarios mq e mg, i. e.

61

Note-se que, como as Orbitas dos primarios sao circulares, esta distancia é constante.
Seja r uma varidvel com dimensao fisica de espago. A versao r’ adimensional de 7 é tal
que 7’ = r/aj2, 0 que significa que r = ajp = 1’ = 1.

Escala de Massa. Seja a variavel adimensional de massa tal que a massa total do

sistema é igual a um,
(3 =) .

pois sendo mg desprezavel, a massa total do sistema é a soma das massas dos primaérios,
que é normalizada & unidade. Deste modo, a massa de cada um dos priméarios pode
escrever-se:

my

m = —-— = 1 — 5 6.33:

! mi + meo H ( )
ma

Mg = — 2 = p, 6.3b

2 1+ My 2 ( )

onde nao se deve confundir p (a massa adimensional de mg) com o parametro gravitacional
GM . Repare-se que deste modo se passa a ter apenas um parametro, u, em vez de trés,
(m1, ma2,m3).

Escala de Tempo. Da lei de Kepler, escolhendo unidades tais que a constante da
gravitacao universal se reduz a G = 1, o periodo dos dois primarios 715 é normalizado
para

3

a
Tig =27 | —22 =2 4

onde se usou (6.1) e (6.3). A razdo desta escolha ficaréd clara a seguir.

6.3 Equacoes do Movimento

Uma das maiores dificuldades é a dependéncia do tempo das forgas. Neste caso, as
influéncias dos primérios em msg variard, ja a forca da gravidade diminui com o inverso
do quadrado da distancia e os primarios revolucionam um a volta do outro. Matemati-
camente diz-se que as equacoes do movimento nao sao auténomas, i. e. a variavel inde-
pendente t surge explicitamente nas equagoes motivada pelo movimento dos primérios.
E no entanto possivel neste caso resolver este problema através de um referencial que
acompanhe o movimento orbital dos dois priméarios. Este referencial em rotagao, ou
sinddico, foi introduzido por Euler (1767) e elimina a dependéncia explicita do tempo
das equacoes do movimento.
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Figura 6.1: Geometria do problema de trés corpos no referencial que roda com os primarios
[60].

Considere-se o referencial de inércia com origem no centro de massa. Neste referencial,
os primdrios descrevem orbitas circulares, um de cada lado do CM e alinhados com este.
Seja entao o referencial sinédico {57, 52,53} (cf. Figura 6.1) com origem no centro de
massa e o plano xy coincidente com o plano da érbita dos priméarios. O referencial
roda de tal modo que o eixo x se encontra sempre na direccao definida pelos primérios
(e o CM), tendo o eixo z o mesmo sentido que o momento angular. Por definigao,
neste referencial os primarios estao parados no eixo dos z e, sem perda de generalidade,
considere-se que mq estd do lado positivo do eixo. Uma vez que as érbitas dos primarios
sao circulares, a segunda lei de Kepler implica que angulos iguais em tempos iguais e
portanto a velocidade angular & do referencial é constante e determinada pelo periodo
das érbitas dos primérios (6.4), ou seja

5= 15, (6.5)

onde se simplificou a notacio definida no Capitulo 1, & = &**, para designar a velocidade
angular do referencial {s} em rotacao, relativamente ao referencial de inércia {i}.

Note-se que, como o CM se localiza na origem e as massas dos primérios (6.3) sao,
respectivamente, m; = 1 — u € mo = i, entao tem-se imediatamente que as coordenadas
x dos primdrios sao, respectivamente, 1 = p e x9 = —(1 — p) (Jza| =1 — p).

Para estudar um problema num referencial em rotagdo é necessario escrever as
equagoes do movimento F = md em funcao de varidveis dinamicas desse referencial,
o que significa recorrer as transformacoes (1.47) referidas no Capitulo 1 para a veloci-
dade (1.52) e aceleracao (1.54) medidas num referencial em que os eixos coordenados
rodam i. e. num referencial nao inercial. Neste caso, a velocidade angular é constante,
&= 0, e as velocidade e aceleracao da origem do referencial sdo nulas, vy = 0 = dj, pois
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: o . L ig2R . :
a origem coincide com o CM. Assim, a aceleracao % do terceiro corpo no referencial
de inércia com origem no centro de massa é dada por

id2F sdPy S Adrm o

s27 SA7 ~ ~ . . . c 2 7. — 7
onde éit;" e % sao a aceleracao e a velocidade medidas no referencial sinédico, e 7 é o

vector posi¢ao (que coincide em ambos os referenciais embora com coordenadas diferentes
em cada um deles).
Se o vector posicao se escreve, no referencial sinddico, com as coordenadas

r=x8 +y8+ 2853, (673)

entdo, como os vectores da base §; nao variam relativamente ao préprio referencial {s},
tem-se:

Sd_’
d—;:x'§1+y§2+2§3, (6.7b)
sd2—’
7dt2r =28+ ?jgg + Z 83, (6~7C)

onde o ponto significa derivada em ordem ao tempo. Substituindo todas as (6.7) em
(6.6), obtém-se a aceleragao de ms no referencial de inércia, em fungdo de grandezas
medidas no referencial sinddico,

id%r

T =@ —-29—2) 51+ (J+22—y) 52 + 253 (6.8)

Para escrever as equagoes do movimento de mg falta calcular a forca aplicada nesta
particula pelos primarios. A massa mg surge nos termos da forga gravitica e no termo
da forca de inércia md, logo podemos dividir a equacao por mg e igualar a aceleragao
resultante as forcas graviticas por unidade de massa devidas aos primarios, ou aceleracao
devida & gravidade a,.

A forga gravitica é proporcional ao inverso do quadrado da distancia entre as massas
envolvidas. As distancias dos primdrios & massa mg sao:

Ti3 = T3 — To; =7 —Toi, 4=1,2; 701 =(1,0,0), 72 =(—(1—p),0,0), (6.9)

onde se usou 7; para designar as posigoes dos primérios no referencial sinédico. Logo:

TI3=T1= \/(33 —1)? + 92+ 22, (6.10a)

To3 =T9 = \/(x+1—u)2+y2+z2. (6.10Db)

A “aceleragao gravitica” aplicada em mg, escrita no referencial sinédico {s;} é a soma
das forcas da gravidade por unidade de massa devidas a m1 e ms, ou seja

. _ P (1—p) =
ik B Sty L S| 6.11
g ms 'f'zl; ! 7’% 2 ( )




Pontos de Lagrange 129

As equagbes do movimento (segunda Lei de Newton) para ms sao entao, usando (6.8)
e (6.11),

A =p)(@—p) plet+l-—p)

P2y — 1 = 6.12
. . 1-
PR S L ) (6.12b)
1 T3
1—
5:—#—”—5, (6.12¢)
1 ra

que sao um sistema de trés equacoes diferenciais nao-lineares, pois r1 2 dependem das
coordenadas.

Sendo nao-lineares, as equagoes sao extremamente dificeis de resolver ja que nao ha,
como nas equagoes lineares, uma solugao geral que consegue verificar todas as condicoes
iniciais apenas mudando umas constantes. Neste caso, para cada posicao e velocidade
iniciais, a solucao tem que ser determinada e pode ser completamente diferente da solucao
para outras condigOes iniciais. Além disso, é um problema mal posto: uma pequena
diferenca, por muito pequena que seja, nas condicoes iniciais leva, mais tarde ou mais
cedo, a uma grande diferenga entre o que se esta a calcular e a solucao real. E ha sempre
alguma incerteza nas condicgoes iniciais reais. O mesmo problema surge no préprio
calculo numérico em que os erros de truncatura podem ser imaginados como alteracao
das condicoes iniciais em cada instante. Isto é uma manifestacao de caos. O resultado é
que serd impossivel determinar na pratica solugoes, mesmo numericamente, que sejam
vélidas para sempre e que se torna extremamente dificil obter solugoes aproximadas e
saber até que ponto sao validas. Isto é verdade para os problemas de n corpos em geral,
o que torna impossivel saber, por exemplo, o destino do sistema solar, admitindo que
nao ¢ introduzida nenhuma perturbacao exterior desconhecida.

Isto nao significa que tenhamos que ficar na completa ignorancia. Ha informacao
sobre os sistemas que se consegue calcular, o que significa que, mesmo que nao consigamos
resolver totalmente as equacoes, consegue-se saber algo sobre o sistema. Ha solugoes
aproximadas que podem ser obtidas e estimar o intervalo de tempo em que serao validas
(isto é, em que se mantém uma boa aproximagcao, apesar do mau condicionamento
do problema) e métodos podem ser usados para minimizar dificuldades (por exemplo
métodos numéricos simplecticos que preservam a energia). E portanto possivel, por
exemplo, determinar a evolugao do sistema solar durante algum tempo e assegurar que
ele permanecerd estavel nas proximas dezenas de milhdes de anos. Nao se consegue é
saber o que acontecerd mais tarde do que isso.

6.4 Pontos de Lagrange

Como observado no fim de § 6.3, o facto de nao conseguirmos resolver as equagoes do
movimento (6.12) nao significa que nao se consiga saber nada sobre o sistema. Uma das
informagoes que se pode tentar obter é a de saber se existem pontos de equilibrio ou
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estaciondrios, i. e. pontos onde a velocidade e a aceleragao sao nulas. Isto significa que se
mg se encontrar em tal ponto com velocidade zero, entao permanecerd nesse ponto. Esta
caracteristica torna-se possivel porque o sistema é auténomo pois se houver dependéncia
explicita do tempo nao serd em geral possivel assegurar aceleracao sempre nula num
ponto. Dai a importancia dos sistemas auténomos e a conclusao imediata de que no
referencial de inércia nao ha pontos de equilibrio.

Para determinar os pontos de equilibrio é necessério anular a velocidade e aceleragao
nas equacoes (6.12), i. e. todos os termos com derivada, e procurar solugoes das equagoes
algébricas resultantes:

(I-—p@—p) pE+l-—p)

e — _ 6.13
X T% Tg ) ( a’)
1 _
= oy (6.13b)
1 Ta
1 .
o= 1=mz pz (6.13c)
1 Ta

A primeira coisa que se pode notar é que, de (6.13c),

0:—(1_“)2_“2':_[(1—3/0_’_/2]

3 3 :
ST Ty ST Ty

z=—-kz, k>0, = 2z=0, (6.14)

i. e. o sistema de equagoes (6.13) sé poderd ser verificado se z = 0 pois o coeficiente
que o multiplica é sempre estritamente negativo. Logo, apenas poderd haver ponto de
equilibrio no plano xy, o plano orbital dos primarios. Isto faz sentido porque se mg
sair do plano dos primérios havera necessariamente uma componente 2. Podemos entao
limitar a andlise restante ao plano z = 0.

Verifica-se também imediatamente que, se acontecer que

1 3
rp=rg=1 & a::—§+u, yZi\Q[, (6.15)

entdo ambas (6.13a) e (6.13b) sdo necessariamente verificadas pois resultam numa iden-
tidade:

(I—p(@—p) pa+l—p)

= 13 13
= —(&—p—pz+p?) — (pz+p— p?) = —z, (6.16a)
1-py py
Y= = W) -y =y (6.16b)

Estes dois pontos foram descobertos por Lagrange e sao designados L4 e Ls. Cada
um deles forma um tridngulo equilatero com os primaérios, ja que nestas coordenadas
adimensionais a distancia entre estes também ¢é igual a um. Por essa razao sao designados
pontos triangulares de Lagrange.
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Figura 6.2: Pontos de Lagrange no caso do sistema Terra-Lua [60].

Por outro lado, verifica-se que se y = 0 (e ja se tem z = 0), (6.13b) é sempre
verdadeira pois anula-se em ambos os lados. Isto significa que as solucOes restantes serao
os zeros da equagao restante (6.13a)

y—z=0 = x_(l—u)(x;u)_u(wﬂ—lg):& (6.17)

|z — pf |z +1—pl
e estardo necessariamente sobre o eixo z. E necessério ter algum cuidado com o estudo
dos moédulos nos denominadores mas é possivel verificar que a equacgao resultante é
um polinémio do quinto grau mas que nao tem mais que trés raizes reais na regiao
relevante 0 < p < 1, de onde resultam mais trés solugoes Li, Lo, L3, designados por
pontos colineares, que foram descobertos por Euler antes de Ly, Ls. No entanto, todos os
cinco pontos de equilibrio, tanto os colineares como os triangulares, acabaram por tomar
o nome de Pontos de Lagrange. A sua localizagdo pode ser observada na Figura 6.2 para
o valor de u correspondendo ao caso dos primérios Terra-Lua.

6.5 Estabilidade dos Pontos de Lagrange

Uma questao importante é saber se os pontos de equilibrio sdo estdveis. A estabilidade
em Dinamica é uma questao complicada porque os sistemas podem ser observados de
muitos pontos de vista. Por exemplo, poder-se-ia argumentar que o sistema solar com n
planetas seria estavel se nenhum planeta acabasse por ser ejectado. Mas por outro lado,
se os planetas migrassem de suas orbitas para distancias muito diferentes do Sol, isso
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poderia ser considerado instavel de um certo ponto de vista. H4 mais de 50 defini¢oes
de diversos tipos de estabilidade, muitas vezes levando a conclusoes contraditérias.

6.5.1 Equacgoes da estabilidade

Para estudar a estabilidade dos pontos de Lagrange vamos usar o conceito mais simples,
que é o de estabilidade linear: estabilidade de perturbacgoes de ordem um para desvios
pequenos. Considere-se pequenos desvios d da posicao de equilibrio:

T =z, + oz, (6.184a)
Yy = ye + 0y, (6.18b)
2=2+02=0+40z =z, (6.18c¢)

onde (¢, Ye, ze = 0) é a posicdo de um ponto de Lagrange, portanto independente do
tempo, enquanto que os desvios § podem depender do tempo. Logo

2o = Cte: & =dx, (6.19a)
ye =Cte: ¢ =0y, (6.19b)
Ze=0: 2=10z, (6.19¢)

e 0 mesmo para a segunda derivada
we =cte: w=0w, w=uz,y,z. (6.20)
Substituindo, por exemplo em (6.12a) e tendo em conta (6.19) e (6.20), fica-se com

(I —p)(@e + 0z —p)  p(xe+oz+1—p)

3 3 )
51 T2

0% — 20y — xe — 0z = — (6.21)

levando em conta que (Ze,ye, z.) ponto de equilibrio (we, W, = 0, (we = Ze, Ye, 2¢))-
Como s6 nos interessam pequenos desvios, podemos expandir as funcoes e desprezar
termos nos desvios de ordem superior a um, i. e. dz2,dxdy, etc. As distancias aos
primarios 71,72 podem ser aproximadas e simplificadas pela expansao binomial

1 2

w

resultando:

—3/2
7 = [(@e + 8w = 1) + (g + 09)° + 627

- -5

[(xe — 1)* + 3 2 (ze — 1) 02 + 2ye0y]

Q

2
1 3
= 77;,6{1 7 [(ze — 1) 6z + yedyl}, (6.23)
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para ry 3 e de modo similar para Ty 3. Por outro lado, (Zey Ye, 2e) € um ponto de equilibrio
e, por (6.12a), verifica a equagao

_ (A =p(ze—p) plz+1l-—p)
e — 3 3 )
Tle T9¢

(6.24)

que pode ser usada para simplificar (6.21).
Substituindo (6.23) e a similar para r,?, e usando (6.24) obtém-se, apés alguma
manipulacao algébrica, a equagao da perturbacao em x

|03 — 20y — 0x = —Cardz + Crady, | (6.25)

com as constantes

1 Te — 1) 1 Te+1—p)?
e Tle T3¢ T2¢
e e e 1-— e
Cao =3(1— p) W + 3MW‘ (6.26b)
le 2e

Para a perturbacao em y a dedugao ¢é similar e a equacao resultante também é parecida:

\ 89 4 20d — 6y = Cyrdx — Cyady, \ (6.27)
com as constantes
Te — e Te + 1 - e
Cy1=3(1—p) % + 3/1,% = Oy, (6.282)
rle TQe
1 Y2 1 y? .
Cy=(1—p) [3 — 356} + 1 [3 — 356] ,  (similar a Cy1). (6.28Db)
Tle Tle TQe T2e

As equagoes (6.25) e (6.27) formam um sistema de equagoes diferenciais de coeficientes
constantes e (dz,dy) (independentes de dz), logo resoliveis em forma fechada. Todos os
termos de ordem zero desapareceram das equagoes pois estes sao as equagoes no ponto
de equilibrio.

A equacado em 0% é mais simples e separada das anteriores

55:—(1_3“+‘;> 5z = —kéz, k> 0. (6.29)
rle TQe

i. e. s6 depende de dz. Como k > 0 as solugoes de (6.29) sao senos ou co-senos, ou seja,
dada uma perturbacao dzg, mg oscilard com valores da mesma ordem, nunca se afastando
de z. = 0. Isto ja seria de esperar pois se m3 sair do plano xy, os priméarios puxa-la-ao
de volta. Pode-se entao estudar as perturbacoes em x e y separadamente da de z.

As equacoOes que descrevem as perturbagoes (6.25) e (6.27) sao vélidas, tal como
(6.29), apenas localmente. Se, por exemplo, dx crescer o suficiente, a solugao deixara de
ser valida pois a equacdo foi obtida no pressuposto que 6z? pode ser desprezado.
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6.5.2 Estabilidade dos pontos triangulares

Concretizemos agora para o ponto triangular L, (para Ly serd similar, por simetria). As
coordenadas do ponto sao

Te=—=+p, Ye= - Tle =Te = 1, (6.30)

e substituindo em (6.26) e (6.28), as equagoes das perturbagoes (6.26) e (6.28) ficam:

3 3v3 1
o og S 3VB (1N a1
0% — 20y 45x 5 <u 2) oy =0, (6.31a)
1
5ij + 264 — 3\2@ (u— 2) Sz — %5;,:0. (6.31h)

Com 67" = (6x,0y), (6.31) podem ser escritas matricialmente como

1 0| .- 0o —2| . _3 33, 1
[ ] " [ T+ | aym ’ (5 )| 57 =0, (6.32)
01 20 - (n—3) —1
A solugao de (6.32) serd do género
oF = AeM, (6.33)

que, substituida em (6.32) resulta na equagao caracteristica que descreve um problema
de valores/vectores préprios para A |

o IS
A=0. (6.34)
gy
O determinante de (6.34),
X -3 oA =3B (-]
Wi (o1 K G T (6:35)
20— 2% (1 - 3) A1

deve ser nulo para haver solugdo ndo trivial A # 0 e simplifica-se para uma equagao
quadritica em A2

2
M2 - Z7M (n—1) =0, (6.36)
cuja solugao é
1
X =3 (—1i\/1—27u(1—u)). (6.37)

Tendo em conta a forma da solugdo (6.33), para haver estabilidade é necessario
assegurar que os expoentes A tenham parte real negativa ou sejam imaginarios puros,
pois se a parte real for positiva 07 crescera indefinidamente e afastar-se-4 do ponto
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de Lagrange. Mas, por (6.37), é impossivel obter quatro raizes com parte real apenas
negativa, o que implica que a estabilidade sé poderd existir quando as quatro solugoes
sao imagindrios puros. Isto significa que o discriminante nao pode ser negativo. O limite
de estabilidade é atingido para

1—-27u(1 —p) =0, (6.38)
de onde resultam dois valores criticos:
Hel,c2 = % + \%79 s te1 = 0.0385209, o = 0.961479, (6.39)

que quando substituidos em (6.37) se verifica que hé estabilidade quando

‘Estabilidade: w<ple1 Vo> e (6.40)

Estes valores sao simétricos relativamente ao centro do intervalo de p e correspondem a
mg trocar de papel com my. Se supusermos, sem perda de generalidade, que mj; > mao,
baste discutir o limite p.1. Ou seja, para haver estabilidade no caso de L, 5 as massas
dos primaérios tém que ser suficientemente diferentes i. e.

m <79_\/@
> 9469

O valor limite parece pequeno mas para os corpos do sistema solar que faz sentido
considerar como primérios (Sol-planetas ou planeta-satélites) o tinico caso em que pontos
triangulares nao sao estéveis é o de Plutao-Caronte, cuja razao de massas é mg/m; =
0.117. A maior razao de massas seguinte é a do sistema Terra-Lua com mg/m; =
0.0123 < 0.04. A Lua é um satélite muito grande, o maior do sistema solar quando
comparado com o planeta que orbita, a Terra, pois Plutao é agora apenas um planeta
anao.

A estabilidade dos pontos triangulares de Lagrange explica a existéncia dos asterdides
Troianos. Estes asteréides constituem uma populacao que se acumula na regiao da érbita
de Jupiter, cerca de 60° a frente e 60° atrds do planeta, exactamente nas zonas de Ly e
Ls. O que acontece é que os asterdides vao viajando pelo sistema solar e sendo afectados
pelos planetas mais proximos. Quando passam pela zona dos pontos triangulares com
as condicoes adequadas, tendem a ficar por 14. Embora as populacoes sejam dinamicas,
em média hd uma acumulagao de corpos nessas zonas. Acontece com Jupiter porque,
sendo mais massivo, é mais facil para os asterdides estarem nas condicoes requeridas.
Os asterdides troianos nao sao caso unico. Foram também observados objectos nos
pontos triangulares das luas de Saturno. O caso da Terra seria potencialmente mais
facil de observar mas os pontos triangulares estao vazios. Na realidade, dada a massa
relativamente pequena da Terra e a proximidade do Sol, a importancia deste como quarto
corpo nao pode ser desprezada e torna na realidade os pontos instaveis, ao contrario do
prescrito pela teoria do PRC3C. E um sintoma dos limites de validade desta abordagem.

mg < 0.0385209 Myt & my = 0.0400642 m; . (6.41)
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Figura 6.3: Modos de periodo longo e curto em torno de L4 [60].

6.5.3 Solucao perturbada dos pontos triangulares

Para completar a solucao é necessario resolver numericamente as equagoes para um certo
valor de p. Para o caso Terra-Lua, p ~ 0.01213 os valores proprios e vectores proprios
normalizados sao

. [o77641 5 0.365i
AL = +0.2079314, Aip = b (6.42a)
0.5137
. [0.4487 F 0.6745i
3.4 = £0.954587i, Asy = i ' (6.42b)
0.5869

respectivamente denominados modos de periodo longo e de periodo curto. O periodo
curto é similar ao periodo orbital lunar Tinodo T curto == Lérbita lunar €0qUaNto que o periodo
longo € Tinodo T longo =~ 3meses. O modo de periodo curto pode ser interpretado como
uma excentricidade relativamente a 6rbita circular em torno de Ls. Em problemas com
p menor, Tiodo T longo € muito maior. Os modos podem ser visualizado na Figura 6.3,
onde se mostram dois modos com a mesma amplitude.

A solugao mais geral serd uma sobreposicao dos dois modos

ox - 1At
= Cidie™ (6.43)

que resulta num movimento como o mostrado na Figura 6.4, onde as constantes C; sao
determinadas pelas condigoes iniciais.
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!
5

Figura 6.4: Sobreposi¢do dos modos com Amodo 7 longo = 2 X Amodo T curto €. g. caso dos
asterdides Troianos [60].

Oox

6.5.4 Estabilidade dos pontos colineares

No caso dos pontos colineares L1, Ly e L3, pode fazer-se o mesmo tipo de andlise da
feita para os pontos triangulares com uma diferenca: nao ha féormula fechada para a
localizagao dos pontos e as equagoes tém que incluir coeficientes numéricos, de modo que
a algebra é menos esclarecedora. Mas é no entanto possivel verificar que todos os pontos
colineares sdo sempre instdveis.

Apesar de serem instaveis, os pontos colineares tém interesse, pois pode nao ser
preciso dispender muito combustivel para os manter na zona. Outra vantagem é a érbita
ser potencialmente interessante (comunicagoes, observacoes) como alternativa a outra
mais complexa. Por exemplo, a sonda SOHO? encontra-se no ponto L do sistema
Sol-Terra de modo a manter-se a observar o Sol permanentemente mas sempre com
comunicacao possivel com a Terra.

6.6 Integral de Jacobi

O problema restrito dos trés corpos tem todas as quantidades definidas para o problema
de n corpos conservadas: energia, quantidade de movimento, momento angular e posicao
do centro de massa. Sao integrais do movimento. No entanto, mg — 0 implica que todas
as leis de conservacao sejam afirmacoes sobre as duas massas primarias — inutil para
resolver o problema. Seria necessario entao ter seis leis de conservacao para resolver
completamente o PR3C para a terceira massa ms. Na realidade, este problema tem
apenas uma equacao de conservacao exacta, o Integral de Jacobi, que vamos obter.
Multiplicando cada uma das componentes da equacao do movimento (6.12) pelas

®Solar and Heliospheric Observatory
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respectivas componentes da velocidade e somando:

& % (equacao do movimento),
+ ¥ x (equagao do movimento)y

+ £ x (equacao do movimento),, (6.44)

resulta em

T 4§y + 22 — xx — yy
1—p . . . j . . .
=3 [(x—u)w+yy+2'2]—%[($+1—M)w+yy+22}- (6.45)

Notando que

d /1 d /1 d
W = T <2w2> ,  ww = T <2w2> . cw = T (c*w), w=uz,y,z, (6.46)
consegue-se transformar (6.45) na derivada de uma quantidade igualada a zero,

d|1,. . ) 1 1-
&[2(x2+y2+z2)2($2+y2)mu;; =Y, (6.47)

ou seja, a expressao que esta a ser derivada tem que ser constante. E a constante do
movimento conhecida por Integral de Jacobi,
L—p  p

2 2 oy Lo ooy l—poop
(%49 + 2%) 2(3: + %) - TQ—C’. (6.48)

N =

Reescrevendo o integral de Jacobi em funcao da velocidade medida no referencial em
rotacao

145 1,5, 9 1—p
—v¥ = = + - == 4
21} Q(x y) - = C, (6.49)

¢ mais fécil reconhecer o primeiro termo como sendo a energia cinética medida no
referencial sinédico; o segundo termo tem a interpretacdo de um potencial efectivo da
“forca centrifuga”; os dois tltimos termos sao a energia potencial gravitica. Quando se
escreve a fun¢do no referencial de inércia, verifica-se que é uma combinacao da energia
total da particula e do seu momento angular. Ver-se-a a seguir que informagao sobre o
sistema nos pode oferecer o Integral de Jacobi.

6.7 Curvas de velocidade zero e regioes inacessiveis

6.7.1 Utilidade do integral de Jacobi

Analisando a expressao do Integral de Jacobi (6.49), verifica-se que um dos termos é
sempre nio negativo v2 > 0, enquanto que os restantes termos sdo sempre nao positivos.
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Isto significa que para cada valor de C, determinado pelas condigoes iniciais, héa fronteiras
onde v — 0. Nessas fronteiras o terceiro corpo tem que parar e voltar para tras, ou ter-
se-ia v? < 0, impossivel. Neste caso havera regides do espaco inacessiveis. As fronteiras,
definidas por v = 0, denominam-se Curvas de Velocidade Zero.
Para v = 0, (6.49) simplifica-se para
@4y l-p p

5 1y (6.50)

C =

que define regides no espago que serao inacessiveis. Variando C, as regides inacessiveis
vao mudando, determinando se é ou nao possivel e. g. viajar entre os primarios ou afastar
(ou aproximar) dos primdrios. O integral de Jacobi nao obriga a que tal acontega, apenas
estabelece a possibilidade ou impossibilidade de tal acontecer. A trajectodria efectiva terd
sempre que ser determinada pelas equagoes do movimento completas. Na Figura 6.5
podem observar-se sucessivas regioes inacessiveis (em tons cada vez mais escuros) para
diversos valores da constante do movimento C.

6.7.2 Regioes inacessiveis no sistema Terra-Lua

Podemos usar o sistema Terra-Lua para analisar mais de perto o que acontece as regices
inacessiveis quando a constante do integral de Jacobi muda de valor, determinada pelas
condicoes iniciais particulares de cada caso.

Na Figura 6.6 & esquerda, pode ser observado o caso C' = —1.7 onde o movimento é
possivel a volta de cada um dos primdrios, quase como se o outro primario nao existisse.
A direita, o caso C' = C(Lg) ~ —1.59411, quando o movimento entre os dois primarios
passa a ser possivel. A regido inacessivel abre passagem exactamente em Lo. Este é
o caso de trajectorias Terra-Lua de energia minima, apenas fica a faltar a posig¢ao e
direccao da velocidade correctas.

Na Figura 6.7 & esquerda, o caso C' = C(Ly) ~ —1.58603 em que passagem para
fora se abre em L1, obtendo-se trajectorias de energia minima para escapar do sistema
Terra-Lua. Esta trajectéria para fora requer passagem muito proxima da Lua. Os pontos
colineares Ly, Lo, L3 sdo pontos de sela da funcao C' (instaveis). Na Figura 6.7 a direita
tem-se o caso C' = C'(L3) em que as regides inacessiveis se dividem em duas em L3. Para
valores superiores de C' as regides inacessiveis serao cada vez menores até desaparecem
exactamente nos pontos triangulares Ly, Ls.

Na Figura 6.8 pode-se observar as curvas de velocidade zero em pormenor nas ime-
diacgoes da Lua. A regido de dérbitas estaveis a volta da Lua, similares as Keplerianas
em que a influéncia da Terra pode ser considerada uma perturbagao, tem raio r ~ 20Ry..
Acima desse valor pode haver transi¢do para trajectéria para a Terra. O problema na
realidade é ainda mais complicado, ja que perturbagoes induzidas pelo Sol podem fazer
despenhar um satélite na superficie. As curvas criticas de Lo e L3 sao préximas. Isto
significa que a energia necessaria para viagens Terra-Lua ou para escapar do sistema sao
similares.

A utilidade do integral de Jacobi foi muito bem exemplificada por Hill, que utilizou as
curvas de velocidade zero para mostrar que a Lua estd permanentemente ligada a Terra,
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Figura 6.5: Regides inacessiveis para diversos valores de C. [57].
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Figura 6.6: Regides proibidas do sistema Terra-Lua. Casos de sem passagem entre os primarios
e abertura de passagem em Lo [60].
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Figura 6.7: Regioes proibidas do sistema Terra-Lua. Casos de abertura para fora em L; e

abertura em L3 [60].
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Figura 6.8: Curvas de velocidade zero perto da Lua (pormenor) [60]

no problema Sol-Terra-Lua. Um feito impressionante pois a solugao geral do problema
lunar para tempo arbitrario nao existe.

6.8 Generalizacoes

Ha muitas generalizagoes e variacoes na tentativa de resolver problemas mais gerais e
explicar fenémenos observados, alguns ja referidos no inicio do capitulo, como o PRE3C
(6rbitas dos primarios elipticas) ou problema de Hill, quando m; > ma ~ mgs. Neste,
para aplicacao ao sistema Sol-Terra-Lua, pode considerar-se o problema num plano com
um corpo, o Sol, em infinito.

Como ja referido, o problema é nao-linear e mal posto, o que o torna extremamente
dificil. H4 muitos métodos para avancar o conhecimento no problema dos trés corpos.
Métodos de transformacao ou de perturbacao sao usados para estudar problemas e
fenémenos especificos e. g. os Kirkwood gaps (que requerem que se considere perturbagoes
de ordem 2 do problema restrito).

Outra técnica para abordar o problema é o da busca de solugoes periddicas (cf. Fi-
gura 6.9) e estudo da sua estabilidade (teoria de Floquet). A teoria KAM (Kolmogorov,
Arnold, Moser) consiste em usar técnicas de topologia diferencial para encontrar solugoes
e estudar a sua estabilidade. A estrutura do espago das fases é infinitamente complexa,
i. e. existe caos. O estudo de secgbes (ditas de Poincaré) no espago das fases (cf. Fi-
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Figura 6.9: Orbitas periédicas no problema dos trés corpos [60].

Figura 6.10: Seccao de Poincaré no espago das fases [60].

gura 6.10) é uma das técnicas de andlise ao permitir seguir o caminho de uma trajectéria
e intuir o seu comportamento. Estas técnicas sdo avangadas e saem fora do ambito deste
texto.
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Capitulo 7

Viagens Interplanetarias

7.1 Especificidades das 6rbitas planetarias

Apés observar os planetas no céu, cresceu o desejo na humanidade de os visitar e saber
mais sobre eles. O seu movimento e caracteristicas foi sendo observado (cf. Tabela 7.1))
e essa informagao sera util para chegar até eles e descobrir como s@o e o que ha 4.

Tabela 7.1: Dados dos planetas do sistema solar, o palco das viagens interplanetarias [6], com
algumas informagoes ja ultrapassadas.

Orbital Mean Orbital Equatorial | Inclination
Planet Period distance | speed Mass [0 radius of equator

years 106 km | km/sec Earth =1 | km?3 fsec? km to orbit
Sun — — — 333432 | 1.327x10'" | 696000 7°15°
Mercury 241 579 47.87 056 | 2.232x10° 2487 ?
Venus 615 108.1 35.04 817 | 3.257x10° 6187 320
Earth 1.000 149.5 29.79 1.000 | 3.986x10° 6378 23927
Mars 1.881 227.8 24.14 108 | 4.305x10* 3380 239 59°
Jupiter 11.86 778 13.06 318.0 1.268x108 71370 3904°
Saturn 29.46 1426 9.65 95.2 3.795x107 60400 26° 44’
Uranus 84.01 2868 6.80 14.6 5.820x10° 23530 979 53’
Neptune | 164.8 4494 5.49 17.3 6.896x10° 22320 28948
Pluto 247.7 5896 4.74 .9? 3.587x10%7 70167 ?

O sistema solar é um problema de n corpos mas tem uma caracteristica especial: o

145
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Sol tem muito mais massa que todos os outros corpos seguintes mais importantes, os
planetas. Numa aproximagao razoavel podemos dizer que o sistema de n corpos Sol mais
planetas se transforma em n — 1 problemas de 2 corpos Sol-planeta em que se despreza
a influéncia mutua entre os planetas. De modo similar, conhecidas as posi¢oes (mais
ou menos bem aproximadas) dos planetas, podemos até certo ponto fazer o mesmo com
sondas espaciais. Mais informagoes sobre o movimento dos planetas na Tabela 7.2, onde
podemos observar por exemplo que as suas 6rbitas sao quase circulares e estao (quase)
todos no mesmo plano.

Tabela 7.2: Elementos cldssicos de érbita dos planetas.

ORBITAL ELEMENTS OF THE PLANETS*
FOR THE EPOCH 1969 JUNE 28.0

Semi-major | Orbital Inclination | Longitude of Longitude of | True longitude
Planet axis eccentricity | to ecliptic ascending node | perihelion at epoch

a, [AU] e i Q I %
Mercury 3871 .2056 7°.004 47°.970 76°.981 341°9.111
Venus 7233 .0068 39.394 76° 405 131°.142 326°.400
Earth 1.000 0167 0°.000 undefined 1029416 [276°.117
Mars 1.524 .0934 19.850 499 322 3359497 265°.096
Jupiter 5.203 .0482 1°.306 100°.139 13°.684 188°.568
Saturn 9.519 .0539 2°.489 1139441 939.828 31°.074
Uranus | 19.28 .0514 0°.773 73°916 171°9.513 1839225
Neptune | 30.17 0050 1°.773 131°.397 520275 2379.573
Pluto 39.76 .2583 179.136 109°.870 222°.894 1759423

7.1.1 Regiao de influéncia

Em geral, uma sonda nunca estard perto de dois planetas simultaneamente portanto
resta a questao de saber como ter em conta a influéncia do planeta mais proximo e do
Sol. Para tal consideramos o conceito de regiao de influéncia.

Se uma sonda estiver suficientemente proxima de um planeta, a forca exercida pelo
planeta serd muito mais importante que a exercida pelo Sol, tendo em conta que, con-
siderando o referencial do planeta, a forca que o Sol exerce no planeta também esta a
ser contada como influenciando a sonda. A unica for¢a desprezada aplicada na sonda

LA massa das sondas é sempre muito menor que a dos planetas logo é seguro utilizar a aproximacio
de forga central no referencial do planeta.
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Figura 7.1: Zona de influéncia [60].

é a diferenca entre a forca que o Sol efectivamente exerce na sonda e a forga que o Sol
exerce no planeta. Nessas condicoes pode-se esquecer o Sol e tratar o problema como
um problema de forca central! ou de dois corpos, cuja solucio é conhecida.

Por outro lado, se a sonda estiver suficientemente longe do planeta, a forga exercida
por este serd desprezdvel e a sonda estard na pratica apenas sob influéncia do Sol, outro
problema de forga central. A fronteira é o limite da zona de influéncia. Nas imediagoes
da fronteira, ambos os astros, Sol e planeta serdo em principio importantes.

H& varios critérios para avaliar o tamanho da zona de influéncia. Igualando as
forgas exercidas pelo Sol e pelo planeta na linha que une ambos e contando com a forca
centrifuga, ji4 que o planeta anda & volta do Sol porque este é muito mais massivo ( cf.
[60]), o raio r da zona de influéncia é dado por

m )1/3, (7.1)

rzR(sW

onde R ¢ a distancia do planeta ao Sol, m a massa do planeta e M a massa do Sol. Outras
consideracoes, originalmente realizadas por Lagrange, levam a uma férmula alternativa

mais utilizada de os

r~R <ﬂ> / . (7.2)

M

De qualquer modo nao faz muita diferenca porque o conceito de zona de influéncia nao
é muito bem definido, ja que na fronteira ambas as influéncias s@o importantes. O que se
pode dizer é que o movimento da sonda é basicamente determinado pelo planeta quando
ela se encontra bem no interior da zona de influéncia e pelo Sol quando se encontra
claramente fora.

7.1.2 A aproximacao das cénicas ajustadas

A aproximacao das conicas ajustadas, ou patch-conic approrimation, consiste em trans-
formar um problema de n corpos em n — 1 (ou mais, dependendo do nimero de viagens)
problemas de dois corpos, quando a geometria do problema o permite. E f4cil aceitar, e
verificar, que quando uma sonda estd muito longe de qualquer planeta, apenas a forca
gravitica do Sol é importante, tendo-se nesse caso um problema de dois corpos numa boa
aproximacao. Pela mesma razao, se a sonda estiver relativamente proxima de um planeta
e todos os outros estiverem longe, como no caso do sistema solar, as influéncias do Sol e
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Tabela 7.3: Raios das zonas de influéncia dos planetas do sistema solar [60]. Quanto mais longe
do Sol e mais massivos sao os planetas, maior é a zona de influéncia. No entanto, na aproximagao
das cénicas ajustadas usa-se valores de partida e chegada relativamente ao Sol como se o raio da
zona de influéncia fosse zero.

Planetary Data

P T B e S L 7 NG M L e A P L e e ST T R
Planet Reciprocal mass Semimajor Axis r
(solar masses)~! (AU) (AU)
Mereury 6,023,600 0.387099 000075
Venus 408,520 0.723332 L1l
Earth 328,000 1.0 0621
Mars 3,098,710 1.523691 0.00385
Jupiter 1,047.35 5.2028 (.3222
Saturn 34958.1 9.53584 0.364
Liranus 22,869 19.1819 0.346
Mepiune 19,332 IN.05T8 (380

Fluto 130,000,000 39.44 0.00056

e . T EPIT I T —

do planeta serao, de longe, as mais importantes. A aproximagao das conicas ajustadas
consiste principalmente em transformar cada problema de trés corpos Sol-planeta-sonda
em dois problemas de dois corpos, cada vez que a sonda estd proxima de um planeta. Isto
torna possivel estudar as viagens interplanetarias, ja que sabemos resolver problemas de
dois corpos. Claro que um erro é cometido pois nas imediagoes da fronteira da zona de
influéncia, de um lado desprezamos uma forca importante e do outro a outra. No entanto,
esta aproximacao é utilizada em viagens interplanetarias onde se pretende escapar ou
aproximar de um planeta, o que significa que as sonda nao vao ficar muito tempo nesta
zona (0 que aconteceria se estivessem simplesmente a orbitar o planeta, af sim, seria uma
aproximagao md). Além disso, o tempo que a sonda passa nessa zona quando comparado
com o da viagem toda é muito pequeno e pode-se esperar que o erro induzido na solugao
de uma viagem interplanetéria seja também pequeno, o que é confirmado pelos resultados.
As cénicas solugoes dos diversos problemas de dois corpos de cada fase sdo ajustadas na
fronteira, dai o nome da aproximacao.
Vai-se entao dividir a viagem de transferéncia entre dois planetas em trés fases:

e Partida, ou seja, escape do planeta (vai-se considerar escape a partir de uma
orbita de parqueamento a definir, considerando-se que algum foguetao inseriu
a sonda nessa érbita). Do ponto de vista dos cédlculos, a zona de influéncia é
sempre considerada pequena face & transferéncia interplanetaria e vai-se desprezar
as variagoes de velocidade e posigao, relativamente ao Sol ou seja, vai-se considerar
que tudo o que acontece nesta fase acontece no ponto de partida, do ponto de
vista do Sol, e que a sonda chega a infinito quando escapa do planeta, eliminando
complicagoes de pequenas variagoes irrelevantes pois significa que apds o escape
a sonda ainda estd no ponto de partida com a velocidade vy, relativamente ao
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Transfer Ellipse

Sphere of Influence
Earth at Launch

Sphere of Influence
Planet at Arrival

Arrival Hyperbola Departure Hyperbola

Spheres of Influence
Greatly Magnified

Figura 7.2: Transferéncia com cénicas ajustadas [16]. A partida e chegada sdo consideradas
pontos, na perspectiva da transferéncia.

planeta.

e Transferéncia interplanetdria propriamente dita. Como se considerou que a partida
e a chegada acontecem em pontos esta transferéncia é uma manobra entre dois
pontos, onde se localizam os planetas de partida e chegada. O raio das zonas de
influéncia é desprezado e a velocidade de chegada é considerada a que se atinge
exactamente quando se cruza a érbita dos planetas de partida e de chegada.

e Chegada, com captura para uma érbita ou continuagao da viagem para outro
planeta. Considera-se que a sonda vem de infinito e que passa para a zona de
influéncia quando sua velocidade é (aproximadamente) v, relativamente ao planeta
e que se encontra (aproximadamente) sobre a assimptota da hipérbole, exactamente
como a partida foi considerada.

7.2 Fase de transferéncia interplanetaria

7.2.1 Transferéncia de Hohmann

Consideremos uma aproximacao muito simplificada em que:

e As 6rbitas dos planetas sao consideradas circulares, o que significa que a geometria
da transferéncia é sempre a mesma, bem como os angulos heliocéntricos requeridos
entre os planetas.

e Todos os planetas estao sobre a ecliptica i. e. o problema é 2D.
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e Pretende-se sempre minimizar a energia requerida logo a transferéncia é de Hoh-

mann.
e Para fixar ideias a fase heliocéntrica parte por exemplo da Terra e chega a Marte.
Mars, arrival : Mars, deparure
Mars, Mars, P
Earth, departure  arriyal Eacth
arrival departure

o

Earth, departure

Figura 7.3: Transferéncia heliocéntrica com fases de ida e volta. Tem que esperar no planeta
visitado que o dngulo heliocéntrico entre os planetas seja o adequado para voltar [60].

As caracteristicas da 6rbita de transferéncia sao triviais de calcular, o eixo maior é a
soma dos raios das érbitas dos planetas envolvidos 2a; = r1 + r9, com a excentricidade a
obter-se por exemplo de 71 = a;(1—¢;). O tempo que demora a transferéncia t,, é metade
do perfodo da érbita de Hohmann ¢, = m\/a}/u, onde p é o parametro gravitacional
do Sol. A velocidade relativamente ao Sol com que a sonda chega a fase heliocéntrica,
apds escapar da Terra, é conhecida: é a velocidade no periélio (neste caso) da érbita de
transferéncia. E a velocidade que a sonda tem que atingir infinito, apds ter escapado
da Terra. A velocidade relativamente ao Sol com que chega ao planeta é a do afélio da
orbita de transferéncia, e é a velocidade em infinito, relativamente ao planeta de chegada.

7.2.2 Consideragoes sobre as fases

Supondo que a sonda parte da terra num certo instante, apds viajar num tempo t; chega
a 6rbita de Marte depois de ter avancado um angulo heliocéntrico 7 e Marte tem que
estar nesse ponto. No instante da partida Marte tem fazer um angulo heliocéntrico com
a Terra 612 tal que

T — 6019 = npsty, (7.3)

onde nys = 27/T)s é a frequéncia de revolugao de Marte a volta do Sol ou seja, no tempo
que demora a viagem Marte tem que avancar o angulo que falta para atingir o ponto
onde vai chegar a sonda.

Durante a viagem a Terra foi avangando na sua érbita e quando a sonda chegou a
Marte a terra tinha avancado o1, passando o angulo da chegada porque esta transferéncia
é para um planeta exterior. Para a sonda voltar numa érbita idéntica para a Terra (de
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duragao igual t;) esta tem que estar num angulo #y; para tras do ponto de chegada.
Enquanto se espera para voltar t., a Terra tem que avancar para esta posicao, avancando
(ver Figura 7.3)

2m — 2(921 — 7T) + 8 =41 — 2091 + 8 = nypte, (7.4)
relativamente a Marte, incluindo o angulo 5 que Marte avanca durante a espera
B = Npste. (75)
Substituindo (7.5) em (7.4) obtém-se?

A — 20
te= =2 (7.6)
nr—nm

Note que tudo muda se a transferéncia for de um planeta exterior para um interior (o
inicial agora desloca-se mais devagar que o de destino) e para os casos de planetas mais
longinquos em que o interior da vérias revolugoes completas antes de a sonda chegar ao
destino. Nesse caso as voltas completas tém que ser descontadas.

Tabela 7.4: Perfodos sinédicos e tempos de viagem para vérios planetas [60].

Synodic periods and trip times (days) for
planetary missions

e R B S R H e e T B e T R S T T RO
Planet Tsyn Ty2 Twait Tivip
Mercury 115.8 105.4 66.9 2719
Venus 5839 146.1 467.0 T50.2
Mars 779.9 258.8 434.3 g72.1
Jupiter 308.8 097.5 2146 22096

Saturn 378.1 2200.1 363.2 4454.5

e —— —

Finalmente, o intervalo de tempo que tem que passar até haver nova oportunidade
de langamento é simplesmente o periodo sinddico entre a Terra e Marte, j4 que basta
que o angulo heliocéntrico se repita. Valores dos periodos sinddicos, tempos de viagem
de transferéncia, tempo de espera e duracao total da missao de ida e volta podem ser
observados na Tabela 7.4. Note que o periodo sinédico envolvendo a Terra diminui e
tende para um ano, a medida que o outro planeta se encontra cada vez mais longe, no
caso de a sua Orbita ser exterior & da Terra3.

2Note que a férmula em Wiesel, 2a edicio [60] est4 errada relativamente & figura porque ele considerou
o angulo excedente relativamente a 7 i. e. #21 — 021 — 7. Corrigiu na 3a edigdo mas a férmula continua
a nao ser geral. E importante fazer a dedugao aqui feita porque hé casos diferentes e a férmula varia.
3Intuitivamente, porque acontece isto?



152 Viagens Interplanetarias

Typel O < 180° Typell © > 180°
P

Figura 7.4: Trajectérias tipos I e II, necessarias porque as érbitas dos planetas nao sao exacta-
mente co-planares [12]

7.2.3 Notas breves sobre casos mais realistas

Mais realisticamente, as érbitas planetarias nao podem ser consideradas circulares nem
co-planares. Nao se pode fazer uma transferéncia de Hohmann porque isso exigiria fazer
um angulo muito grande com a velocidade dos planetas, deixando de tirar partido dessa
ajuda crucial. A transferéncia tém entao que ser menor que 7 (tipo I) ou maior que 7
(tipo II) — Figura 7.4 — havendo ainda outras alternativas (tipos III e IV)

Line of Nodes Ecliptic Plane

&
L

Venus Orbital

Plane Venus at

Arrival

Earth at
Launch

Transfer Plane

Figura 7.5: Transferéncia directa em 3D [12].

As transferéncias podem ser feitas directamente (Figura 7.5) ou podem ter uma
mudanga de plano a meio da viagem para minimizar o Av requerido (Figura 7.6). Estas
mudangas sao mais dificeis porque um erro implica mais facilmente perder a interseccao
do planeta de chegada.

Transferéncia mais realista: o problema de Lambert. O procedimento geral
para obter solugoes de transferéncia interplanetarias passa por:

e Saber onde se encontram os planetas em funcao do tempo i. e. as efemérides dos
planetas. O problema tem n corpos e idealmente deve encontrar-se uma solucao
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dapartura

plane chonge

S0" from intept pt ; /

Figura 7.6: Transferéncia com mudanca de plano, a meio caminho para minimizar o Av [6].

mais aproximada que as aproximacoes que discutimos acima. As sondas néo
conseguem alterar o movimento planetirio de modo que esse calculo complexo
pode ser feito apenas uma vez (e apenas refinado ou corrigido posteriormente). Ha
pessoas que ganham a vida a fazer esses calculos e estao disponiveis para quem
precisar deles. As efemérides do JPL estao disponiveis online e sdo o exemplo mais
conhecido.

e Considerar um instante de partida. Determinar a posicao do planeta de partida.

e Considerar uma duracao possivel de viagem ou, equivalentemente, uma data de
chegada ao destino. Sabendo a data de chegada determinar onde se encontra o
planeta de chegada nesse instante. E para ai que queremos ir.

e Temos dois pontos, o de partida e o de chegada. Por dois pontos no espago passa
um numero infinito de curvas cénicas, mas s6 uma com a duracao da viagem
(problema de Lambert). Pode-se desprezar o efeito de n corpos nesta fase, mais
tarde poder-se-a corrigir a solucao resolvendo o problema completo numericamente.
A cénica implica velocidades determinadas nos pontos de partida e de chegada
(relativamente ao astro central, o Sol). Sao as velocidades a atingir apds o escape
do planeta de partida e na aproximacao ao planeta de chegada, e que tém uma
relacao com o combustivel necessario para a viagem. Calcula-se o Avp total, medida
do custo da viagem. Pode haver variacoes dos critérios desejados, por exemplo
haver uma oportunidade boa pouco depois, caso a construcao da sonda atrase.

e Repete-se o célculo para outras duragoes de viagem e outras datas de partida
possiveis de modo a optimizar o Avp gasto, dentro dos constrangimentos. E um
problema de optimizagao, varios métodos podem ser utilizados.

e Desenha-se o diagrama da costeleta: um gréafico de curvas de nivel, com as datas
de partida e chegada, que nos d4 a informagao visual das melhores solugoes (ver
Figura 7.7).
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e Depois pode-se refinar os cédlculos mas este é o procedimento basico.
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Figura 7.7: Diagrama da costeleta fornecendo o Avr total gasto em fungdo das datas de partida
e chegada [12]. As linhas TOF séo as de igual tempo de voo (time of flight).

7.3 Partida

Sphere of Influence
Earth at Launch

Xt

Departure Hyperbola

Figura 7.8: 23

Voltando ao exemplo simplificado da transferéncia de Hohmann, fagcamos um zoom
sobre o que acontece na partida (Figura 7.8). Inicialmente a sonda estd numa érbita
de parqueamento e os motores sao accionados para escapar do planeta e realizar a
transferéncia. Tipicamente (é mais eficaz e mais simples de calcular) a sonda entra numa
orbita hiperbdlica de escape, relativamente ao planeta, e quando sai da zona de influéncia
considera-se que ja estd em infinito relativamente ao planeta, i. e. sobre a assimptota e
com velocidade relativamente ao planeta vo,. Esta velocidade, com direccdo definida
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Figura 7.9: Hipérbole de escape que resulta, somada a velocidade do planeta, na velocidade

heliocéntrica inicial [60].

Figura 7.10: Outra visdo da partida, com mais énfase na geometria da dérbita [6].
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pela escolha de direcgao da assimptota, vai somar-se a velocidade do planeta resultando
na velocidade heliocéntrica de partida da sonda, i. e. na velocidade do periélio da érbita de
Hohmann de transferéncia. O caso mais favordvel é ambas estarem alinhadas (na prética
isso em geral nao acontece exactamente). Do ponto de vista da fase de transferéncia isto
acontece tudo no ponto de partida (Figura 7.9 e Figura 7.10).

Nao ¢é importante o plano orbital escolhido porque as diferencas sao desprezaveis do
ponto de vista da viagem total. Pode-se seleccionar o mais adequado do ponto de vista
do langamento. (Figura 7.11).

Figura 7.11: Hipérboles de escape possiveis, as diferencas de posi¢ao sao irrelevantes pois
pequenas correcgoes podem facilmente corrigir essas diferencas [60].

A geometria da partida pode ser observada na Figura 7.12; tem que se levar em
atencao a oOrbita de parque ou local de lancamento, locais para a manobra de escape,
direccao da velocidade do planeta, etc.

Figura 7.12: Geometria da partida [12].
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7.4 Chegada

Sphere of Influence
Planet at Arrival

Arrival Hyperbola
[16].

Figura 7.13: Chegada, tal como na partida, vai fazer-se um zoom para observar o que acontece

A chegada é similar a partida mas ao contrario (Figura 7.13). Do ponto de vista
heliocéntrico pode-se considerar que se estd a passar pelo planeta, desprezando distancias
ao planeta e variagoes de velocidade induzidas pela (pequena) variacao de distancia ao Sol.
A velocidade heliocéntrica da sonda tem que se subtrair (vectorialmente) a velocidade

do planeta de chegada, para obter a velocidade da sonda relativamente ao planeta (o

caso geral pode ser visto na Figura 7.14; no caso de uma transferéncia de Hohmann as
velocidades serao paralelas).

fial j’bl" f

i

target _plane’s

to
sun

Figura 7.14: Subtraindo a velocidade do planeta a velocidade heliocéntrica da sonda obtém-se
a velocidade da sonda relativamente ao planeta e obtém-se o angulo que este vector faz com a
direcgdo da velocidade do planeta [6].
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Quando a sonda atinge as imediacoes do planeta estd sobre a assimptota logo a
direccao da velocidade relativamente ao planeta define a direccao da assimptota. Se por
exemplo a sonda passa = a frente do planeta, pode-se calcular facilmente a distancia y
(Figura 7.15) da assimptota a linha paralela que passa pelo planeta (Figura 7.16).

,,\s“,
miss \

distance 4 o

along o

" Ir \\

arbit, X / \.\\
Y

’
Cplanet o
| arrival

Figura 7.15: Determinacao da distancia y da assimptota a linha paralela que passa pelo planeta.

:w—rE'“i_________::-_— ________

target [
plarnsl Tn

Figura 7.16: Hipérbole de chegada com a distancia y marcada [12].

O valor de y determina o raio do perapsis da érbita. E necessario assegurar que é
suficientemente elevado para evitar colisdes com o planeta (ou com a atmosfera, casa haja
uma, embora nesse caso se possa vir a arriscar uma manobra de aerobraking). O valor
minimo de y, b, determina o raio da secgao eficaz de colis@o com planeta, normalmente
a evitar (Figura 7.17).

Para haver captura tem que se realizar uma manobra, tipicamente na periapside
da oOrbita hiperbdlica de aproximacao onde é mais eficaz, de modo a transformar a
6rbita hiperbdlica em eliptica (Figura 7.18). Se tal nao acontecer a sonda fard um voo
rasante (fly-by) ao planeta e escaparad deste, realizando uma manobra de voo rasante,
recomecando tudo.
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Figura 7.17: Seccao eficaz de colisdo com o planeta. Em geral pretende-se que a sonda entre
em érbita e ndo que se dirija directamente para a superficie [12].

Perlapsis
Targat

Dasired Orbit

Figura 7.18: Captura para uma O6rbita eliptica realizando o Av no peridpsis das érbitsa para
maior eficicia [12].
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7.5 Fly-by

No caso de manobra de fly-by, em que a sonda nao é capturada, é possivel que a
sonda ganhe ou perca velocidade, dependendo de como passa pelo planeta — se de um
lado ou de outro e qual a sua velocidade. O modo como pode ganhar velocidade esta
esquematizado na Figura 7.19. Note-se que no racional de cénicas ajustadas nao se pode
fazer consideragoes de energia porque partes diferentes da aproximacao sao feitas com
aproximagoes diferentes e em referenciais diferentes.

Figura 7.19: Tlustracdo da manobra de voo rasante, ou fly-by, com ganho de velocidade [60].

Se a manobra e o instante forem bem executados pode-se usar fly-bys para atingir
outros planetas (Figura 7.20), alterando a trajectéria, e ganhando velocidade que nao
se tinha antes. Todas as sonda que se dirigiram para o espaco profundo ganharam
velocidade e atingiram a velocidade de escape do sistema solar deste modo.

7.6 O caso da Lua

No caso do sistema Terra-Lua a aproximacao das conicas ajustadas nao funciona tao
bem porque a massa da Lua é muito grande, resultando numa regiao de influéncia que é
cerca de 1/6 da distancia Terra-Lua. Isto implica que a zona onde ambas as forgas sdo
importantes é extensa e ja nao se pode fazer a aproximacao de considerar a transformacao
das velocidades na Lua, mas sim onde a zona de influéncia se inicia (Figura 7.21).

A transformacao da velocidade agora exige muito mais dlgebra (cf. Figura 7.22 para
uma ideia do que tem de considerar).
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Figura 7.20: Gragas a um fly-by poder-se-a atingir planetas que de outro modo seria impossivel
[60].

Sphere of
Influence

Moon position

\ at arrival
Hmy

Moon position
at injection

Injection
Point

Figura 7.21: Transferéncia Terra-Lua com zona de influéncia indicada [6].
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T

1o
Barth

Figura 7.22: Transformagao da velocidade da sonda para o referencial da Lua [6].



Capitulo 8

Dinamica de Atitude de Satélites

8.1 Equacoes do movimento

Vamos s6 apresentar os resultados deduzidos nas aulas sem deducao. As dedugoes destes
resultados ja foram realizadas em varias cadeiras anteriores, aqui apenas focaremos
alguns pontos importante.

8.1.1 Corpos rigidos

Quando necessario os corpos extensos sao tratados como continuos, i. e. que existem em
cada ponto do espaco continuo numa certa regiao delimitada e tém associada a cada
ponto um elemento de volume infinitesimal e uma massa especifical

Os corpos rigidos, sao corpos continuos em que todos os seus pontos mantém as
distancias relativas entre si i. e. ndo podem existir deformacoes.

Prova-se facilmente que um corpo rigido sé pode ter no maximo seis graus de liberdade:
pense-se numa particula de um corpo rigido. Ela a priori pode mover-se como quiser
nas trés direccoes espaciais, logo tem trés graus de liberdade. Pense-se numa segunda
particula. Dado o movimento da primeira, esta tem que manter a distancia relativamente
a esta, logo s6 pode deslocar-se numa bola de raio igual a essa distancia. Tem entao dois
graus de liberdade (latitude e longitude na superficie dessa bola). Um terceira particula,
para manter as distancias as primeiras duas s6 podera orbitar em torno do eixo que
passa por estas — um grau de liberdade. A partir dai, exceptuando casos anémalos que
podemos desprezar, acrescentando mais particulas nao aumenta o ntimero de graus de
liberdade. Logo o ntimero de graus de liberdade de qualquer corpo rigido é 34+2+ 1 = 6.

Este facto simplifica muito as equagoes do movimento do miriade ntimero de particulas
que constituem cada corpo rigido. Demonstra-se [9] que o movimento se pode reduzir
sempre a composi¢do de um movimento de translacdo (curvo, i. e. as trajectérias de
cada particula podem ser curvas mas sao iguais e portanto a orientacao ou atitude do

! Massa especifica é a massa por unidade de volume calculada em cada elemento de volume infinitesimal.
Lembre-se que a quantidade correspondente e lingua inglesa é density; em portugués a densidade é uma
quantidade adimensional.

163
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corpo no espago mantém-se) e com um movimento de rotagao relativamente a um ponto
de referéncia. Cada um destes movimentos tem trés componentes: o de translacao é
um ponto no espaco com trés coordenadas e qualquer rotacao, i. e. passagem de uma
orientacao do corpo no espaco para outra se pode conseguir com um maximo de trés
rotacoes sucessivas.

8.1.2 Momento angular e momento das forgas de um corpo rigido

Vamos restringir a discussao ao caso em que temos um ponto fixo num referencial de
inércia (por exemplo a origem O desse referencial) e consideramos um ponto, o centro
de massa C, no referencial em que o corpo esta sempre parado, o referencial do corpo
que, como o corpo pode ter qualquer movimento, em geral nao é referencial de inércia.

O momento angular de um corpo rigido Hj relativamente ao ponto O é a soma
(integral) sobre todos os elementos de volume com massa dm dos momentos angulares
relativamente ao mesmo ponto O dos elementos de volume individuais

ﬁ:/Fxﬁdm, (8.1)
C

em que 7 é o vector posicao relativamente a O e U é a velocidade de cada particula
do corpo rigido. A néo ser que especificado em contrario s6 vamos tratar do caso de
velocidade num referencial de inércia ou seja a velocidade é medida num referencial de
inércia e portanto este momento angular é medido num referencial de inércia, mesmo
que O se desloque.

Demonstra-se que a soma dos momentos de todas as forgas externas (incluindo as que
fazem parte de bindrios) aplicadas num corpo rigido, relativamente a um ponto parado
num referencial de inércia, O, ou relativamente ao centro de massa do corpo, C' é igual
a:

- ldH,

My = 8.2
> My =—=, (8.2)

- idHq

Mo = 2b
> M=% (8.2b)

onde nao deve ser esquecido que na definicao do momento angular aparece a velocidade
medida relativamente ao referencial de inércia.

Pode também obter-se uma relagao entre a soma dos momentos calculada relativa-
mente a O e a C,

> My=> Mc+ic xR, (8.3)

onde 7o € a posicao de centro de massa C' relativamente a O e R é a soma de todas
as forgas externas aplicadas no corpo i. e. é a resultante. Usando (8.2) e > F = mdc
segue-se que

- 1dH,
ZM(] = ?C + FC X mc_ic, (84)
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onde d¢o é a aceleracdo do centro de massa. O problema pode sempre resumir-se ao
que acontece relativamente a este ponto. Utilizando (8.2) e (8.4) e apds alguma algebra
chega-se a

ﬁ() = f‘_jc + 7o X muc, (8.5)

onde ¥ é a velocidade do centro de massa.

8.1.3 Momento angular de rotagao e tensor de inércia

E possivel demonstrar que o momento angular de um corpo rigido relativamente ao
centro de massa se pode escrever como

He = (He)i€; = Ljw;e; = (He)i = Iijwj, (8.6)

em que I;; é o tensor de inércia, w; a velocidade angular e a convengao da soma de
Finstein de que indices repetidos sao entendidos como estando a ser somados de 1 a 3
(ou em z,y, z). Este momento angular sé é diferente de zero quando ha rotagdo do corpo
i. e. quando a velocidade angular é diferente de zero logo pode ser interpretado como
momento angular de rotagdo. Na forma matricial

H, Iy Ixy I, Wy
H, | =| Loy Iy Iy Wy | s (8.7)
HZ Ia:z Ixy IZ‘Z <J‘)Z
O tensor de inércia
Iij = / (1263 — rir;) dm, (8.8)
C

onde d;; é o delta de Kronecker, tem muitas propriedades interessantes:

e Os termos da diagonal principal sao sempre positivos e denominam-se momentos
de inércia, I; = [(r? —r})dm e. g. I, = [(y* + 2?)dm. O momento de inércia
relativamente ao eixo ¢ é uma medida da inércia da rotagao relativamente a esse

eixo
e Os termos fora da diagonal principal sao os produtos de inércia, I;; = — [ z;z; dm,
e. g. I,y = — [xydm; os produtos de inércia sao uma medida do desequilibrio

provocado pela inércia (massa distribuida assimetricamente) quando o corpo roda
em torno do um dos eixos envolvidos, ¢ ou j; o desequilibrio faz com que o eixo de
rotacao mude de orientacao no espaco

e E uma matriz real e simétrica, logo é hermitica, logo é sempre diagonalizavel:
escolhida a origem, neste caso o centro de massa, existe sempre um referencial
ortonormado com a mesma origem rodado relativamente ao original em que o
tensor de inércia é diagonal.

e O referencial em que o tensor de inércia é diagonal denomina-se referencial principal
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de inércia e os elementos da diagonal principal momentos principais de inércia,
também denominados A, B,C; os produtos de inércia sido zero logo a rotacao
em torno dos eixos principais de inércia estd equilibrada — nao hé desequilibrio
provocado pela inércia e (8.9) simplifica-se para

Hw A 0 O Wy Aww
H,|=]10 B 0 wy | = | Bwy |, (8.9)
H, 0o 0 C Wy Cw,

e Se a origem for o centro de massa o referencial diz-se central; isto ndo tem nada
que ver com ser ou nao principal de inércia.

Relembre a sua Algebra para saber como se obtém o referencial principal de inércia e o
que significa e acontece quando héd 2 ou 3 momentos principais de inércia iguais.

8.1.4 Energia cinética de um corpo rigido

E possivel demonstrar que a energia cinética de um corpo rigido se pode escrever, num
referencial com origem no centro de massa do corpo, como

1 1
E.= 5777/02 + ifijwiwj, (810)

onde mais uma vez a convencao da soma € usada em indices repetidos. O segundo termo
¢é interpretado como energia cinética de rotacao, ja que serd zero se w = 0; este termo é
uma forma bilinear e pode ser escrito na forma matricial como

A 0 O Wy )
[ Wy Wy Wy ] 0 B 0 wy | = i(Awg + ng + Cw?), (8.11)
0o 0 C W,

Eg)tET:

N

onde sem perda de generalidade se usou o referencial principal de inércia

8.1.5 A equagao do movimento

Relembrando (8.2b) e usando a transformacao das derivadas em ordem ao tempo para
um referencial em rotacao

() k()
= Q 12
podemos finalmente escrever a Equacao de Euler vectorial
SAH =~ =
> Mo = 5 tOxH, (8.13)

onde  é a velocidade angular do referencial em rotacdo (nao necessariamente o do
corpo). Note-se que (H); = I;jw; e substituindo obtém-se as equagbes mais gerais. Se
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o referencial for escolhido de modo a que o tensor do inércia seja principal de inércia e
nao varie com o tempo, por exemplo o do corpo em que 2 = & e podemos escrever as
equacoes de Euler:

M, = Ab, — (B — C)wyw,, (8.14)
M, = Buw, — (C — A)w,wy, (8.15)
M. = Cls, — (A — B)wawy. (8.16)

Também se podia escrever algo semelhande se Q = J desde que o tensor de inércia nao
varie nesse referencial (de outro modo a derivada em ordem ao tempo no referencial s
afectard o tensor e serd tudo muito dificil).

As equagoes de Euler sao nao lineares, logo muito dificeis de resolver.

8.2 Angulos de Euler

il
A

1].1 ot

Figura 8.1: Uma transformacao vai transformar o referencial de inércia XY Z no referencial
rodado zyz [49)].

Poder-se-ia pensar que se poderia em principio integrar a velocidade angular nas
equacoes de Euler (8.13) ou (8.14) para obter os angulos mas os dngulos nao sao vectores,
i. e. nao respeitam as propriedades que os elementos dos espacos lineares tém que respeitar.
Assim tem que se arranjar uma descri¢ao alternativa que sao os angulos de Euler: 3
rotacoes sucessivas sempre em torno dos mesmos eixos coordenados instantaneos, que
transformam o referencial de inércia XY Z no referencial que roda zyz. Este referencial
pode ou nao ser o do corpo, ja que o que interessa é que o tensor de inércia seja constante,
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mas muitas vezes é. Se soubermos o que cada um destes angulos vale em cada instante,
sabemos a orientacao do referencial em rotagao e logo a do corpo.

8.2.1 Rotagoes Sucessivas ¢, v, 0 em torno dos eixos 2z, r e z

Y Rn

Figura 8.2: O disco definido pelo plano XY original roda com o dngulo de precessao v, inclina-
se com o angulo de nutagao v, mudando de plano, e gira novamente com o angulo de rotagao
prépria o [49]

Ignorando a translaccao pode-se passar do referencial que nao roda para o do corpo
rigido (ou intermédio) através de 3 rotagoes sucessivas em torno dos eixos coordenados
(Figura 8.2):

R Ri(v R3(o
(X,Y,Z) = (20, Y0, 20) (%) (1,1, 21) il (22, Y2, 22) B(g) (73,93, 23) = (2,9, 2)

(8.17)
A primeira transformacao de coordenadas transforma componentes de vectores escritos
em (xo, Yo, 20) em componentes escritas em (z1,y1, 21)

{7? 1= [T]1<—0 {77 0 (8-18)
e assim sucessivamente
My =115 o [Ty [Tl o 7o (8.19)

com matrizes de transformagao das coordenadas dadas respectivamente por rotagao em
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torno do eixo dos ZZ = zpzg = 7121
costy sinyg 0
T), o= | —sin¢ cosyp 0 (8.20)
0 0 1
rotagao em torno do eixo dos x1x1 = T2T2
1 0 0
T]y.1=10 <cosv sinv (8.21)
0 —sinv cosv
e finalmente rotacao em torno do eixo dos 2929 = 2323 = 22
cosog sino 0
M]3, 9= | —sino coso 0 (8.22)
0 0
Zo 2

Figura 8.3: Transformacoes sucessivas de coordenadas, 1 em torno do Z, v em torno do novo

eixo x obtido apds rotagdo ¢ e o em tono do novo z apés rotagéo de v [49].
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A composicao das 3 transformagoes conduz a matriz de rotagao rigida:

[T]3<—0 = [T]3<—2 [T]2<—1 [T]u—o

€os 1 cos o — sin cosvsino sint coso + cosycosvsing  sinvsino
= | —cosyYsino —sinycosvcoso —sinysino + cosycosrcoso sinvcoso
sin v sin v — cosysinv cos v
(8.23)

A relacao inversa é
{Tho =[Tlo—3 {73 (8.24)

1 _
~—0

_ - T ‘
com [Ty, 3 = [Tl [T]3. 0 @ e
Tloes =
cosycoso —sinycosvsinog —cosysino —sinycosvcoso  sinysiny
= | sinycoso + cosycosvsinog —sinysino + cosycosvcoso — cossiny

sinvsin o sin v cos o cosv

(8.25)

8.2.2 Velocidade Angular em Funcao dos Angulos de Euler

Os angulos nao sao vectores mas as suas derivadas sim (e estas podem portanto ser
somadas); além disso podem ser escritas tanto no referencial do corpo rigido (ou no
referencial em rotagao utilizado) como no referencial de inércia. De acordo com a figura
pode-se escrever:

Precessao:

— . 0
VY =vez= [ ex ey €z } 0 (8.26a)
¥
=1 [sinv (sino & + cos 0 &,) + cosv &,
&sinysina
= [ €r €y € } Ysinv cos o (8.26D)

@cosy
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Nutagao:
v coso
- . . o . o S o o -
UV =D&y, =U(cosoé, —sinoey) = { €r €y € } —Usino (8.27a)
0
U cosy
=1 (cosyex +sinyéy) = { ex €y €z } Usin (8.27b)
0
Rotacao propria:
0
- . - - o
& =6, = [ & 8, & ] 0 (8.28a)
o

= gsinv[cos (90° — ) €x — sin (90° — v)) éy| + cosv €y
osinvsiny
= [ €x €y €z } —& sin v cos (8.28Db)
O CcosV

Como os angulos de Euler permitem passar do referencial de inércia para o do corpo
a soma das derivadas dos angulos de Euler é igual a velocidade angular do corpo rigido:

N v
- : - = N o .
w:w—i—u—i—(f:[ez [ ez] v (8.29a)
nao é ref. ortogonal c
¢sinl/sina + vcoso
= [ €r €y € } Ysinvcoso — Usino (8.29D)
’(7[} cosv + o
osinvsiny + vcosy
= [ €x ey ¢€z ] —&sinvcosy + vsiny (8.29¢)
g cosv + w
Assim
[ w, 1/}sin1/sina+1)cosa
(@} .= | wy | = Ysinvcoso — vsino |, (8.30a)
| W ¢ cosv + o
[ wx osinvsiny + v cosvy
{Gxyz=1| wy | = | —csinvcosty + vsiny (8.30b)
| wz o CcosV + w
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Pode-se escrever as componentes de & em qualquer referencial a custa das frequéncias

de Euler e vice-versa

v

Wy sinvsinoc coso 0
Wy sinvcoso —sino 0 v (8.31a)
Wy | cosv 0 1 o
j [ sino cos o
¢ sin v sin v 0 Wy
v cosoc —sino 0 Wy (8.31b)
. sin o cos o
g L ~ tany  tanv Wz
wx 0 cosvy sinvsing P
wy 0 siny —sinvcosy v (8.31c¢)
wz | 1 0 cos vV o
i [ siny cos P
¢ tan v tan v 1 wx
v cosy siny 0 wy (8.31d)
. sin v __cos
o L  sinv sinv 0 wz

8.3 Satélite axissimétrico

8.3.1 Velocidade do referencial em movimento e do corpo rigido em
funcao das frequéncias de Euler

No caso de um corpo axissimétrico nao é necessario fazer a ultima rotacao e a expressao
da velocidade angular do referencial em rotagao, que agora nao coincide com a velocidade
angular do corpo, simplifica-se para (Figura 8.4)

o - . v
{Q} =Y+ v =| ¢sinv (8.32)
ToY222=TYZ .
1 cos v
e a velocidade angular
U
- = — .
{w}l'QyQZQE[L'yZ = {Q} o + 0 = ’I,Z)SIHV (833)
T2Y222=TYZ .
Pecosv+ &

8.3.2 O corpo axissimétrico livre

Estamos agora em condigoes de analizar o caso do corpo livre, i. e. em que a soma
dos momentos das forgas aplicadas relativamente ao centro de massa é nula. De (8.2b)
sabemos que, do ponto de vista do referencial de inércia,

— —

M.=0 = H. = cte. (8.34)
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Figura 8.4: As trés frequéncias de Euler no referencial intermédio no caso do corpo axissimétrico
que se obtém nao realizando a tltima rotagao que o corpo faz o [49].
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Podemos entao escolher sem perda de generalidade o referencial sem rotacao C XY Z de
modo a que o momento angular esteja alinhado com o eixo Z. Nesse caso, no referencial
em rotagdo o momento angular escreve-se como

—

H.= Hsinve, + H cos ve.,. (8.35)

Por outro lado, de (8.8) e (8.33) as componentes do momento angular sao

Av
(H,); = Arpsinv . (8.36)
C(¢cosv +6)

Comparando (8.35) e (8.36) componente a componente

0= Av = v = cte, (8.37a)
Hsiny = Aysinv = ¢ =H/A=cte, (8.37b)
Hcosv = C(6 + 1) cosv), (8.37¢c)

ou seja (8.37a) implica que v = cte, (8.37b), com v = cte implica que ¢ = H/A = cte (a
nao ser que v = 0, caso trivial de tratar — movimento em torno de um eixo principal de
inércia). Finalmente, utilizando H = At de (8.37b) e substituindo em (8.37¢) obtém-se
a relacao entre a precessao e a rotagao prépria no caso do corpo axissimétrico livre,

. C
=————9§ 8.38
v (A—C)cosv (8:38)
De (8.38) podemos observar que a precessao serd directa ou retrégrada, i. e. terd o
mesmo sinal ou sinal contrario ao da rotacao prépria, se corpo for alongado (A > C)
ou achatado (A < C'), respectivamente. Podemos observar a velocidade angular como a
soma das frequéncias de Euler no caso de um corpo alongado na Figura 8.5. A velocidade
angular encontra-se sempre no plano yz e faz um angulo v com o eixo de simetria do
corpo z notando que, '
w sin v
tany = 2 = L (8.39)
Wz Ypcosv+o

onde se utilizou (8.33). Utilizando agora (8.38) chegamos finalmente a

tany = % tanv. (8.40)

O médulo da velocidade angular & do corpo é constante e, do ponto de vista tanto
do referencial que nao roda como do referencial em rotagao descreve cones, o cone do
espaco, em torno do eixo Z, e o cone do corpo, em torno do eixo de simetria de massa

2Note que é conveniente alinhar o sentido do momento angular com o da precessdo; no caso da
precessao retrégrada a rotagdo prépria, e ndo a precessao, fica para baizo; é mais facil fazer o desenho.
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Figura 8.5: No caso do corpo axissimétrico, podemos alinhar o momento angular H. com o

eixo Z e a velocidade angular é simplesmente a soma vectorial da precessao 1 com a rotagao
prépria ¢, que se encontram sempre no plano yz [49].
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Figura 8.6: Cones do espaco e do corpo no caso do corpo alongado [49].
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- I
lo| \
Figura 8.7: Cones do espago e do corpo no caso do corpo achatado. Note-se como a direcgao e

sentido de ﬁc e de & alteram a geometria pois v > v e w passa para o outro lado relativamente
a Z [49].
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do corpo z. A geometria do sistema serd diferente para os corpos alongado (Figura 8.6)
e achatado (Figura 8.7) devido & mudanca de sinal relativo entre a precessao e a rotacao
prépria®. No caso do corpo alongado os cones do espaco e do corpo rolam exteriormente
enquanto que no caso do corpo achatado (precessao retrégrada) v > v; a velocidade
angular vai para o outro lado do eixo Z e o cone do espaco fica no interior do cone do
corpo, sendo mais dificil de visualizar.

8.4 Estabilidade do satélite genérico em voo livre

8.4.1 [Elipsoides de Poinsot e do momento angular

Como dito anteriormente, as equagoes de Euler sao muito dificeis de resolver no caso de
um corpo rigido genérico mas isso nao significa que nao possamos obter informacao do
sistema. Relembrando (8.11), podemos reescrevé-la na forma da equagao de um elipséide

Wi “, WPy 8.41
2T /A * 2T/B * 2T/C (8.41)

de semi-eixos
V2T /A, V2T /B, \V2T/C, (8.42)

verificado pelo vector velocidade angular. Este elipsdide é conhecido por elipsdide de
Poinsot ou elipsoide da energia cinética e significa que a extremidade do vector velocidade
angular estda sempre sobre ele.

Por outro lado, realizando o produto interno de ﬁc com a equacao de Euler (8.13)
com ¥ M¢ = 0 resulta imediatamente que |He| = H = cte. Usando (8.8) no referencial
principal de inércia, H? = A%w?2 + B2w§ + C?w?, ou seja,

w? wy w?

@Ae e oy b (843)

de semi-eixos

H/A, H/B, HJC, (8.44)

conhecido por elipsdide do momento angular. A velocidade angular também tem que
verificar este elipsdide logo a ponta do vector tem que estar sobre a interseccao dos dois
elipséides (Figura 8.8). Note-se que o referencial é o do corpo (neste caso geral nao se
pode usar um intermédio onde I;; seja constante). O corpo roda de tal modo que a
velocidade angular, que do ponto de vista do referencial que ndo roda também se move
segue as linhas de interseccao dos dois elipsdides.

Dependendo do tamanho relativo dos elipséides (Figura 8.9) assim a velocidade
angular tera caminhos diferentes.
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H ellipsoid
E ellipsoid

Polhode

Figura 8.8: Intersecgao dos elipsdides de Poinsot e do momento angular, que a velocidade
angular tem que verificar [60].
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FIGURE 5.4 _
Polhodes for different kinetic energies.

Figura 8.9: Intersecgao dos elipséides de Poinsot e do momento angular em vérios casos possiveis
[60].
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8.4.2 Casos limite da relagao entre os elipséides

Supondo, sem perda de generalidade que
A< B<C, (8.45)

as razoes entre o maior semi-eixo e o menor semi-eixo dos elipséides do momento angular
e da energia cinética, respectivamente H/I; e \/2T'/I;, estao relacionadas por

H/A C 2T/A
Y2} osa

HIC A~

pois C/A > 1 por (8.45). Note que em ambos os casos o semi-eixo é maximo quando
o respectivo momento de inércia é minimo e vice-versa. O referencial é principal de
inércia logo os eixos coordenados sao eixos principais de inércia e os momentos sao os
principais de inércia. A relagao (8.46) significa que o elipséide do momento angular é
sempre mais afilado ou, ao contréario, o de Poinsot mais arredondado, independentemente
do tamanho relativo (que s6 depende das constantes do movimento 7' e H determinadas
pelas condigdes iniciais).

POWNS o7 |

ELLIPSOI ; :
PP AN

POINICT
ELLIPS?'D

2

SECOND ELUPSOID -, - % b

Figura 8.10: (a) Interseccdo dos elipséides e (b) casos limite [9]. O elipséide da energia
cinética (Poinsot) é sempre mais arredondado e no limite o do momento angular podera ficar
completamente no seu exterior ou no seu interior.

Nos casos limite o elipséide do momento angular estara completamente no exterior
ou no interior do elipsdide de Poinsot. No interior quando o ponto de interseccao for o
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maior semi-eixo dos elipséides, correspondente ao menor momento principal de inércia,
e no exterior quando o ponto de interseccao for o menor semi-eixo, correspondente ao
maior momento principal de inércia (ver Figura 8.10b).

Em geral, se a velocidade angular inicial de um corpo rigido livre nao tiver a direccao
de um eixo principal de inércia o movimento do corpo terd precessao, rotacao prépria e
nutacao. Mas como ¢ facil de obter das equagoes do movimento, se um corpo rigido livre
estiver a rodar em torno de um eixo principal de inércia (i. e. s6 uma componente da
velocidade angular no referencial principal de inércia), entao ele manter-se-a a rodar em
torno desse eixo pois a inércia de rotagao estd equilibrada por definigdo de eixo principal
de inércia. E o que acontece nos dois casos limite de interseccao dos elipsdides, em que
as curvas seguidas pela velocidade angular se reduzem a pontos (Figura 8.11, eixos b e
53), mas também no eixo principal intermédio bo.

8.4.3 Estabilidade da rotagao em torno de eixos principais de inércia

Apesar do descrito em § 8.4.2 a solucao matemaética exacta nao é tudo pois na pratica
h4 sempre perturbacoes. E necessério avaliar a estabilidade do equilibrio quando a
velocidade angular & quase tem a direccdo de um eixo principal de inércia mas nao
exactamente. Como se vé pelas linhas que descrevem as trajectdrias possiveis de & nas
imediacoes dos eixos na Figura 8.11, no caso do maior e menor semi-eixo, correspondente
respectivamente ao menor e maior momentos principais de inércia, a trajectéria circunda
o ponto de equilibrio, logo a rotacao é estével, i. e., a parte uma pequena oscilagao o
corpo continua a rodar aproximadamente em torno do eixo principal de inércia. Diferente
é a situacao no eixo intermédio onde um pequeno desvio coloca & numa trajectéria que
o afasta do eixo — na realidade é o eixo que se afasta da velocidade angular quando visto
do referencial que nao roda, levando o corpo a fazer piruetas invertendo a atitude deste.
E fécil fazer uma experiéncia com um paralelepipedo, por exemplo uma caixa, em que oS
eixos principais sao facilmente identificaveis. Quando se atira a caixa ao ar a rodar em
torno das direccGes normais as superficies — os eixos principais de inércia — verifica-se
que no caso do eixo intermédio ela volta as nossas maos na posicao invertida.

Em conclusao, hd em principio trés eixos de equilibrio mas sé dois — o de maior e o
de menor inércia — sao estaveis.

8.4.4 Caso com variagao de energia cinética

Na realidade o conceito de corpo rigido é uma idealizacao abstracta: nao hé corpos com-
pletamente rigidos, apenas que em determinadas circunstancias podem ser consideradas
como tal. De muitos pontos de vista os satélites podem ser considerados rigidos na reali-
dade muitos deles incluem elementos pouco rigidos, como por exemplo painéis solares ou
antenas, que vibram com a rotagao e acabam por provocar dissipacao de energia cinética
de rotacao pois as vibracoes nunca sao completamente elasticas. O momento angular
mantém-se constante ja que as forcas internas sao pares acgao/reacgao. Isto significa que
ao longo do tempo os semi-eixos do elipséide de Poinsot, /27/I;, diminuem ao longo
do tempo, fazendo este diminuir de tamanho. A consequéncia é que este processo, i. e.
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Figura 8.11: Se a velocidade angular tiver exactamente uma das direcgdes principais de inércia
b1, b2, bs a linha descrita reduz-se a um ponto e ha equilibrio no sentido em que o eixo de rotacao
se mantém fixo no corpo e no espago. Mas by ¢ instével pois um pequeno desvio faz a trajectéria
de & (ou seja do corpo) ser muito diferente [60].
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o estado de movimento, acaba sempre no caso limite em que o elipsdide de Poinsot se
encontra completamente no interior do elipséide do momento angular, sendo o ponto
de contacto no menor semi-seixo, correspondente ao eixo de maior inércia, mesmo que
originalmente o ponto de contacto fosse o eixo de menor inércia, supostamaente estavel.
A velocidade angular acaba por passar por todos os estados intermédios entre o original
e o final sendo que a sua trajectoria pode ser observada na Figura 8.12 no caso e que se
iniciou no outro extremo, agora ja nao estavel, do eixo de menor inércia.

Figura 8.12: Caso de um corpo a rodar com dissipacao de energia cinética. Inicialmente ele
estava a rodar em torno do eixo 53, supostamente estavel. Mas a diminui¢ao do tamanho do
elipséide de Poinsot eliminou esta estabilidade e levou a velocidade angular a alinhar-se com o
eixo de maior inércia, o nico estével nesta situagao [60].

Quando ha dissipagao de energia cinética, dos dois eixos originalmente estaveis apenas
o de maior inércia o é verdadeiramente. No caso de satélites que sao estabilizados por
rotacao, eles tém que ser desenhados de modo a que o eixo que é suposto ser o de rotacao
seja o de maxima inércia, caso contrario eles invariavelmente terminarao a rodar em
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torno do eixo errado.

8.5 Exemplos de mecanismos de controlo de atitude

Neta fase, apenas as figuras mostradas nas aulas, para referéncia (cf. [60]).

Figura 8.14: Um mecanismo de yo-yo para diminuir a rotacdo (despin) imposta para assegurar
a estabilidade durante a manobra de injec¢do em érbita [60].
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8.6 Gradiente de gravidade

Apenas consideragoes qualitativas e as figuras das aulas (ver [49] e [60] para mais in-
formacao):

e O centro de gravidade C'G nao coincide com o centro de massa C.

e Por definigdo o CG é o ponto onde deve ser colocada a resultante da forga gravitica
de modo a que o seu momento relativamente a C' seja o mesmo da forga gravitica
distribuida original, que esta aplicada em cada elemento de massa do corpo. Quando
o campo gravitico é uniforme este momento é nulo, ou seja, CG coincide com C
que é a aproximagao usual a superficie da Terra.

e No entanto no espago nao ha outras forgas (por exemplo de reac¢ao devido ao
contacto com suportes que pode inibir o movimento) e o facto de o campo gravitico
nao ser exactamente uniforme acaba por ter um efeito visivel na atitude dos satélites.

8.6.1 Satélite em forma de barra em orbita circular

Figura 8.15: Barras finas em co-rotagao, nos dois casos extremos de atitudes longitudinal e
transversal, respectivamente [49].

e Para fixar ideias pode-se estudar o caso simplifidado de uma barra fina homogénea
de comprimento £ e massa m em Orbita circular.

e Se a barra estiver em co-rotagao i. e. rodar com velocidade angular igual a frequéncia
de revolugao orbital, a configuragao relativamente ao planeta central (considerado



Gradiente de gravidade 187

pontual — e isso é uma aproximacao razoavell) é invariante e serd mais facil

estudar o que acontece.

1 L1

G C

5 P
¢ 1/2—4

Figura 8.16: Barra homogénea em atitude longitudinal relativamente ao planeta central [49].

°¢

No caso da configuracao longitudinal (Figura 8.16), demonstra-se que, se pc e gg
forem as posigoes de centro de massa e do centro de gravidade relativamente & origem
da forga gravitica — o centro do planeta — entao:

e O centro de gravidade estd um pouco abaixo do centro de massa

/2
pc = pcy|l— 12 (8.47)
C

e Qualquer desvio de atitude faz aparecer um momento da forca gravitica relativa-
mente a C' que tende a restituir a posi¢do original: a configuracao é estavel.

e Por causa da posigao do centro de gravidade, o equilibrio de forgas para uma érbita
circular escreve-se mn?pc = my/ pé, onde n é a frequéncia de revolucao, e usando

(8.47), o perfodo orbital é alterado de 2m/p2, /1 para

2 3 3 02
7= om [POPG _ g, [PCLE _opy JPC 1 - — (8.48)
Ju B pc p 4p

No caso da configuragao transversal (Figura 8.17), entao:

e Os célculos ainda sao faceis de fazer porque as componentes na direcgao da barra

anulam-se.

e O centro de gravidade esta agora acima do centro de massa

52
pc = pcy|l+ — (8.49)
4pz,

e Qualquer desvio de atitude faz aparecer um momento da forca gravitica relati-
vamente a C que tende a aumentar o desvio relativamente a posigao original: a

configuracao é instavel.
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Figura 8.17: O mesmo que na Figura 8.16 mas com a barra em configuragio transversal [49].

e O periodo orbital é agora alterado de 277\//% para

(8.50)

Figura 8.18: No caso com angulo arbitrario as equagdes comegam a complicar [49].

No caso de atitude com angulo arbitrario « (Figura 8.18), se §'e pg tém componentes
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§= Eec + @, (8.51a)
pc = £cee + naéy, (8.51Db)
entao
1 1 1
673G = 202 7 72 + 7 72 ) (852&)
PG Pc \/1+p—ccosoz—l—Q \/1—p—ccosoz+%
14 ¢
1 14+ 5=cosa 1— 5—cosa
e 2pc 200 , (8.52Db)

p lpesin o £ £ _ L £
G 14+ oo cos o + 1% 1 oG cosa + i0%

’

n

x

'\u
\ EG
G
N _Je
""'WG )
> DC \ ” \ 5

\

Figura 8.19: Posigdo do centro de gravidade relativamente ao centro de massa [49].

8.6.2 Caso de satélites pequenos

No caso de satélites de forma arbitrdaria mas com dimensoes pequenas face as distancias
ao astro central (ou seja, nao se aplica a elevadores espaciais. .. ) demonstra-se [60] que,
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U.Esnc 0,90, 0,950,
a = 0° ,

a = 80°

a = ]0°

Figura 8.20: Localizagio do centro de massa em funcao do angulo « de atitude [49)].

W

Figura 8.21: Resultante da forca gravitica aplicada em G e fazendo rodar o satélite para a
direc¢ao longitudinal de equilibrio estdvel [49].
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se o satélite tiver eixo principal de inércia (EPI) z alinhado na direccao radial e EPI z
normal ao plano,

e Havera estabilidade se os momentos principais de inércia verificarem a relacao

A< B<C. (8.53)

e O periodo orbital é dado por

3
T:27rp—c 1+ 3

2A—B—-0C)|. 8.54
e ) (8.54)
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