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• Desligue completamente o seu telemóvel.

• A prova que vai realizar tem a duração de:

– 1h30 se entregar T1+T2 ou T3.

– 3 horas se entregar T1+T2+T3.

• Indique no quadro abaixo qual ou quais dos testes entrega e assinale as respostas às per-
guntas de escolha múltipla no quadro respectivo. As cotações de cada pergunta de escolha
múltipla são: Certa: 0.6 val. Errada: - 0.1val. Branco: 0.0 val.

• As perguntas que não são de escolha múltipla devem ser respondidas neste caderno de folhas
nos espaço em branco após o enunciado da respectiva pergunta.

T1+T2 � T3 �

A B C D Nota
1 X
2 X
3 X
4 X
5 X
6 X
7 X
8 X

9 1.6
10 1.0
11 1.5
12 1.1

Nota Final

A B C D Nota
13 X
14 X
15 X
16 X
17 X
18 X
19 X
20 X

21 2.1
22 1.0
23 2.1

Nota Final
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T1+T2

1. Considere as matrizes A =
[
0 1
1 0

]
, B =

[
−1 0
2 1

]
e b =

[
−13

9

]
. [0.6]

A solução do sistema AB−1x = b é:

A) (9, 5) B) (5, 9) C) (−5, 9) D) (−9, 5)

2. Considere matrizes A,B,C e D tais que: [0.6]

A é uma matriz 3× 1 B é uma matriz 1× 3

C é uma matriz 3× 1 D é uma matriz 3× 3 tal que D = −DT

A afirmação correcta é:

A) A caracteŕıstica da matriz CB tem que ser diferente de 3.
B) O tipo da matriz ABA é 1× 3.
C) A caracteŕıstica da matriz BC pode ser 3.
D) A matriz (DAB)T tem que ser anti-simétrica.

3. Sejam A e B matrizes tais que [0.6]

B =

0 0 −1 1
0 −1 0 3
0 0 −1 1

 e A = D3(−1)P13B .

A afirmação correcta é:

A) P12E31(−1)A é uma matriz em forma canónica de escada de linhas.

B) O sistema homogéneo E21(−1)Ax = 0 é posśıvel e determinado.

C) E31(−1)A tem caracteŕıstica 2.

D) As matrizes A e B têm caracteŕısticas diferentes.
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4. Sejam A, B e C matrizes 4×4 tais que A2B = I e C não é invert́ıvel. (I é a matriz identidade [0.6]

de ordem 4.)
Considere as afirmações seguintes:

I. A matriz B + C pode ser invert́ıvel.
II. A caracteŕıstica de AB é 4.

III. O sistema homogéneo ABCx = 0 é posśıvel e determinado.
IV. A matriz BA tem que ser a matriz I.

A lista completa das afirmações correctas é:

A) II e IV B) I, II e III C) I e II D) III e IV

5. Sejam A e B duas matrizes 3× 3 tais que [0.6]

det(2AB) = 24 e det
((
A−1B

)3) = 27 .

Sabendo que detA > 0, a afirmação verdadeira é:

A) detA = 6 e detB = 2

B) detA = 1 e detB = 3

C) detA = 3 e detB = 1

D) detA = 1
2 e detB = 6

6. Considere o espaço vectorial R3 e as afirmações seguintes. [0.6]

I) Os vectores (π, 1, 0), (1, 1
5 , 3), (−3, 1, 1) e (0, 32, 2) formam uma base de R3.

II) Os vectores (2, 4, 1) e (3, 4, 3) são linearmente independentes.

III) Os vectores (1, 2, 0), (6, 12, 0) e (1, 1, 1) formam uma base de R3.

IV) O vector (
√

2, 0,
√

2) é combinação linear dos vectores (1, 1, 1) e (0, 2, 0).

A lista completa das afirmações correctas é:
A) I e III B) II e IV C) I e II D) II e III e IV
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7. Seja a matriz [0.6]

A =


0 1 3 4
0 0 2 1
α 0 0 2
0 0 0 α

 .

Seleccione a afirmação verdadeira.

A) A é invert́ıvel para qualquer α.

B) detA = 0 para qualquer α.

C) Existe pelo menos um valor de α para o qual a caracteŕıstica de A é igual a 1.

D) Existe pelo menos um valor de α para o qual o sistema Ax = 0 tem grau de indeterminação
igual a 1.

8. Seja B = (b1, b2, b3) uma base ordenada de R3 tal que [0.6]

b1 = (0, 1, 0) b2 = (1, 2, 1) b3 = (−1, 0, 0) .

Considere as afirmações seguintes.

I) O vector vB = (0, 2, 1) é o vector das coordenadas de v = (1, 4, 2) na base B.

II) O vector das coordenadas de b3 na base B é (b3)B = (0, 0, 1).

III) O vector das coordenadas de w = (2, 0, 0) na base B é wB = (0, 0,−2).

IV) O vector das coordenadas de u = b1 + b2 + b3 na base B é uB = (0, 3, 1).

A lista completa das afirmações correctas é:
A) II e IV B) II e III C) I e II e III D) I e IV
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Apresente os cálculos em todas as questões seguintes

9. [1.6]

Considere a matriz

A =

α2 α2 1
α 6 0
0 0 α

 e o sistema A

xy
z

 =

α0
β

 ,

onde α e β designam números reais.
Complete, indicando todos os valores posśıveis, de modo a obter afirmações verdadeiras.

a) car(A) = 3 quando [0.2]

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

(Solução: α 6= 0 ∧ α 6= 6.)

b) car(A) = 2 quando [0.2]

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

(Solução: α = 0 ∨ α 6= 6.)

c) O sistema é imposśıvel quando [0.4]

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

(Solução: α = 0 ∧ β 6= 0 ou α = 6 ∧ β 6= 36.)

d) O sistema é posśıvel e indeterminado com grau de indeterminação 1 quando [0.8]

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

(Solução: α = 0 ∧ β = 0 ou α = 6 ∧ β = 36.)
e a solução geral é
Solução

• Quando α = 0 ∧ β = 0, tem-se S = {(x, y, z) ∈ R3 : y = z = 0}.
• Quando α = 6 ∧ β = 36, tem-se S = {(−y, y, 6) : y ∈ R}.
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10. Determine a matriz A = [aij ] i, j = 1, 2, 3, 4 simétrica que satisfaz: [1]

aij = j − i− 2 se i ≥ j

Solução:


−2 −3 −4 −5
−3 −2 −3 −4
−4 −3 −2 −3
−5 −4 −3 −2


11. [1.5]

Seja A uma matriz real, e suponha que x1 = (1,−2, 3) é uma solução particular do sistema
Ax = b, onde b = (5,−1, 2). Suponha ainda que x0 = (1, 1, 0) é uma solução particular do
sistema Ax = 0. Complete de modo a obter afirmações verdadeiras.

a) Se somarmos as duas primeiras colunas de A, obtemos o vector (Solução (0, 0, 0).) [0.3]

b) Uma solução particular não nula do sistema (A+I)Ax = 0 é (Solução: x0 = (1, 1, 0).) [0.3]

c) Um vector não nulo que pertence ao espaço das colunas de A é (Solução: b = [0.3]

(5,−1, 2).)
d) Uma solução do sistema Ax = b diferente de x1 é (Solução: x1 + x0 = (2,−1, 3).) [0.3]

e) Se a dimensão do núcleo de A for igual a 1, a natureza do sistema Ax = b (refira o grau de [0.3]

indeterminação, se aplicável) é −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

e a sua solução geral é

Solução: O sistema é posśıvel e indeterminado com grau de indeterminação 1 e a sua solução
geral é
S = {x ∈ R3 : x = x1 + tx0, t ∈ R}.

12. Considere no espaço T2, das matrizes triangulares superiores de tipo 2×2, as bases ordenadas [1.1]

B1 = (A1, A2, A3) e

B2 =
([

1 1
0 0

]
,

[
1 0
0 1

]
,

[
1 −1
0 0

])
.

A matriz que realiza a mudança da base B1 para B2 é

MB2←B1 =

−1 0 1
1 0 1
0 1 0

 .
a) Se CB1 = (2, 1,−1) é o vector das coordenadas na base B1 da matriz C ∈ T2, então [0.5]

C = . . . Solução:

[
−1 −4
0 1

]
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b) As matrizes A1, A2 e A3 da base B1 são: [0.6]

A1 = . . . Solução:

[
0 −1
0 1

]

A2 = . . . Solução:

[
1 −1
0 0

]

A3 = . . . Solução:

[
2 1
0 1

]
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TESTE 3

13. Seja A uma matriz com caracteŕıstica 2 e p(λ) = −λ2(λ− 1) o seu polinómio caracteŕıstico. [0.6]

Considere as afirmações seguintes:

I) det(A− I) = 0

II) A matriz A é diagonalizável

III) A matriz A é invert́ıvel

IV) A multiplicidade geométrica do valor próprio zero é 1

A lista completa de afirmações correctas é:
A) III e IV B) I e IV C) II e III D) I e II e IV

14. Sejam S : V → R3 e T : R3 → R2 as funções definidas por [0.6]

S(x, y) = (y, x, x+ y), T (x, y, z) = (x− y, z2),

sendo V = {(x, y) ∈ R2 : x = −y}.
Considere a seguinte lista de afirmações.

I. A função (T ◦ S) não é linear
II. (T ◦ S)(x, y) = (y − x, 0).

III. A transformação T ◦ S não é sobrejectiva.
IV. A função T ◦ S não é injectiva.

A lista completa das afirmações correctas é:

A) I, II e IV B) II e IV C) I, III e IV D) II e III

15. Seja a matriz [0.6]

A =
[

2 3
α β

]
.

Seleccione a afirmação verdadeira:

A) Se (2, 2) é vector próprio de A, então α− β = 5

B) Se α = β = 0, então zero não é valor próprio de A

C) Se (−3, 2) é vector próprio de A, então 2β = 3α

D) Se α = 0, então β não é valor próprio de A
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16. Seja S um plano definido por ax+ by + cz = 0, com a2 + b2 + c2 = 1, e P = (−1,−1,−1). [0.6]

Seleccione a afirmação verdadeira.

A) Se P pertence ao plano então nunca se pode ter a− b+ c = 0.

B) O vector (−a,−b,−c) pertence ao complemento ortogonal de S.

C) A distância de P a S é sempre igual a |a− b− c|.

D) O ponto (a, b, c) pertence ao plano S.

17. Considere um plano P e um triângulo em P de vértices V1 = (0, 1, 1), V2 = (0, 0, 0) e [0.6]

V3 = (1, 0, 1). Seleccione a afirmação verdadeira.

A) A recta {(x,−x, 2x) : x ∈ R} é perpendicular ao plano P .

B) A recta {(x,−2x,−x) : x ∈ R} está contida no plano P .

C) O triângulo não tem todos os lados iguais.

D) A distância de v = (1,
√

3, 1) ao plano P é igual a 3.

18. Seja A uma matriz real 3× 3 tal que o seu espaço das colunas é o plano de R3 com equação [0.6]

cartesiana y + z = 0.
Indique a afirmação correcta.

A) O complemento ortogonal do espaço das linhas de AT tem dimensão 2.
B) O complemento ortogonal do espaço das linhas de A é um plano de R3.
C) Existe uma base do espaço das colunas de A que contém o vector (2, 0, 1).
D) O vector (0, 1, 1) pertence ao núcleo de AT .

19. Seja [0.6]

A =
[
−1 1 1
0 −1 0

]
a matriz que representa uma transformação linear T : R3 → R2 relativamente às bases canónicas.
Considere as afirmações seguintes:

I) A transformação linear T é um isomorfismo

II) T (1, 1,−1) = (−1,−1)

III) O núcleo de T é uma recta

IV) A imagem de T é uma recta

A lista completa das afirmações correctas é:
A) III e IV B) II e III C) III D) I e IV
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20. Seja T : M2×2(R)→M2×2(R) uma transformação linear, no espaço linear das matrizes reais [0.6]

de ordem 2, definida, para toda a matriz A ∈M2×2(R), por

T (A) = PA , onde P =
[
0 1
1 0

]
.

Considere ainda a seguinte base B de M2×2(R)

B =
([

1 0
0 0

]
,

[
0 1
0 0

]
,

[
0 0
1 0

]
,

[
0 0
0 1

])
.

A matriz que representa T na base B é

A)


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

 B)

0 1 0
1 0 0
0 0 1

 C)


0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

 D)

1 0 0
1 0 0
0 0 1
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Apresente os cálculos em todas as questões seguintes

21. Considere a matriz real [2.1]

A =

1 1 0
0 2 0
3 2 0


a) Determine: [0.7]

• O polinómio caracteŕıstico de A. (Solução: p(λ) = −λ(1− λ)(2− λ).)

• Os valores próprios de A e as respectivas multiplicidades algébricas. (Solução: 0, 1 e 2
com multiplicidades algébricas 1)

b) Determine bases para os espaços próprios da matriz A e indique a multiplicidade geométrica [0.7]

de cada um dos valores próprios.

Solução: BE(0) = {(0, 0, 1)}, BE(1) = {(1, 0, 3)} e BE(2) = {(2, 2, 5)}. As multiplicidades
geométricas são iguais a 1.

c) Determine uma matriz diagonal D semelhante à matriz A, e apresente uma correspondente [0.7]

matriz diagonalizante S da matriz A.

Solução:

D =

0 0 0
0 1 0
0 0 2

 S =

0 1 2
0 0 2
1 3 5


22. Seja S o subespaço de R3 definido como a expansão linear [1]

S = L{(2,−1, 1), (−1, 1, 0)} .

Decomponha o vector u = (1,−1, 1) numa soma u = u1 + u2, onde u1 ∈ S e u2 ∈ S⊥.
(Solução: u1 = 2

3(2,−1, 1) e u2 = −1
3 (1, 1,−1).)

23. Seja T : R3 → R3 uma transformação linear tal que [2.1]

T (e1) = (2, 1, 1), T (e2) = (2, 0, 1), T (e3) = (5, 1, 1),

onde E3 = (e1, e2, e3) é a base canónica de R3.

a) Determine:

• A matriz A = [T ]E3,E3 que representa a transformação linear T em relação à base [0.7]

canónica de R3.

• Uma expressão anaĺıtica de T (x, y, z).

Solução:

A =

2 2 5
1 0 1
1 1 1

 T (x, y, z) = (2x+ 2y + 5z, x+ z, x+ y + z)
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b) Seja B = (v1,v2,v3) outra base ordenada de R3, onde [0.7]

v1 = (1, 0,−1) v2 = (1, 1, 0) v3 = (1, 1, 1).

Determine a matriz C = [T ]B,E3 que representa a transformaçao linear T quando se considera
a base E3 no doḿınio de T e a base B no espaço de chegada.
Solução:

C =

 1 2 4
−1 −3 −4
2 3 5


c) Sendo A e C as matrizes das aĺıneas anteriores, determine matrizes P e Q tais que A = [0.7]

QCP .
Solução: P = I e

Q =

 1 1 1
0 1 1
−1 0 1




