DM Probabilidades e Estatistica / Exame Epoca Especial

peparifliEN’Y Introd. as Probabilidades e Estatistica 2018/2019
TECNICO LISBOA TODOS OS CURSOS 26/07/2019 - 09:00

Duracdo: 3 horas
Justifique convenientemente todas as respostas

Grupo I 5 valores

1. Uma aplicagdo prevé sol ou chuva para o dia seguinte numa dada regido. Sabe-se que em 2% (resp. 24%)
dos casos prevé-se sol (resp. chuva) e chove (resp. faz sol) no dia seguinte. Para além disso, em 10% (resp.
64%) dos casos preve-se chuva (resp. sol) e chove (resp. faz sol) no dia seguinte.

(@) Qual é a probabilidade de a aplicagdo indicar uma previsao incorreta ? (1.5)

* Quadro de acontecimentos e probabilidades

Acontecimento Probabilidade
C = {dia com chuva} P(C) =2

S = {dia com sol} P(S) =2

PC = {previsao de dia com chuva} P(PC)="?

PS = {previsdo de dia com sol} P(PS) ="?

P(PSNC)=0.02
P(PCNnS)=0.24
P(PSNnS)=0.64

P(PCNn(C)=0.10

* Probabilidade pedida

P(previsao incorreta) = P(PSNC)+P(PCnNYS)
0.02+0.24
0.26.

(b) Determine a probabilidade de fazer sol num dia em que a previsao da aplicacdo tenha sido de (1.0)
chuva?

* Probabilidade pedida
Recorrendo a definicdo de probabilidade condicionada, temos:

P(PCNS)

P(S|PC) —

P(PC)
P(PCNS)
P(PCNS)+P(PCNC)
0.24

0.24+0.10
0.24

0.34
0.705882.

I

2. Uma jornalista entrevista eleitores, escolhidos ao acaso, a saida de um local de voto até encontrar o
primeiro que declara ter votado em determinado partido politico. Considere que tal partido politico
obteve 3% dos votos nas eleicoes em causa e que nenhum dos eleitores mente a jornalista.

(a) Seja X avariavel aleatdria que representa o nimero de entrevistas efetuadas pela jornalista. Calcule (1.0)
P(X>7|X>3).
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e V.a. de interesse
X =no. de entrevistas até se encontrar um primeiro eleitor com o perfil desejado

¢ Distribuicao de X
X ~ Geométrica(p), onde p =0.03.

e Ep.de X
P(X=x)=(1-0.03)*10.03, x=1,2,...
* Probabilidade pedida
Pela propriedade de falta de memoéria da distribuicao geométrica segue-se

P(X>3+4|X>3) = P(X>4)
= 1-P(X<4)
4
= 1-Ya-p'p
x=1
1-(1-p)?
- 1-p—— P
1-(1-p)
= a-p*
= (1-0.03)*
~ (.885293.

[Alternativamente,

P(X>3+4,X>3)
P(X>3+4|X>3)

P(X >3)
P(X>3+4)

P(X >3)
0.973+4

0.973
= 095 =P(X>4)

~ 0.885293.]

(b) Seja Y a variavel aleatéria que representa o nimero de entrevistas realizadas pela jornalista antes (1.5)
de encontrar o primeiro eleitor com o perfil desejado. Calcule o valor esperado e o desvio padrdo
deY.

* Variavel aleatéria de interesse
Y =no. de entrevistas infrutiferas até se encontrar o primeiro eleitor com o perfil desejado
=X-1
* Valor esperado e desvio padrao pedidos
E(Y) = E(X-1)
= EX)-1
A |
fogm 2
p
= 32303

VVy) = VVX-D
= VvV
form. 1-p
= p2
32.829526.

1

Grupo II 5 valores

1. Admita que a varidvel aleatéria X representa a proporcao de impurezas em determinado produto de um
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processo quimico e possui funcao de distribuicao dada por

0, x<0

Fx(x)=<1-1-x19 o0<x=<1

1, caso contrario.

(a) Qual é a probabilidade de a propor¢do de impurezas exceder 0.1?

* V.a. de interesse
X = proporcao de impurezas em determinado produto

e Ed.de X
0, x<0

Fx(x)={1-1-x' o0<x<1
1, caso contrario.
e Prob. pedida
P(X>0.1) = 1-Fx(0.1)
= 1-[1-(1-0.1)
= 09
0.348678.

1

(b) Obtenha o terceiro quartil de X.

(c) Sabendo que E(X) =1 e V(X)=

* Terceiro quartil de X
Sera representado por y = F );1 (3/4) e

x€©,1)  Fx(p)=-

1-0-p®=0.75

1- y=0250
x=1-0250
X =0.129449.

726 ’

* Va.
X; = proporcao de impurezas no produto i, onde i=1,...
n=>50

* Distribuicao, valor esperado e varidncia comuns

X; ii.d. 7 d=il
E(X;))=EX) = —ll i=1,...,n
VX)) =VX)=0%==, i=1,...,n

726"
¢ V.a. de interesse
X= %2?21 X; = média de impurezas em n produtos
* Valor esperado e variancia de X
EX)=E(LTL, X)=1x7 Ex) ™=

=% 1 nE(X) = E(X) =

X;indep.

VX)) =V(: X,) = Lx Y V(X)) xizX L xnV(X) =

* Distribuicdo aproximada de X
Pelo teorema do limite central (TLC) pode escrever-se
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ViX) _ o°
n ~ n

determine um valor aproximado para a probabilidade de a
propor¢do média de impurezas em 50 desses produtos exceder 0.1. Suponha que as propor¢des de
impurezas em tais produtos sao varidveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas a
X.

(0.5)

(1.0)

(1.5)



X-EX) X-p, normal(0,1)

* Valor aproximado da probabilidade pedida

_ X-p 01-
PX>01 = 1-p|E< “)
Vn Vn
1
o
/ 5
726x50
~ 1-®(0.77)
tubelg/culc 1-0.7794
= 0.2206.

. Naconstru¢do de um indice global da desigualdade de género em determinado pais, considerou-se o par
aleatério (X,Y), em que: X mede a desigualdade de género no que respeita a participacdo na atividade
politica desse pais; Y traduz aspectos econémicos e de oportunidade na atividade laboral entre homens
e mulheres nesse pais. Admita que a funcao de densidade de probabilidade conjunta de (X,Y) é dada
por

60x’y, 0<x<1, 0sy<l, x+y<l

fX, Y (x) y) = L .

0, caso contrario.

(a) Calcule a fun¢do de densidade de probabilidade marginal de Y.

e Par aleatério (X,Y)
X =indicador da desigualdade de género no que respeita a participacao na atividade politica
Y =indicador relativo a aspectos econémicos etc. entre homens e mulheres

e Ed.p. do par aleatério (X, Y)

60x’y, 0<x<1, 0<y<l, x+y<l
fxy(x,y) = .
0, €aso contrario

e Ed.p. marginalde Y
+00
fr(y) = f fxy(x,y)dx

{fol_yGOxzydx: 20yx3|; Y =20y(1-y)3, o<y<1

0, caso contrario

(b) Obtenha E(X | Y =0.5).
e Ed.p.de X condicionala Y =0.5

x,0.5
fxiy=05(x) = Jxy(x05)
fr(0.5)
60 x> x0.5 _ _3x* _ 2 —
_ 20%05x(1-057 = (o057 = 24%" 0=x<1-05=05
0, caso contrario

¢ Valor esperado de X condicionala Y = 0.5
+00
EX|Y=05) = f X x fxjy=05(x)dx

(o.o]

0.5
= f xx24x% dx
0

6x*|g° =6 x0.5% =0.375,
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Grupo II1 5 valores

. A variavel aleatéria X representa a proporcao anual de area ardida em dada regido e possui funcao de
densidade de probabilidade

A&Uj:{w+nxﬁ 0<x<l1

0, caso contrario,
onde [ é um parametro desconhecido tal que > —1.

(a) Mostre que o estimador de maxima verosimilhanca de f, com base numa amostra aleatéria (1.5)
~ n
(Xl,...,Xn), é dado por —m -
¢ V.a. de interesse
X = proporcao anual de 4rea ardida em dada regiao

e Ed.p.de X
B+1)xP, 0<x<1
fx(x) :{ p

0, caso contrario,

¢ Parametro desconhecido
B

* Amostra
x = (x1,..., %) € uma amostra de dimensao n proveniente da populacdo X.

* Obtencao do estimador de MV de
Passo 1 — Funcao de verosimilhanca
LBl = fxW

X;indep n
= Hin (xi)

Xi~X

fx(x)

— T

~
Il
—

Il
=

(ﬁ+qu

-~
Il

B

= B+1)" , B>-1

n
[
i=1

Passo 2 — Funcao de log-verosimilhanca

n
InL(B|x)=nIn(+1)+f ) In(x;)

i=1

Passo 3 — Maximizacdo
A estimativa de MV de f é doravante representada por f e

dInL(B|x) _ ) )
B |p=p 0 (ponto de estacionaridade)
ﬁ 2
d*In L(B|x) -
2 P <0 (ponto de maximo)

7 _ A _ n
{ e Y Inx)=0 < fp= Y G 1
(/3+1)2 <0 (proposicdo verdadeira ja que neN)

Passo 4 — Estimador de MV de

EMV(p) = __n
Y, In(X;)
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(b) Obtenha a estimativa de méxima verosimilhancade P(X >0.1)=1- 0.1%*1 tendo em contauma (0.5)
amostra (x,...,Xg) paraaqual Z?zl In(x;) = —20.2941.

» Estimativa de MV de

A n
= -1-—
P X In(x;)
~ 6
B —-20.2941
~ —0.704347

e Outro parametro desconhecido
h(f) = P(X>0.1)
= 1-0.15"!
» Estimativa de MV de h(p)

Invocando a propriedade de invariancia dos estimadores de maxima verosimilhanca, pode
concluir-se que a estimativa de MV de h(f) é dada por

0) h(p)

= 1-01/
1— 0.1—0.704347+1

I

0.493771.

2. De modo a comparar a autonomia de baterias de ides de litio de 2 marcas, escolheram-se ao acaso vérias
baterias de cada marca e registaram-se as duracdes (em hora) das suas cargas. A informacao recolhida
encontra-se sumariada na tabela seguinte:

Marca NQ2de baterias Média amostral
1 40 3.5
2 50 3.2

Admita que as duracdes das cargas de baterias das marcas 1 e 2 sdo varidveis aleatérias independentes
X1 e X» (respetivamente), as quais possuem distribui¢cdo normal, com valores esperados desconhecidos
U1 e Uy e desvios padrao conhecidos e iguais a 0.5.

(a) Obtenha um intervalo de confianc¢a a 95% para p; — o. (1.5)

e V.a. de interesse

X; = duragdo (em horas) da carga da bateria da marca i, i = 1,2
* Situacao

X; TR, normal(,ui,af), i=1,2

(1 — 2) DESCONHECIDO

o1 =02 = 0.5 conhecido

n1 =40, np, =50

* Obtencido do IC para y; — u»
Passo 1 — Seleccao da v.a. fulcral para y; — y»

X1 - Xo) - (u1 —
Z=( 1 2)— u2)~normal(0,1)

[dado que se pretende determinar um IC para a diferenca de valores esperados de duas
populagdes independentes com distribuigdes normais e com variancias conhecidas.]

Passo 2 — Obtencao dos quantis de probabilidade
Ao ter-se em consideracdo que (1 — a) x 100% = 95%, far-se-4 uso dos quantis
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tabelalcalc.

{ ag =0 Y (a/2)=071(0.025) = -®1(1-0.025) —1.9600

by = 11— a/2) = d1(0.975) "“PeY 4l 1 9600

Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,

Plag<Z<by)=1-«a

Pla, < (X1 —X5)— (1 —p2) < ba] —1-a

- - 2 Z _ _ 2 2]
P |(X1—X)—bo x\| 3L+ 22 < 1 — o < (X1 — Xp) — g x %+&]=1—a

1 np

Passo 4 — Concretizacao
Tendo em conta que

2 2
- - -1 g1 93
ICu-ax100% W1 —H2) = | (X1 —X2) £ P (1 —-a/2) x|/ — +—=
ni no

e atendendo aos valores dos quantis acima e de n;, ;, crf (i=1,2), segue-se

0.52 0.5?
(3.5-3.2) £1.9600 x \/ —— + —
40 50

[0.3 +£1.9600 x 0.106066]
[0.092111, 0.507889].

ICys59% (U1 — p2)

1§

I

(b) Confronte as hipéteses Hy: p1 = o e Hj: > po. Decida com base no valor-p. (1.5)

* V.a. de interesse e situacao
Ver alinea (a).

e Hipdéteses
Ho:py—p2=po=0
Hy:pn = p2 > o

¢ Estatistica de teste

X -X5) -

= (X1 2) o ~ g, normal(0, 1)
o} , 93
ny n_z

[uma vez que se pretende efectuar um teste sobre a diferenca de valores esperados de duas
populagdes independentes com distribuigdes normais e com variancias conhecidas.]

* Regido de rejeicao de Hj (para valores de T)
Estamos a lidar com um teste unilateral superior (Hj : u; — U2 > o), logo a regido de rejeicao
de Hyp é do tipo W = (¢, +00).

¢ Decisao (com base no valor-p)
O valor observado da estatistica de teste é igual a
(X1 —X2) — Mo

2 Z
A2.%

ny ]

(3.5-3.2)-0

n
=
o}
w
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e aregiao de rejeicao deste teste é um intervalo a direita. Donde

valor —p = P(T > t| Hyp)
= 1-d(r)
= 1-®(2.83)
mbelg/calc. 1-0.9977
= 0.0023.

Logo é suposto:
— nao rejeitar Hy a qualquer n.s. @g < 0.23%;
— rejeitar Hp a qualquer n.s. ag > 0.23% (e.g., aos n.u.s., 1%, 5% e 10%).

Grupo IV 5 valores

. Conjetura-se que a varidvel aleatéria X, que representa o coeficiente de inteligéncia (QI), segue uma
distribuicao normal com valor esperado e desvio padrdo iguais a 105 e 15, respetivamente. Depois de se
testarem 50 individuos selecionados ao acaso, obteve-se a seguinte tabela de frequéncias:

Classe de QI <90 ]90,100] ]100,110] ]110,120] >120
Frequéncia absoluta observada 7 10 14 11 8
Frequéncia absoluta esperada sob Hy E; 10.600 12.930 10.600 Es

(a) Obtenha as frequéncias absolutas esperadas sob Hj : X ~ normal(105,15%), representadas na (0.5)
tabela acima por E; e E5. Aproxime-as as milésimas.

¢ V.a. de interesse
X = coeficiente de inteligéncia (QI)

* Dist. conjecturada
normal(105, 15%)

* Frequéncias absolutas esperadas omissas
Atendendo a dimensao da amostra n = 50 e a dist. conjecturada, segue-se:

90-105
E; = 50x | ——
15
= 50 x d(—1)
= 50 x [1 —®(1)]
mbeli/calc. 50 x (1—0.8413)
= 7.935
4
Es = n-Y E
i=1
= 50— (7.935+10.600 + 12.930 + 10.600)
= 7.935.
(b) Teste Hy, ao nivel de significancia de 5%. (1.5)

* Hipéteses
Hy: X ~normal(105,152)
H; : X #normal(105,15)

* Nivel de significancia
aog = 5%
¢ Estatistica de Teste

k 2
(Oi—E)° 4 2
T=) ——— ~Hy X(—p-1)
= E; 0 Alk—p-1)
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onde:
k = No. de classes =5
O; = Frequéncia absoluta observavel da classe i
E; =Frequéncia absoluta esperada, sob Hy, da classe i
B = No.de parametros a estimar = 0 [dado que em Hj se conjectura uma distribuicao
especifica.]

» Frequéncias absolutas esperadas sob H
De acordo com a tabela facultada e (a), os valores das freq. absolutas esperadas sob Hy
aproximados as milésimas sdo: E; = 7.935; E» = 10.600; E3 = 12.930; E4 =~ 10.600; E5 = 7.935.
[Constata-se que nao é necessdrio fazer qualquer agrupamento de classes uma vez que
em pelo menos 80% das classes se verifica E; = 5 e que E; = 1 para todo o i. Caso fosse
preciso efectuar agrupamento de classes, os valores de k e ¢ = F);zl (1 — ap) teriam que ser

(k=p-1)

recalculados...]

* Regido de rejeicao de Hy (para valores de T)
Tratando-se de um teste de ajustamento, a regido de rejeicdo de Hy escrita para valores de T
é o intervalo a direita W = (¢, +00), onde

c = F,'  (-ap)
Xk-p-1)
= F3'  (1-0.05)
(5-0-1)
= F'(0.95
7(?4)( )
tabelg/culc. 9.488.
¢ Decisao

No célculo do valor obs. da estat. de teste convém recorrer a seguinte tabela auxiliar:

Classei  Freq.abs.obs. Freq.abs.esp.sob Hy Parcelas valor obs. estat. teste

.2
i 0; Ei=nxp? S Efl)
1 ]-00,90] 7 7.935 =195 . 0,110
2 190,100] 10 10.600 0.034
3 1100,110] 14 12.930 0.089
4 ]110,120] 11 10.600 0.015
5 ]120,+oo 8 7.935 0.001
k _ k _ _vk (0i=E)?
Yi,0i=n Y Ei=n t=2is1 &

Como t = 0.249 ¢ W = (9.488, +00), ndo devemos rejeitar Hy ao n.s. de agp = 5% [nem a
qualquer outro n.s. inferior a ag].

2. Um engenheiro quimico deseja verificar se um instrumento para medir a concentragdo de determinada
substincia no sangue estd bem calibrado. Com esse objectivo seleccionou ao acaso 15 amostras com
concentracdes conhecidas (x), determinou as respectivas concentra¢des recorrendo ao instrumento (Y)
e obteve os seguintes resultados:

x=6, Y;°,x-15%*=120, j=6.04, Y;°,y°-157*=116.156, Y!° x;y;—15%7=117.6.

i_

Admitindo que os erros aleatorios associados ao modelo de regressdo linear simples de Y em x

satisfazem e¢; iid. normal(0,02), i =1,...,15:

(a) Determine as estimativas de méxima verosimilhanca dos coeficientes fy e B;. (1.0)
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» Estimativas de MV de ; e §;

Dado que
n=15
X=6

P xXF—nx* =120
7 = 6.04
Y, yi-nj*=116.156

X, Xiyi—-nxy=117.8,

as estimativas de MV de f; e By sdo, para este modelo de RLS, iguais a:

. Yl Xiyi—nxy
'Bl = n 2 =)
e X;—nx
1176
120
=~ 0.98
fo = 7-Pixx
=~ 6.04-098x6
=~ (.16.
(b) Confronte Hy:p1=1 e Hj:p; #1, ao nivel de significancia de 1%. (1.5)

e Hipoéteses
Ho:pr1=pr0=1

Hy:p1#1
¢ Estatistica de teste
Br - B
T'= ———= ~H, ln-2)
6—2
n x2_n5C2

i=17"i

* Regido de rejeicao de H, (para valores da estatistica de teste)
Estamos a lidar com um teste bilateral (H; : §; # 1), pelo que a regido de rejeicao de Hy é uma
reunido de intervalos do tipo W = (—o0, —¢) U (¢, +00), onde c : P(Rejeitar Hy | Hp) = 0.01, i.e.,

c = F!

f15-2)

¢ Decisao

(1-0.01/2) = F; ! (0.995)

tabelg/culc. 3.012.

13)

Tendo em conta os valores obtidos em (a), bem como o valor de

1
&2
n-2

(£ s2-n7)-6° (£ -]

- L (116.156 — 0.98° x 120)

15-2
0.069846.

1§

concluimos que o valor observado da estatistica de teste é igual a

B1-Bio

6-2

n B2
o1 X;—nX

r =

0.98-1
/0.069846
120

—0.828991,
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Como #p = —0.828991 ¢ W = (—00,—3.012) U (3.012, +00) ndo devemos rejeitar Hp ao n.s. de
1% [nem a qualquer outro n.s. inferior a 1%)].

(c) Calcule e comente o valor do coeficiente de determina¢dao do modelo ajustado.

e Calculo do coeficiente de determinacdo

2 (Z?leiyz'—ﬂx)_’)z
(B % = n®) x (21, 7 - n i)
_ 117.6°
120 x 116.156
= 0.9922.

¢ Interpretacao do coeficiente de determinacao
Cerca de 99.22% da variacdo total de Y é explicada pela variavel x, através do modelo de

regressao linear simples considerado. A recta estimada ajusta-se muito bem ao conjunto de
dados.

[Mais, este resultado e o do teste em (b) leva a crer que o instrumento estd bem calibrado.]
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