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seeanaveno Probabilidades e Estatistica 29 semestre - 2018/2019
DE MATEMATICA TODOS OS CURSOS 05/07/2019 - 15:00
TECNICO LISBOA

Duracgdo: 90 minutos 22Teste C

Justifique convenientemente todas as respostas

Grupo I 10 valores

1. O nuimero de pessoas inquiridas até se encontrar o segundo individuo que tenha visto o tltimo episédio
da série GoT é uma variavel aleatéria X com funcao de probabilidade

(x—l)(l—p)x‘2p2, x=2,3,...

PX=x)= { 0, outros valores de x,

onde p representa a probabilidade desconhecida de um individuo selecionado ao acaso ter visto tal
episodio. Seja (X1, X»,..., X;;) uma amostra aleatdria de X.

(a) Deduza o estimador de méxima verosimilhanc¢a do pardmetro p, com base na amostra aleatéria (3.0)
referida acima.

* V.a. de interesse
X =no. de pessoas inquiridas até se encontrar o segundo individuo que...

e Ep.de X

PX=x)=(x-1)1-p)*2p? x=23,...
e Parametro desconhecido

p, 0=p=1l

e Amostra
x = (x1,...,Xx,) amostra de dimensdo n proveniente da populacao X

* Obtencao do estimador de MV de p

Passo 1 — Funcao de verosimilhanca

Lip|x) = PX=x
X; igdep H P(X; = x;)
i=1
M P(X = x;)
=1
= [llw-np*a-p?

1

[
1
n
=1

(x; — 1)] A-pZia®=dp2n g<p<1
i
Passo 2 — Funcao de log-verosimilhanca
n n
InL(plx)=) In(x;-D+Inl-p) ) (x;i-2)+2nln(p), 0<p<l
= =l
Passo 3 — Maximizacao
A estimativa de MV de p é doravante representada por p e

dinL . .
dInL(ply) =0 (ponto de estacionaridade)
. ar lp=p
p d*InL(p|x) a0
—0z <0 (ponto de maximo)
p p=p
CXLa=2)  2n _ px—2n , 2n _
=5 th T T 0
_Lo(ed) g _ni2n 2 g (prop. verdadeira porque X =2 e n > 0)
(]_ﬁ)Z ﬁZ (1_’5)2 ﬁz p p p q =
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Passo 4 — Estimador de MV de p

2
EMV(p) = =.
(p) =

(b) Determine a estimativa de maxima verosimilhanca de P(X = 2) com base na amostra (1.5)
(x1,X%2,...,X100) tal que le.g? x; = 1599.

* Estimativa de MV de p

A

=i N

2

1599
100

0.125078

I

* Outro parametro desconhecido
h(p) = P(X =2) = p?
» Estimativa de MV de h(p)

Invocando a propriedade de invariancia dos estimadores de maxima verosimilhanca, pode
concluir-se que a estimativa de MV de h(p) é dada por

hp) = hp)
= p?
~ 0.125078°
=~ 0.015645.

2. Admita que o tempo (em segundo) entre emissdes consecutivas de particulas @ por uma fonte radioativa
é uma variavel aleatéria X com distribui¢do exponencial com valor esperado p desconhecido. Suponha
que uma amostra casual de X com dimensdo 7 = 35 conduziu a uma média de tempos entre emissoes
consecutivas igual a 0.509.

(a) Obtenha um intervalo de confianca a aproximadamente 90% para p. Considere a varidvel aleatéria (2.5)
fulcral Z = v/35 ( % - 1), cuja distribuicdo é aproximadamente normal(0, 1).

* V.a.de interesse
X = tempo (em segundos) entre emissdes consecutivas de particulas «

* Situacdao
X ~ Exponencial(1/u)
E(X)=vV(X)=p>0 DESCONHECIDO
n =35> 30 (suficientemente grande).

* Obtencdo de IC aproximado para E(X) =

Passo 1 — Seleccao da v.a. fulcral para i
X Na
Z =135 (ﬁ — 1) ~normal(0, 1)

[Uma vez que nos foi solicitada a determina¢do de um IC aproximado para o valor esperado
de X e a dimensdo da amostra é suficientemente grande para invocar o TLC, faremos uso da
seguinte v.a. fulcral para y:

z=%EX _ X BX _Xbk_ g ()—_{ - 1) £ normal(0,1).]

ALV = 4

&’
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Passo 2 — Obtencao dos quantis de probabilidade
Os quantis a utilizar sao

ag =0 1 (a/2)=-0 11 -a/2) =-D1(0.95)
by =07 1(1-a/2) =d1(0.95) = 1.6449

tabelalcalc.

—1.6449

[Estes quantis enquadram a v.a. fulcral para u com probabilidade aproximadamente igual a
(1-a)=0.90.]

Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,

Plag<Z<by)=1-a

Passo 4 — Concretizacdo
Ao termos em conta que

o n=35
o x=1¥" x;=0.509
o @ 1(1-a/2)=1.6449,

conclui-se que o intervalo de confian¢a a aproximadamente 90% para p é dado por

X X ~ | 0509 0.509
o l(1-a/2)’ _@l(1-a/2) - 1.6449° _ 16449
1+=—0% V5 I+ 1
=~ [0.398266, 0.705024].
(b) Teste as hipoteses Hy: t=0.5 e H;: u>0.5. Decida com base no valor-p. 3.0)
* Hipdéteses
Hy:p=po=0.5
H:p>po=0.5

Estatistica de teste
[Pode tirar-se partido da v.a. fulcral utilizada em (a) para obter a seguinte estatistica de teste:]

X
— 1

T:\/%(Ho

) ZH0 normal(0, 1).

Regido de rejeicao de H, (para valores de T)

Tratando-se de um teste unilateral superior (H; : p = E(X) > o) e havendo tendéncia para
os valores tomados por T crescerem a medida que X aumenta, a regido de rejeicao de Hy,
escrita para valores da estatistica de teste, é do tipo W = (¢, +0c0).

Decisao (com base no valor-p)
O valor observado da estatistica de teste é

r = \/35(1—1)
Ho
0.509
= V35(——-1
o5 Y
=~ (0.11.

Uma vez que a regido de rejeicao deste teste € um intervalo a direita, temos:
valor—p = P(T>t|H)

Pégina3de?



I

valor—p

I

calc/tabela

Logo é suposto:

1-®(7)
1-®(0.11)
1-0.5438
0.4562.

— ndo rejeitar Hy a qualquer n.s. ap < 45.62%, nomeadamente a qualquer dos n.u.s. (1%,

5% e 10%);
- rejeitar Hy a qualquer n.s.

ap > 45.62%.

Grupo II

10 valores

1. Um engenheiro biomédico defende a hip6tese Hy de que a varidvel aleatéria X, que representa o tempo
de vida (em meses) de um paciente com certo tipo de leucemia, possui funcao de distribuicao dada por

X \2
Fy(x) = l—e‘(ﬁ) , para x=0.

A observagao de 200 destes pacientes conduziu aos resultados sumariados na tabela abaixo.

Classe [0,7.4] 17.4,14.9] 114.9,22.3] 122.3,29.7] ]29.7,+00[
Frequéncia absoluta observada 44 85 47 20 4
Frequéncia absoluta esperada sob Hj E; 82.71 52.28 17.53 Es

(a) Obtenha os valores das frequéncias E; e E5 (aproximando-as as centésimas).

¢ V.a. de interesse

X =tempo de vida (em meses) de paciente com certo tipo de leucemia

* Ed. conjecturada
X \2
Foy=1-e (@), x>0

* Frequéncias absolutas esperadas omissas
Atendendo a dimensdo da amostra n = 200 e a f.d. conjecturada, temos:

Ei, = nxP(X<74)
= nx F0(7.4)

7.4

= 200 x (1 = e_(14.9

~ 200x0.218590

~ 43.72;
Es = nxP(X>29.7)
4
= I’l—ZE,'
i=1
=~ 200-

= 3.76.

')

(43.72+82.71 +52.28 +17.53)

(b) Teste Hy, ao nivel de significancia de 5%.

* Hipoéteses
H() . Fx(x) =
H1 o _|H0

Fo(x),xeR
* Nivel de significancia
ag = 5%
¢ Estatistica de teste
0; - E;)?
T— Z ( i)

onde:

“H, X(k p-1)’
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k = No. de classes =5

O; = Frequéncia absoluta observavel da classe i

E; = Frequéncia absoluta esperada, sob Hy, da classe i
B = No. de parametros a estimar = 0.

* Frequéncias absolutas esperadas sob H
De acordo com a tabela facultada e a alinea (a), as frequéncias absolutas esperadas sob Hj
aproximadas as centésimas sdo: E; =~ 43.72; E, = 82.71; E3 = 52.28; E4 = 17.53; E5 = 3.76.
[Ndo é necessdrio fazer qualquer agrupamento de classes uma vez que em pelo menos
80% das classes se verifica E; = 5 e que E; = 1 para todo o i. Caso fosse preciso efectuar

agrupamento de classes, os valores de k e ¢ = F;} (1 — ap) teriam que ser recalculados...]
(k—p-1)

* Regido de rejeicao de Hy (para valores de T)
Lidamos com um teste de ajustamento, logo a regido de rejeicao de Hy € o intervalo a direita
W = (¢, +00), onde

c = F7}'  (1-ap)
Xk-p-1)

= F;} (1-0.05)

(5-0-1)

mbelg/calc. 9.488.
* Decisao
[No célculo do valor observado da estatistica de teste convém recorrer a seguinte tabela
auxiliar:]
Classe i Freq. abs. obs. Freq. abs. Parcelas valor obs.
esp. sob Hy estat. teste
i 0; E; M
1 [0,7.4] 44 43.72 U872 - 0,002
2 174,149 85 82.71 8582117 - 063
3 114.9,22.3] 47 52.28 0.533
4 122.3,29.7] 20 17.53 0.348
5 129.7, +o0 4 3.76 0.015

Sk 0i=n=200 X Ej=n=200 r=yk ©@E"=0961

Uma vez que t = 0.961 ¢ W = (9.488, +00), ndo devemos rejeitar Hy ao n.s. de ap = 5% [nem a
qualquer outro n.s. inferior a ay].

2. Um conjunto de 20 medi¢des independentes conduziu aos seguintes resultados referentes a idade em
que uma crianca profere a primeira palavra (x, em meses) e a pontuacdo obtida por ela num teste de
aptidao (Y):

20

20 20 20 20
Y x;=292, Y x=5506, Y y;=1867, Y y;=178155, Y x;y;=25864,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

onde [min;=y, 20 X;, Max;=1, 20 X;] = [7,42].
(a) Considere um modelo de regressdo linear simples de Y em x e estime a reta de regressdo de (1.5)
minimos quadrados.

» Estimativas de MQ de ), 8, e da reta de regressao
Dado que n =20

TP xi =292
x=1yn x;=22-146
X!, x2=5506

" X7 —n(X)?=5506-20x14.6° = 1242.8

1
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Y yi=1867

= _ 1 . 1867 _

y=ukXiaYi= 5 =93.35

Yr,y?=178155

Y, yi—n(j?*=178155-20 x 93.35* =3870.55

Z?:l X;iyi =25864
Z;l:l X;yi—nxy=25864—-20x14.6 x93.35=-1394.2,

as estimativas de MQ de f; e By sdo, para este modelo de RLS, iguais a:

b = Z%l xizyz' - n_J_CJ_’
i1 X — (D)2
—1394.2
- 12428
~ -—1.121822

Bo = 7-Pixx
~ 93.35-(-1.121822) x 14.6
109.728601.

1

Consequentemente, a reta de regressdo estimada é
E(Y|x) = ﬁo + ,31 x x=109.728601 —1.121822 x,

para x € [min;—; o0 X;, Mmax;-y,._ 20 X;] = [7,42].

(b) Apbs ter enunciado as hipéteses de trabalho que entender convenientes, obtenha um intervalo de (3.5)
confianca a 90% para o valor esperado do resultado do teste de aptidao efetuado a uma crianca que
tenha proferido a primeira palavra aos 15 meses.

* Hipéteses de trabalho
€; iid. Normal(0,02),i=1,...,n

e Obtencao do IC para E(Y | x = xp) = Bo + B1X0, com xp = 15
Passo 1 — V.a. fulcral para E(Y | x = xo) = Bo + B1 X0

_ (Bo + P1x0) — (Bo + B1X0)

Passo 2 — Quantis de probabilidade
Como (1 —a) x 100% = 90%, temos a = 0.1 e lidaremos com os quantis

VA

~ ln-2)
1 (xo—%)2
n T S xl?—n)’cz

tabelalcalc.

_ -1 _ -1 _ -1
au=F;', (@/2)=~F;}  (1-0.1/2) = ~F; ! (0.95) “*¥'2% _1.734
ba=F;', (1-0.1/2) = F;} (0.95) “**'2°% 1734,

Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,

(Bo+B1x0) = (Bo+B1x0)

\/UA.Z "

Play < <by|=1-«a

1 (xg—%)2
Ly

n n 2_,z
zizl xX—nx
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P[(ﬁwﬁlxo)—bax\/ézx

1 ( )
nt xox xnxz] Po + P1xo

A 2
5(ﬁ0+ﬁ1xo)—da><\/02 +% ]:1—(1
Passo 4 — Concretizacdo
Uma vez que a estimativa de o é igual a
n n
o* = (ZJ’?—"?Z)—(ﬁl)z (fo—nfcz)
i=1 i=1
1
= 20 [3870.55 — (~1.121822) x 1242.8]
~ 128.139186

e a expressao geral do IC pretendido é

IC1-a)x100% (Bo + ﬁ1xo)

—¥)2
[ (Bo+Prxo) £ F; !, (1—a/2) x ¢ x|i+s (Toxl?f)nxz ,

temos

ICq0% (Bo + f1 x 15)

= [(109.728601 ~1.121822 x 15) + 1.734 x \/128,139186 x L+ (1§2i§86)2 ] ]

=~[92.901271 £ 1.734 x 2.534454]

=1[92.901271 +4.394743]

= [88.506528, 97.296014].

(c) Calcule o valor do coeficiente de determinacado do modelo ajustado e interprete o valor obtido. (1.0

e Calculo do coeficiente de determinacdo
O coeficiente de determinacdo pedido é igual a

- \2
2 _ (Xr, xiyi—-nxyp)
(X5, xf—n?) x (1L, y7 - nj?)
@ (—1394.2)?
"~ 1242.8x3870.55
=~ 0.404088.

¢ Interpretacao do coeficiente de determinacao
Cerca de 40.4% da variacao total da varidvel resposta Y € explicada pela varidvel x através do
modelo de regressdo linear simples ajustado, donde podemos afirmar que a recta estimada
parece ndo se ajustar bem ao conjunto de dados.
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