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Aula 15



Maior subsequéncia comum

A sequéncia Z diz-se uma subsequéncia de X se existir uma sequéncia crescente 7 ... i
onde k = |Z| e Xj, = Zj paratodoo j =1,..., k.

Por exemplo, a sequéncia Z = BC DB é subsequéncia de X = ABCBDAB em que a

sequéncia de indices 7 € 2, 3,5, 7.

Problema: Dadas duas subsequéncias X e Y encontrar a maior subsequéncia comum a

ambas, dita LCS(X,Y).

Tente resolver este problema em Java de forma naive. Neste caso a complexidade seria

O(2"m) onde m & o tamanho X e n é o tamanho de Y.

Este problema tem aplicacGes muito relevantes para determinar se duas sequéncias de DNA

s3o semelhantes.



Teorema: Seja X =x1...x,eY =yp...y,sequénciase Z = LCS(X,Y) = 21... 2.

Entdo:
e Se x,, =y, entdo zp =x, e L1 = LOS( X1, Yo 1).
e Se xy, £ Yp € 2K # Ty entdo Z = LCS (X, 1,Y).

e Se Xy, £ Yp € 2K # yYp entdo Z = LCS(X, Y, 1).



Como resolver o problema? O teorema anterior indica como o fazer de forma recursiva com

X=x1...zp,eY =y;...Y, Sequéncias:

(
3 sem=0oun=290

LCS(X, Y) = < LCS(Xm_l, Yn_l).a:‘m S€ Tm = Yn
\longest(LCS(Xm_l, Y,), LCS(X,,, Y, 1)) se Ty =yn

A recursdo pode ser facilmente adaptada para um algoritmo iterativo, por intermédio da

construcdo de uma tabela.



public class LCS {
public static void main(String[] args) {
int[] X,Y;
int m = X.length, n = Y.length;

// opt[i] [j] = length of LCS of X[1..i] and Y[1..j]
int[] [J opt = new int[m+1] [n+1];

// Calcula o comprimento do LCS e todos os seus subproblemas
for (int 1 = 1; i <=m; i++) {
for (int j = 1; j <= n; j++) {
if (x[i-1] == y[j-11) optli]l[j] = opt[i-1]1[j-1] + 1;
else opt[i] [j] = Math.max(opt[i-1][j], opt[il[j-11);



// reconstroi o LCS e guarda-o em Z
int 1 = m-1, j = n-1;

int 1=opt[m] [n];

int [] Z=new int[1];

while(i > 0 && j > 0) {

if (x[i] == y[jD) {
1--;
Z[1]=x[1];
i--;
J-75

b

else if (optli-1]1[j] >= optlil [j-11) i--;

else j--;



Problemas NP completos

O problemas da maior subsequéncia comum para um namero arbitrario de sequéncias ndo

tem solugdo eficiente (polinomial).

Na realidade pertence a uma classe de problemas para os quais ndo se conhece nenhuma

solucdo polinomial - classe dos problemas NP completos.

O Clay institute oferece 1 000 000 USD se alguém encontrar um algoritmo polinomial para

este problema ou provar que n3o existe.

A grande maioria dos investigadores em algoritmia/complexidade n3o acredita exista algo-

ritmo polinomial para este problema.
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Definicao: Um programa M com entradas x, . . . x;, diz-se de tempo polinomial se existe

um polinémio p e natural k tal que, para todo o n > k

max Time(M (xq,...,x1)) < p(n).

{21, 0 i) <n}

Se existe um programa de tempo polinomial que induz a funcdo caracteristica de um con-

junto A C N* ent3o diz-se que o problema da pertenca a A é de tempo polinomial.
A classe P contém todos os conjuntos cujo problema da pertenca é de tempo polinomial.

Por exemplo, o subconjunto dos pares estd em P. Em 2004, foi demonstrado que o

conjuntos dos nimeros primos esta em P.
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Para definir a classe NP vai ser necessario mais um conceito.

Definicao: Um programa M com entradas x1, . .. x, diz-se de tempo polinomial para os
primeiros t < k argumentos se existe um polinémio p e k suficientemente grande tal que

para todoon > k

max Time(&(xy, ..., x5), M) < p(n).

{21,230 |z <n}

Definicdo: Um conjunto A C N¥ diz-se de tempo polinomial ndo-deterministico se existe

um programa M com entradas x1, ..., Ty, Tj1, polinomial para os primeiros k argumentos,
tal que:

® se (x1,...,x) € A entdo existe w tal que fy(xy,... x5, w) =1,

® se (x1,...,x) € A entdo para qualquer w tem-se que fy(xy,... x5 w) = 0.

A classe NP contém todos os conjuntos tempo polinomial nio-deterministico.
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Proposicao: O conjunto
F = {(x,y) € N? . x tem factores primos menores que y}

estd em NP

As definicdes de problemas em P e em NP estendem-se naturalmente para todos os
tipos de dados discretos como grafos, férmulas (circuitos booleanos), pois estes podem ser

codificados em naturais.

Proposicao: O problema do isomorfismo de grafos esta em NP
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Proposicao: O conjunto
LCM,={(Xy,..., X, k) : LCM(Xy,...,X,) >k}

estd em NP

Exercicio: Mostre que se LC'M, estiver em P entdo encontrar o comprimentos do LCM

de X4,..., X, estd em P.
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Reducao polinomial

Definicao: Uma reducdo polinomial entre conjuntos A C N" e B C N™ & uma funcio
computavel f : N” — N em tempo polinomial (isto & um para o qual existe um programa

Java que dado x retorna f(x) em tempo polinomial) tal que x € A sse f(x) € B

Exemplos: Se A € P, entdo existe sempre uma redugdo polinomial de A para {1}. Se

A € P, entdo existe sempre uma reducdo polinomial de A° para A.
RSA = {(z,y) € N°: x = pg com p, q primos e p < y}

RS A reduz-se a I, mas esta em aberto se F' se reduz ao RSA.
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Definicao: Um conjunto B diz-se NP completo se € NP e qualquer conjunto NP A

reduz-se polinomialmente a B.

Recorde o que um circuito Booleano é um grafo aciclico com dois nés distinguidos (entrada
e saida) e tal que um né n é indexados por uma fungdo Booleana f,, : 2/") — 2°(") onde
i(n) é o grau de entrada do né e o(n) é o grau de saida do n6 n. Dado um circuito B
define-se f5: 2" — 2° a funcdo induzida por B, em que i é o grau de saida do né entrada

e 0 é o grau de entrada do né de saida.
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Definicdo:Uma familia de circuitos Booleanos {B, : 2°(") — 21} diz-se uniforme

se:
e Existe um algoritmo que dado n retorna B,,;
e p(n) e q(n) sdo polinémios crescentes em sentido lato;
o fp (v) = fg,(x) qualquer que seja o m > k

A noc3o de circuito estende-se facilmente para quaisquer aridades. A complexidade de uma
familia de circuitos corresponde ao tempo de complexidade do algoritmo que constréi B,

ao que se adiciona o nimero de conectivos basicos do circuito (fan-out'’s, nand’s).
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Teorema [Postulado Church-Markov-Turing]: Uma familia uniforme circuitos Bo-
oleanos tém o mesmo poder computacional que o Java (ou outro modelo computacional)
do ponto de vista de algoritmos e a reducdo é polinomial.

Teorema Cook: A satisfacdo de circuitos &€ um problema NP-completo.



