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Justifique convenientemente todas as respostas

Grupo I 10 valores

1. Uma companhia seguradora distribui os segurados pelas classes A, B e C . As frações de segurados nas
classes A, B e C são 0.35, 0.50 e 0.15, respetivamente. A probabilidade de um segurado ter pelo menos
um acidente durante um ano é 0.01, 0.05 e 0.10, caso pertença à classe A, B e C , respetivamente.

(a) Qual é a probabilidade de um segurado, escolhido ao acaso, não ter acidentes durante um ano? (2.5)

• Quadro de acontecimentos e probabilidades

Acontecimento Probabilidade

A = {segurado na classe A} P (A) = 0.35

B = {segurado na classe B} P (B) = 0.50

C = {segurado na classe C } P (C ) = 0.15

D = {segurado ter acidente durante um ano} P (D) =?

P (D | A) = 0.01

P (D | B) = 0.05

P (D |C ) = 0.10

• Probabilidade pedida
Recorrendo à lei da probabilidade total, tem-se

P (D̄) = 1−P (D)

= 1− [P (D | A)×P (A)+P (D | B)×P (B)+P (D |C )×P (C )]

= 1− (0.01×0.35+0.05×0.5+0.10×0.15)

= 1−0.0435

= 0.9565.

(b) Obtenha a probabilidade de um segurado escolhido ao acaso pertencer à classe B sabendo que teve (2.5)

pelo menos um acidente durante um ano.

• Prob. pedida
Tirando partido do teorema de Bayes, segue-se

P (B | D) = P (D | B)×P (B)

P (D)

= 0.05×0.50

0.0435
' 0.574713.

2. Um mecânico de automóveis tem 6 fusíveis numa caixa, mas só 4 desses 6 fusíveis são adequados para o
automóvel que está a reparar. Admita que o mecânico seleciona os fusíveis aleatoriamente da caixa até
encontrar um fusível adequado para o automóvel.

(a) Supondo que o mecânico seleciona os fusíveis com reposição, determine o valor esperado do (3.0)

número de fusíveis selecionados e a probabilidade de serem selecionados pelo menos 3 fusíveis.
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• Variável aleatória de interesse
X = no. de fusíveis selecionados com reposição até encontrar-se um fusível adequado

• Distribuição de X
X ∼ Geométrica(p), com p = 4

6 = 2
3 .

• Valor esperado de X
Como X ∼ Geométrica(p) temos

E(X )
f or m.= 1

p

= 1
2
3

= 1.5

• F.p. de X
P (X = x) = (

1− 2
3

)x−1 × 2
3 , x = 1,2, . . .

• Prob. pedida

P (X ≥ 3) = 1−P (X ≤ 2)

= 1−
2∑

x=1

(
1− 2

3

)x−1

× 2

3

= 1−
[

2

3
+

(
1− 2

3

)
× 2

3

]
= 1

9
.

(b) Admitindo agora que o mecânico seleciona os fusíveis sem reposição, obtenha a probabilidade de (2.0)

serem selecionados 3 fusíveis.

• V.a. de interesse
Y = no. de fusíveis extraídos sem reposição até encontrar-se um fusível adequado

• Prob. pedida
Considere-se que Ai representa o evento fusível adequado na extração i . Basta invocar a lei
da probabilidade composta para obter a prob. pedida:

P (Y = 3) = P (A1 ∩ A2 ∩ A3)

= P (A1 )×P (A2 | A1 )×P (A3 | A1 ∩ A2 )

= 2

6
× 2−1

6−1
× 4

6−1−1

= 1

15
.

Grupo II 10 valores

1. A largura, X (em milímetro), de um slot para o forjamento de duralumínio possui distribuição normal
com valor esperado 23 mm e desvio padrão 0.1 mm. Os limites de especificação para a largura desses
slots são 23±0.15 mm.

(a) Qual é a probabilidade de a largura de um slot para o forjamento de duralumínio não cumprir os (1.5)

limites de especificação ?

• V.a.
X = largura (em milímetro) de um slot para o forjamento de duralumínio

• Distribuição de X
X ∼ Normal(µ,σ2)
onde µ= 23 e σ2 = 0.12.
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• Prob. pedida
A probabilidade de a largura de um slot para o forjamento de duralumínio não cumprir os
limites de especificação é igual a

P (X < 23−0.15 ou X > 23+0.15) = P (X < 23−0.15)+P (X > 23+0.15)

= P

[
X −23

0.1
≡ X −µ

σ
≤ (23−0.15)−23

0.1

]
+1−P

[
X −23

0.1
≡ X −µ

σ
≤ (23+0.15)−23

0.1

]
= Φ(−1.5)+1−Φ(1.5)

= 2× [1−Φ(1.5)]
t abel a/calc.= 2× (1−0.9332)

= 0.1336.

(b) Determine o quantil de ordem 0.95 de X . (1.0)

• Quantil pedido

χ0.95 : P (X ≤χ0.95) = 0.95

P

(
X −23

0.1
≡ X −µ

σ
≤ χ0.95 −23

0.1

)
= 0.95

Φ

(
χ0.95 −23

0.1

)
= 0.95

χ0.95 −23

0.1
=Φ−1(0.95)

χ0.95 = 23+0.1×Φ−1(0.95)

χ0.95 = 23+0.1×1.6449

χ0.95 = 23.16449.

(c) Calcule o valor exato da probabilidade de a média das larguras de 16 slots para o forjamento de (3.0)

duralumínio exceder 23.05 mm. Admita que tais larguras são variáveis aleatórias independentes e
identicamente distribuídas a X .

• V.a.
Xi = largura do slot i para o forjamento de duralumínio, i = 1, . . . ,n
n = 16

• Distribuição, valor esperado e variância comuns

Xi
i .i .d .∼ X , i = 1, . . . ,n

E(Xi ) = E(X ) =µ= 23, i = 1, . . . ,n
V (Xi ) =V (X ) =σ2 = 0.12, i = 1, . . . ,n

• V.a. de interesse
X̄n = 1

n

∑n
i=1 Xi = média das larguras de n slots para o forjamento de duralumínio

• Distribuição exacta de X̄n

X̄n é uma combinação linear de n v.a. independentes com distribuição normal, logo X̄n

possui também distribuição normal. De facto,

X̄n ∼ Normal(E(X̄n),V (X̄n)),

onde

E(X̄n) = E

(
1

n

n∑
i=1

Xi

)
= 1

n

n∑
i=1

E(Xi )
Xi∼X= 1

n
n E(X ) =µ= 23

V (X̄n) = V

(
1

n

n∑
i=1

Xi

)
Xi i ndep.= 1

n2

n∑
i=1

V (Xi )
Xi∼X= 1

n2 n V (X ) = σ2

n
= 0.12

16
= 0.000625
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• Prob. pedida

P (X̄n > 23.05) = 1−P

[
X̄n −E(X̄n)√

V (X̄n)
≤ 23.05−E(X̄n)√

V (X̄n)

]

= 1−Φ
(

23.05−23p
0.000625

)
= 1−Φ(2)

t abel a/calc= 1−0.9772

= 0.0228.

2. Um pequeno ferryboat transporta veículos de tipos A e B . Considere que X e Y representam o número
de veículos de tipos A e B transportados por viagem (respetivamente). Admita que o par aleatório (X ,Y )
possui função de probabilidade conjunta:

Y

X 0 1 2

0 0.02 0.21 0.02
1 0.24 0.02 0.24
2 0.02 0.23 0

(a) Calcule a variância de Y | X = 1. (2.0)

• Par aleatório (X ,Y )
X = o número de veículos de tipo A transportados por viagem
Y = o número de veículos de tipo B transportados por viagem

• F.p. conjunta e f.p. marginais
P (X = x,Y = y), P (X = x) = ∑2

y=0 P (X = x,Y = y) e P (Y = y) = ∑2
x=0 P (X = x,Y = y)

encontram-se sumariadas na tabela seguinte:

Y
X 0 1 2 P (X = x)

0 0.02 0.21 0.02 0.25
1 0.24 0.02 0.24 0.50
2 0.02 0.23 0 0.25

P (Y = y) 0.28 0.46 0.26 1

• F.p. de Y | X = 1

P (Y = y | X = 1) = P (X = 1,Y = y)

P (X = 1)

=



0.24
0.50 = 0.48, y = 0

0.02
0.50 = 0.04, y = 1

0.24
0.50 = 0.48, y = 2

0, restantes valores de y

• Valor esperado de Y | X = 1

E(Y | X = 1) =
2∑

y=0
y ×P (Y = y | X = 1)

= 0×0.48+1×0.04+2×0.48

= 1
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• 2o. momento de Y | X = 1

E(Y 2 | X = 1) =
2∑

y=0
y2 ×P (Y = y | X = 1)

= 0×0.48+12 ×0.04+22 ×0.48

= 1.96

• Variância de Y | X = 1

V (Y | X = 1) = E(Y 2 | X = 1)−E 2(Y | X = 1)

= 1.96−12

= 0.96.

(b) Obtenha o valor esperado do número total de veículos transportados por viagem. (1.5)

• V.a. de interesse
Z = X +Y = número total de veículos transportados por viagem

• Valor esperado de X

E(X ) =
2∑

x=0
x ×P (X = x)

= 0×0.25+1×0.50+2×0.25

= 1

• Valor esperado de Y

E(Y ) =
2∑

y=−1
y ×P (Y = y)

= 0×0.28+1×0.46+2×0.26

= 0.98

• Valor esperado pedido

E(Z ) = E(X )+E(Y )

= 1+0.98

= 1.98.

(c) Averigúe se X e Y são variáveis aleatórias dependentes. (1.0)

• Dependência entre X e Y
X e Y são v.a. DEPENDENTES sse

P (X = x,Y = y) 6= P (X = x)×P (Y = y), para algum (x, y) ∈R2.

Ora, por um lado

P (X = 0,Y = 0) = 0.02,

por outro

P (X = 0)×P (Y = 0) = 0.28×0.25

= 0.07.

Deste modo conclui-se que

P (X = 0,Y = 0) 6= P (X = 0)×P (Y = 0),

pelo que X e Y são efectivamente v.a. DEPENDENTES.
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