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Resumo

Nesta trabalho analisa-se o método inverso de identificagdo de forcas e dano estrutural, que
resulta da aplicagdo do conceito de transmissibilidade para sistemas com multiplos graus de liberdade.
O objetivo do método proposto é determinar a localizacdo de forcas exteriores e de modificacbes
estruturais através de respostas dindmicas da estrutura a analisar. Uma vez localizadas as forcas ou
as possiveis modificacdes estruturais segue-se a determinacdo das amplitudes das forcas aplicadas
ou a quantificagdo do dano estrutural. Um dos principais objetivos deste trabalho é definir-se com
clareza uma metodologia eficaz para o método proposto e demonstrar-se a aplicabilidade numérica do
mesmo. Com este intuito estuda-se a identificagcdo numérica de forcas e modificacdes estruturais numa
viga de Bernoulli-Euler e numa placa de Kirchhoff-Love. As modificacdes estruturais analisadas ao
longo da trabalho sdo: adicdo de uma massa pontual, reducéo de rigidez localizada e formagéo de uma
fissura aberta. Os resultados obtidos para todos os casos estudados sdo muito satisfatérios, uma vez
gue a localizagdo das for¢as ou modificacdes estruturais determina-se com sucesso e o célculo da
amplitude das forgas exteriores ou a quantificacdo do dano estrutural revela-se praticamente exato.
Sendo assim, demonstra-se a aplicabilidade numérica do método inverso de identificacdo de forcas e
dano estrutural. A aplicacdo numérica do método permitiu descortinar algumas das suas limitagdes,
que se analisam com o0 propésito de se elaborarem solu¢gBes que viabilizem a aplicacdo do método
proposto de forma mais eficaz.

Palavras-chave: método inverso, transmissibilidade, identificacdo de forcas, identificacdo de

dano estrutural, quantificacao do dano, respostas dindmicas






Abstract

In this work an inverse method for identification of forces and structural damage is analysed,
which stems from the application of the concept of transmissibility for systems with multiple degrees of
freedom. The purpose of the proposed method is to evaluate the location of external forces and
structural modifications using the dynamic responses of the structure being analysed. Once the location
of the forces or possible structural modifications are identified, one then proceeds with the determination
of the applied forces’ amplitudes or structural damage quantification. One of the main purposes of this
work is to define with clarity an effective methodology concerning the applicability of the proposed
method. To this end, the numerical identification of forces and structural modifications is studied upon a
Bernoulli-Euler beam and a Kirchhoff-Love plate. The structural modifications analysed throughout this
work are: addition of a discrete mass, reduction of stiffness and formation of a single open crack. All the
cases studied have yielded very successful results, given that the location of forces or structural
modifications have been correctly determined and the calculation of the external forces’ amplitudes or
the structural damage quantification reveal itself to be nearly exact. Moreover, the numerical application
of the inverse method has revealed some of its limitations, which were further examined with the purpose
of establishing solutions that make its applicability more viable and effective.

Keywords: inverse method, transmissibility, identification of forces, identification of structural

damage, damage quantification, dynamic responses
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Capitulo 1

1 Introducéao

1.1 Motivacao e descricédo do problema

No ramo da dindmica estrutural é bastante importante estimarem-se forcas de excitacdo para
se realizar uma andlise dindmica de estruturas e, tipicamente, sempre que possivel, utilizam-se
transdutores de forcas para se efetuarem medi¢cBes diretas das forgas exteriores aplicadas [1].

Para que a medicao realizada através dos sensores seja precisa, € necessario que o sensor
de forcas se localize no local exato onde se pretende efetuar a medi¢do. Contudo, frequentemente
revela-se impossivel colocar sensores na posicdo necesséria por razdes de inacessibilidade,
movimento da regido, perigo, entre outras [2].

Por conseguinte, visando-se ultrapassar o problema descrito no paragrafo anterior, recorre-se
a métodos indiretos para se obterem os valores das amplitudes das forcas exteriores aplicadas numa
estrutura. Tais métodos permitem estimar as for¢as de forma indireta através da medi¢éo de respostas
dindmicas da estrutura, como por exemplo, acelera¢des, deslocamentos e forcas de reacdo. Sendo
assim, a determinacao da amplitude das forcas é um problema inverso. De forma oposta, num problema
direto, a amplitude e a localizacdo das forcas exteriores sdo conhecidas e pretende-se estimar as
reacdes nos suportes da estrutura. Recorrendo-se ao problema inverso torna-se possivel determinar o
namero de forcas aplicadas, a sua localizagéo e a respetiva amplitude, caso estes parametros sejam
desconhecidos a priori.

Embora o problema inverso de identificacdo de for¢as possa ser resolvido de forma simplista,
através das respostas dindmicas da estrutura, revertendo-se o problema direto, este problema

geralmente ndo é bem-posto. Tal ocorre visto que este tipo de problema ndo cumpre o requisito de



Hadamar de existéncia de solu¢do, em que a mesma € Unica e depende continuamente dos parametros
de entrada. Aliado ao referido anteriormente, os problemas descritos sdo particularmente sensiveis a
perturbac¢des nas medicdes.

Diversas teorias relativas a métodos inversos tém sido foco de investigagdo ao longo dos anos.
Todas as teorias ttm em comum os efeitos de matrizes mal-condicionadas, reflexo da natureza do
problema inverso. Estes problemas séo frequentemente ultrapassados através da utilizacéo da pseudo-
inversa aplicada em sistemas sobre-dimensionados, através da decomposicédo em valores singulares
(SVD) [3-4] e pelo uso de filtros de Kalman [5-6].

Na literatura encontram-se varios trabalhos de investigacéo relacionados com a identificacdo
de forcas. Na referéncia bibliografica [7] identifica-se forgas em placas para sistemas com propriedades
dependentes do tempo e em [8] identificam-se for¢cas harmonicas.

Os diferentes métodos que visam identificar forcas através da medicdo das respostas
dindmicas classificam-se em trés categorias: métodos deterministicos, métodos estocasticos e
métodos baseados em inteligéncia artificial. O grupo dos métodos deterministicos contém duas classes
distintas: métodos no dominimo da frequéncia e métodos no dominimo do tempo [9].

Ao longo desta trabalho apresenta-se um método indireto de identificacdo de for¢as no
dominimo da frequéncia, proposto por Neves, Maia e Lage [1,10,11], que se apresenta como uma
alternativa a medicao direta das for¢cas que atuam numa estrutura. O método consiste em estimar a
localizacéo e a amplitude de for¢cas de excitacao exteriores através da medic¢éo de forcas de reacéo ou
deslocamentos dindmicos de uma estrutura, utilizando-se fundamentos de transmissibilidade em
sistemas com multiplos graus de liberdade. Desta forma, a determinacé&o de for¢as transfigura-se num
problema inverso. Em [1,9,10,11] apresentam-se diversas corroboracdes experimentais do método
referido.

Usualmente, a transmissibilidade de forgcas é defininida na literatura para sistemas com um
Unico grau de liberdade (SDOF), simplesmente como um racio entre o mddulo da magnitude da forca
transmitida para o suporte e o0 mddulo da magnitude da forca aplicada. Para sistemas SDOF, a
transmissibilidade de deslocamentos e transmissibilidade de forcas sdo caracterizadas pela mesma
expressdo, contudo este ndo € o caso para sistema com mdltiplos graus de liberdade (MDOF). Para
sistemas MDOF a transmissibilidade de deslocamentos relaciona um conjunto de respostas conhecidas
e um conjunto de respostas desconhecidas, associadas a um determinado conjunto de forgas
aplicadas. A transmissibilidade de for¢cas definida para um sistema MDOF relaciona um conjunto de
forcas de reacéo e um conjunto de forcas aplicadas [13].

Uma das primeiras abordagens para se generalizar o conceito de transmissibilidade para
sistemas com mudltiplos graus de liberdade foi proposta por Ewins et al. em 1998 [14]. Esta abordagem
revela-se bastante limitante, uma vez que a definicdo de transmissibilidade proposta depende do
caminho percorrido entre as coordenadas especificadas. Uma generalizacdo mais consistente do
conceito de transmissibilidade para sistemas MDOF foi proposta por Ribeiro em 1998 [15] e por Maia
et al. em 2006 [16].

O conceito de identificacdo de forgas através de fundamentos de transmissibilidade pode ser

adaptado a varias areas de interesse cientifico. Por exemplo, € possivel expandir o conceito de



identificacao de forcas num problema de identificacéo de dano estrutural, como introduzido por Johnson
et al. na referéncia bibliografica [17]. O ramo de identificacdo de dano estrutural através do conceito
transmissibilidade, bem como varia¢cdes do mesmo, tem sido alvo de algum trabalho de investigacéo,
nomeadamente por Sampaio et al. em 1999 [18], 2000 [19] e 2001 [20], com resultados limitados, e por
Maia et al em 2007 [21], com uma evolucdo bastante promissora.

A monitorizagdo de modificagbes estruturais utilizando-se conjuntos de dados medidos
experimentalmente € um tépico de incessante investigacdo ao longo de décadas. A maioria do
desenvolvimento neste tépico baseia-se na utilizacdo de dados modais de uma estrutura como dados
padréo, obtidos para uma estrutura sem dano. Todos os subsequentes resultados de testes estruturais
comparam-se com os dados padréo e, qualquer desvio nas propriedades modais obtidas é usado para
estimar a possivel modificagao estrutural.

O método de identificacdo de modificacdes estruturais estudado ao longo desta trabalho
baseia-se no trabalho de Neves et al., que propuseram em [22] uma abordagem distinta ao problema
de identificacao de modificag8es estruturais. Na referéncia bibliografica [22] os autores demonstraram
que qualquer modificacdo estrutural de rigidez, massa ou amortecimento pode ser interpretada como
forcas adicionais aplicadas na estrutura original. Sendo assim, as modificacdes estruturais podem ser
determinadas identificando-se as forgas adicionais aplicadas numa estrutura sem dano, utilizando-se o
método de identificacdo de forgas baseado em fundamentos de transmissibilidade.

A grande vantagem deste método € que, tipicamente, a localizacdo das forcas adicionais
geradas pela modificacdo estrutural permite determinar a localizacdo das modificacdes estruturais
correspondentes de forma imediata ou quase imediata. No entanto, ainda ndo se encontra na literatura
gualquer tipo de validacéo experimental do método de identificacdo de modificagdes estruturais através
da aplicacdo do conceito de transmissibilidade.

Tipicamente, no ramo da Engenharia Aeroespacial a dete¢do de dano estrutural é efetuada
utilizando-se, por exemplo, raios-X, raios gama e ultra-sons. Estas técnicas sado bastante dispendiosas,
envolvem uma inspe¢&o morosa e, ndo raras vezes, a dete¢do do possivel dano estrutural fica limitada
a uma éarea proxima da superficie. Sendo assim, o0 método apresentado neste trabalho tem o potencial
de se revelar uma alternativa de dete¢cdo de dano mais atrativa do ponto de vista financeiro,
comparativamente as técnicas usuais apresentadas. Além do mais,a utilizacdo de respostas dindmicas

na deteccao de modificacdes estruturais permite uma monitorizacdo continua de uma estrutura.
1.2 Objetivos

Ao longo desta trabalho pretende-se definir de forma clara e concisa uma metodologia para o
método de identificacédo de forgas e dano estrutural utilizando-se o conceito de transmissibilidade. Uma
vez descrita a metodologia, pretende-se aplicar a mesma com o intuito de se identificar numericamente
forcas exteriores e dano estrutural para o caso de uma viga e de uma placa, visando-se demonstrar a
sua aplicabilidade e analisar as diversas dificuldades que resultam da formulag&o do problema inverso.

Pretende-se também elaborar algumas normas que permitam facilitar a interpretacdo do método.






Capitulo 2

2 Fundamentos tedricos

Ao longo deste capitulo efetua-se uma compilagdo de véarios fundamentos teodricos essenciais
para o desenvolvimento deste trabalho. Na sec¢do 2.1 apresenta-se conceitos fundamentais de
vibragdo mecanica estrutural. Na seccao 2.1.2 resume-se a modelacao de um sistema continuo num
sistema discreto com mudltiplos graus de liberdade.

Na seccdo 2.2 descreve-se de forma resumida a teoria de elasticidade linear para solidos,
nomeadamente 0s componentes da extensédo e da tenséo e a Lei de Hooke generalizada.

O método dos elementos finitos é descrito na seccado 2.3, apresentando-se na sec¢édo 2.3.1 a
deducao das matrizes de massa e de rigidez elementares para um elemento de viga de Bernoulli-Euler.
Posteriormente, na sec¢do 2.3.2 mostra-se a deducgdo das matrizes de massa e de rigidez elementares
para elementos de placa de Kirchhoff-Love.

Nas seccbes 2.4 e 2.5 descrevem-se os conceitos de transmissibilidade de forcas e de
transmissibilidade de deslocamentos para sistemas com multiplos graus de liberdade, respetivamente.
Estes fundamentos serdo usados de forma extensiva ao longo deste trabalho, visto que os mesmos
sédo a base do método de identificacdo de forcas e dano estrutural.

Ao longo da seccédo 2.6 apresenta-se a modelacdo de diversas modificagcfes estruturais como
forcas adicionais aplicadas numa estrutura isenta de dano estrutural. Nas sec¢éo 2.6.1 e 2.6.2 efetua-
se a modelacdo de uma adiccao de massa pontual e de uma reducéo de rigidez localizada. Na sec¢éo
2.6.3 desenvolve-se a modelacdo de uma adicgdo de massa pontual e de uma reducdo de rigidez
localizada de forma simultdnea. Na secc¢éo 2.6.4 apresenta-se a modelacdo de uma fissura numa viga

de Bernoulli-Euler.



2.1 Vibracdo mecanica

Um movimento que se repete num determinado intervalo de tempo, como por exemplo o
balancear de um péndulo, tem a designacao de vibragédo ou oscilacdo. A teoria da vibracdo estuda os
movimentos oscilatérios de corpos e as for¢as associadas aos mesmos [23].

Geralmente, um sistema vibratério inclui meios de armazenamento de energia cinética (massa
ou inércia), meios de armazenamento de energia potencial (gravidade, mola, elasticidade) e meios
através dos quais energia é dissipada (amortecedor). Um sistema de vibragdo envolve a converséo de
energia potencial em energia cinética e vice-versa onde, parte desta energia é dissipada no caso em

gue o amortecimento é considerado.

2.1.1 Sistemas continuos

A grande maioria dos sistemas com aplica¢@es préaticas de engenharia sdo sistemas continuos,
sistemas estes caracterizados por possuirem infinitos graus de liberdade. As equag¢fes que descrevem
0 movimento de sistemas continuos sdo equages diferenciais parciais, deduzidas a partir da aplicagao
da Segunda Lei de Newton no diagrama de corpo livre de um elemento infinitesimal de um sistema a
estudar. A solucdo em vibragéo livre de um sistema continuo é obtida assumindo-se movimento
harmonico e aplicando as respetivas condi¢des de fronteira. O resultado deste tipo de solugdo é um
namero infinito de frequéncias naturais e correspondentes modos de vibra¢do. Os deslocamentos do
sistema em vibracgdo livre obtém-se através da sobreposicao linear dos diferentes modos de vibracao

e as contantes envolvidas sdo determinadas impondo-se as condi¢des de fronteira iniciais [23].

2.1.2 Sistemas com multiplos graus de liberdade

Qualquer sistema continuo pode ser modelado como um sistema discreto com mdltiplos graus
de liberdade. Naturalmente, quanto maior for o nimero de graus de liberdade considerados, mais
rigorosos sédo os resultados obtidos. Um método simplista de modelar um sistema continuo como um
sistema com multiplos graus de liberdade é substituir a massa distribuida da estrutura por um sistema
com um numero finito de corpos rigidos, assumindo-se que o conjunto de corpos rigidos estédo
conectados através de membros elasticos e de amortecimento sem massa [23]. Na figura 2.1
representa-se um exemplo de modelagdo de um sistema continuo num sistema com mdultiplos graus
de liberdade, desprezando-se o0 amortecimento.

Assumindo um sistema com mudltiplos graus de liberdade, a resposta de uma estrutura linear
viscoelastica pode ser deduzida utilizando-se a Segunda Lei de Newton. Depois de definidas as
coordenadas que definem as posi¢cdes das massas pontuais e corpos rigidos do sistema determina-se
0 equilibrio estatico do sistema. De seguida estima-se os deslocamentos das massas e corpos rigidos,
a partir das respetivas posicdes de equilibrio estatico. Por fim aplica-se a Segunda Lei de Newton para
cada corpo rigido.

Para cada massa m; define-se a seguinte expressao,

m;y, = ZFij (2.1)
J



onde j, € a segunda derivada temporal do deslocamento de translagéo y; de cada massa m; e }; Fj;

representa o somatério das forcas que atuam na respetiva massa.
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Figura 2.1: Modelac&@o de um sistema discreto com trés graus de liberdade (b) a partir do

sistema continuo (a) desprezando-se o amortecimento [23]

Para cada corpo rigido com inércia J; estabelece-se a seguinte equacéo,

Jib; = ZMU (2.2)
7

onde 6, é a segunda derivada temporal da rotacdo 6; de cada corpo rigido e 2.j M;; representa o
somatério de todos 0s momentos que atuam no respetivo corpo rigido.
Considerando as equagdes (2.1) e (2.2), bem como as definicdes de amortecimento e rigidez,

escreve-se a equacao matricial (2.3),

[M]{y ()} + [CTy ()} + [KHy(O} = {f ()} (2.3)

onde [M], [C] e [K] s@o0 as matrizes de massa, amortecimento e rigidez, respetivamente. O vetor {y(t)}
contém os deslocamentos ou rotagGes dos vario graus de liberdade da estrutura e os vetores {y(t)} e
{y(t)} representam a primeira e a segunda derivas temporais do vetor {y(t)}, respetivamente. O vetor
{f ()} representa as forcas ou momentos de excitacdo aplicados na estrutura a analisar.

Assumindo forcas de excitagdo harmonicas e discretas, com frequéncia de vibracéo forcada w,
os deslocamentos nodais também serao harmanicos e discretos com a mesma frequéncia de vibracao

w. Os deslocamentos nodais referidos sédo dados pela equacéo,
y(t) = Yelot (24)

Para se restringir a equacéo (2.3) para o dominio da frequéncia w, esta equagéo pode ser reescrita

usando-se a transformada de Fourier obtendo-se,

[[K] + iw[C] — w?[M]]{Y ()} = {F(w)} (2.5)



Desta forma, define-se a matriz de rigidez dinamica [Z(w)] como,
[Z()] = [[K] + iw[C] — w?[M]] (2.6)

Define-se também a matriz de receptancia [H(w)] que se obtém invertendo-se a matriz [Z(w)].
A matriz [H(w)] denomina-se funcéo de resposta em frequéncia, ou simplesmente FRF. Assim sendo,

pode-se explicitar o vetor {Y (w)} na equacéo (2.5) da seguinte forma,

{Y (@)} = [H(0) {F (w)} (2.7)

As matrizes de massa [M] e de rigidez [K] podem ser normalizadas através das seguintes
propriedade de ortogonalidade,

T —
[®]T[M][®] = [I] (2.8)

[@]"[K][®] = diag(w])

onde [®] € a matriz que contém os modos de vibragdo e w, € ar — ésima frequéncia natural. Assumindo
amortecimento proporcional, dado por [C] = a[K] + S[M], em que a e B sdo constantes, o0 sistema

representado na equacéo (2.7) define-se da seguinte forma,

{Y ()} = [H(w){F (w)}
» (2.9)

= [¢](diag(w? - 0?) +iv(adiag (@) + FID) [®1(F)

2.2 Teoria da elasticidade linear para sélidos

A aplicacdo de forcas externas num determinado material de uma estrutura provoca a
deformacdo da mesma. Se a amplitude das for¢cas externas ndo ultrapassar um certo limite, as
deformacgbes desaparecem com a remogao das forgas. O fendmeno descrito caracteriza a propriedade
de elasticidade dos materiais [24].

A teoria da elasticidade linear tem como base variadas assunc¢des simplificativas. Assume-se
homogeneidade de um corpo elastico e que a matéria que o constitui esta continuamente distribuida
ao longo do seu volume. Sendo assim, cada volume infinitesimal do corpo a estudar tem as mesmas
propriedades fisicas que o préprio corpo. Considera-se ainda isotropia do material, isto é, as
propriedades elasticas sdo as mesmas em todas as direcdes.

De uma forma geral, os materiais nao obedecem as assunc¢des descritas previamente. No
entanto, verifica-se experimentalmente que as solucdes da teoria de elasticidade linear, baseadas nas

assuncdes de homogeneidade e isotropia, tém um grau de exatiddo elevado [24].

2.2.1 Componentes da extenséo
Para um corpo elastico, cada deslocamento tem duas componentes, uma das quais resulta de
movimentos relativos ou distor¢des do préprio corpo (extensfes) e a outra componente é 0 movimento

de corpo rigido, uniforme ao longo do corpo eléstico.



O tensor das extensbes para pequenas deformacdes ¢; € dado em notagéo indicial pela

equacao seguinte [25],

1
&j = E(ui,j +u;;) ,j=123 (2.10)

onde o termo u;; representa a derivada parcial do deslocamento u; em relagdo as coordenadas
cartesianas x; e o termo u;; representa a derivada parcial do deslocamento u; em relagdo as

coordenadas cartesianas x;. Tendo um referencial cartesiano como referéncia, as extensdes calculadas

a partir da equacao (2.10) encontram-se representadas na figura 2.2.

du,

dy

Figura 2.2: Representagéo das extensdes infinitesimais hum referencial cartesiano [25]

2.2.2 Componentes da tenséao
Para a descri¢do dos varios componentes da tensdo estuda-se um cubo infinitesimal, num
referencial cartesiano, representado na figura 2.3.

(-9

Figura 2.3: Representagéo dos varios componentes da tensdo num cubo infinitesimal [25]

As componentes da tensdo alinhadas com a normal dos trés planos perpendiculares séo
designadas de tensGes normais. Por sua vez, as componentes perpendiculares a normal de cada plano
designam-se de tensdes de corte. Augustin-Louis Cauchy demonstrou que a forca tem uma relagéo

linear com a normal a superficie. Esta relacdo pode ser escrita da seguinte forma,



Ozx Ozy Ozz]\€, (211)

T, Oxx Oxy Oxz](€x
Tyt =|0yx Oyy Oyz|iey
T,
onde {T} é o vetor das forcas nas superficies com normal {e} e [o] é o tensor das tensdes. Uma
propriedade importante do tensor das tensfes € a simetria, condicdo necessaria para satisfazer a

conservacao do momento angular [25].

2.2.3 Lei de Hooke Generalizada

A lei de Hooke Generalizada é uma postulacao escrita na forma de um tensor de quarta ordem,

que relaciona linearmente o tensor das tensdes e das extensoes,
0ij = Eijri€n (2.12)
onde os coeficientes E;j,; sdo designados de constantes elasticas.

Para um material isotrépico € possivel escrever a equacao (2.12) matricialmente, em ordem a

duas constantes, designadas de constantes de Lamé,

o1\ [2H+A A A0 0 07,
022 A 2u+i A 0 0 0]f)|eym
o33 | _ A A 2u+42 0 0 0f]ess
Tz ( 2u 0 0|)er (2.13)
0-23) 2.“ O kEZSJ
031 Simétrica 2ul ‘31
ou em notac¢do indicial,
0y = 2ugy + Ayjee Lj k=123 (2.14)

onde &;; representa o delta de Kroenecker.
Torna-se conveniente inverter a equacao (2.14) exprimindo as extens@es como fun¢do das

tensoes,

1 A
207 Zagau + 30) Uk

&) = (2.15)
Apesar das constantes de Lamé serem perfeitamente aplicaveis de um ponto de vista
matematico, é usual usar-se constantes de engenharia, obtidas através de medicdes efetuadas em
ensaios mecénicos. Estas constantes sdo o Médulo de Young Longitudinal E, o M6dulo de Young
Transversal G e o coeficiente de Poisson v. As relag8es entre as constantes de Lamé e as constantes

de engenharia séo [25],

_E
F=o2a+v @

- . (2.16)
T (1+v)(1 - 2v) (b)
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Analisando a equacao (2.16b) é possivel concluir que para A ser finito, o coeficiente de Poisson

v deve ter valores entre [25],

—1<v<05 (2.17)

A forma explicita da lei de Hooke generalizada, em termos das coordenadas de engenharia, escreve-
se mais facilmente na forma inversa,

! v v 0 0 0
E E
! A 0 0 0
(511 E 011
522] 1 (‘722]
€33 _ E 0 0 0 033
€12 1 0 0 012 (2.18)
€23 2G 023
€31 1 0 031
2G
Simétri 1
imétrica Ya

2.3 Método dos elementos finitos

O método dos elementos finitos baseia-se no conceito de subdivisdo do dominio de um sistema
continuo em partes menores, denominadas de elementos finitos. O conjunto de linhas e pontos que
conectam cada elemento finito designa-se por malha e cada ponto em particular denomina-se de né.
Consequentemente, considera-se que a resposta do modelo discreto, resultante da assemblagem de
todos os elementos finitos que o constituem, aproxima a resposta do sistema continuo. Este método é
particularmente importante uma vez que a resolu¢ao analitica da maioria dos problemas de engenharia
€ extremamente ardua, ou mesmo impossivel. Visando-se facilitar a resolucdo destes problemas
aplicam-se técnicas de descretizacao, como é o caso do método dos elementos finitos.

A modelacdo de um sistema em elementos finitos implica a assemblagem das matrizes de
rigidez e de massa elementares associadas a cada um dos elementos finitos que contituem a malha,
obténdo-se assim as matrizes de rigidez e de massa globais. Nas seccdes 2.3.1 e 2.3.2 apresenta-se
a deducéo das matrizes de rigidez e de massa para um elemento de viga de Bernoulli-Euler e para um

elemento de placa de Kirchhoff-Love, respetivamente.

2.3.1 Teoriade vigade Bernoulli-Euler

Na teoria de viga de Bernoulli-Euler assume-se que as sec¢des planas perpendiculares ao eixo
da viga permanecem planas e perpendiculares ao mesmo eixo depois da deformacéo. Nesta teoria, 0
deslocamento transverso w da viga é descrito pela seguinte equacao diferencial de quarta ordem
(formulacéo forte),

d? d*w
InZ EIW +cw = q(x) (2.19)
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onde EI = E(x)I(x) e ¢y = ¢s(x) s&o fungdes que variam ao longo do eixo longitudinal da viga e o seu
valor estd compreendido entre 0 e 0 comprimento da viga L. A constante E representa o modulo de
elasticidade longitudinal, I refere-se ao segundo momento de area em relacédo ao eixo transversal da
viga, q € o esforgo transverso distribuido e ¢, € o modulo de rigidez da fundacéo elastica, que se
despreza nas aplicacdes futuras do elemento de viga de Bernoulli-Euler. Uma vez que a equacédo (2.19)
€ de quarta ordem sdo necessarias quatro condi¢cdes de fronteira para a sua resolugéo [26].

Para a deducdo da equacdo matricial de cada elemento da viga, desprezando-se o
amortecimento, analisa-se um elemento de viga Q. = (x4, x;,), representado na figura 2.4. No caso de

uma viga, cada n6 possui dois graus de liberdade, um deslocamento transverso w e uma rotacao 6.

Assumindo-se pequenos deslocamentos, 6 = Z—Z.
Wy Wa
x e
o (14 $: ).
h
y -+ 2 >

Figura 2.4: Graus de liberdade num elemento de viga de Bernoulli-Euler

Uma vez que cada elemento de viga de Bernoulli-Euler possui quatro graus de liberdade,
define-se o vetor w{ que contém os deslocamentos transversais e as rotagdes dos dois nds do

elemento,

Wy

0
wf = le (2.20)

6
Para cada deslocamento e rotagdo nodal define-se uma fungéo de interpolacdo. Neste caso utilizam-
se funcdes de interpolacéo cibicas, ¢;, denominadas de fungdes de interpolagdo cubicas de Hermite.
Na situacdo particular da viga ndo é possivel utilizar as fungéo de aproximacgéo cubicas de Lagrange,
uma vez que as mesmas sdo usadas para interpolar a fungdo nos nés, mas nao as suas derivadas [26].
Uma vez que cada elemento possui quatro graus de liberdade definem-se quatro funcdes de
interpolacéo distintas,

S b (2.21)

O deslocamento transversal ao longo de um elemento de viga € fungcédo do tempo e da coordenada

longitudinal x,

w(x, 1) = ¢ (). W (8) (2.22)
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onde as funcéo de interpolacéo do vetor ¢{ apenas dependem de x e os deslocamentos e rotacdes
nodais do vetor w{ tém apenas dependéncia temporal. Sendo assim, a solugdo de um elemento finito
Q, = (xg,xp) = (X, X.1) € UMa combinacao linear de quatro termos.

A energia cinética de um elemento de viga é dada por,

1 he
T = EpAf w2dx (2.23)
0

onde p é a massa especifica do material contituinte da viga e A é a area da secc¢édo transversal da
mesma. Na equacéo (2.23) assume-se que p e A sdo constantes. Substituindo a equacéo (2.22) na

equacao (2.23) e ocultando o indice e para facilitar a visualizacdo das equacdes,

1. he
T =-w.pA ;" dx . w, (2.24)
0

A partir da equacéo (2.24) define-se a matriz de massa de um elemento de viga de Bernoulli-Euler,

novamente para p e A constantes,

he
[M]=pA| ¢, dx (2.25)
0

A energia potencial de um elemento de viga de Bernoulli-Euler é dada por,

1 he
U=-El Wy dx (2.26)
0
onde E € o Madulo de Young Longitudinal, I € o segundo momento de area e w,, € a segunda derivada
do deslocamento transversal em ordem a x. Substituindo a equacéo (2.22) na equacéao (2.26), omitindo-
se novamente o indice e, obtém-se,

1 he
U= EWiT. EI ¢i,xx¢i,xxT dx. w; (227)
0

A partir da equacéo (2.27) define-se a matriz de rigidez de um elemento de viga de Bernoulli-Euler

através da equacéo (2.28),

he
[K]= EI| ¢i i, dx (2.28)
0

Uma vez definidas as matrizes de massa e rigidez elementares, é necessario deduzir as
fungbes de interpolagdo ¢f. Visto que na equagdo (2.19) aplica-se a segunda derivada do
deslocamento transverso w, € necessario que a aproximagao wy, (x) ao longo de um elemento finito
seja, pelo menos, duas vezes diferenciavel. Considerando elementos de dois nds, como o representado
na figura 2.4, totalizam-se quatro graus de liberdade por elemento. Sendo assim, é condi¢cao necessaria

que o polindbmio escolhido para wy (x) seja, pelo menos, de terceiro grau [26],

WE(x) = cf +c5x + cSx? + cEx3 (2.29)
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Na equacdo anterior, cf, c5, c§ e c{ sdo constantes a determinar através da imposicao de condi¢des de

fronteira. As condic@es de fronteira do elemento de viga da figura 2.4 séo definidas da seguinte forma,

wy (0) = wy
(dwh
Wh °() =w, (2.30)

Aplicando as condi¢des de fronteira na equacao (2.29) determinam-se as constantes ¢y até c;.

Comparando a equacdao resultante com a definicdo representada na equacéo (2.22) determinam-se as

)
x 2 x 2
Pe —x—2h< ) +h, e

fungdes de interpolacéo ¢f,
A

) ()
¢3—3( ) - ( )

e () ++he )

Substituindo as func¢des de interpolacédo ¢; na equagdo (2.25) obtém-se a matriz de massa elementar

(2.31)

para o caso em que p,, massa especifica do elemento, e 4., area da seccédo reta do elemento, séo

constantes ao longo do elemento de viga de comprimento h, [26],

156 22h, 54 —13h,
2 2
ue peA he 4h, 13h, —3h,
me] = 420 156 —22h, (2:32)
Simétrica 4h,*

Substituindo as funcdes de interpolacdo ¢{ na equagdo (2.28) obtém-se a matriz de rigidez
elementar para o caso em que E,, Médulo de Young longitudinal do elemento, e I,, segundo momento

de area da seccdao reta do elemento, sdo constantes ao longo do elemento de viga ,

12 6h, —12  6h,
E I, 4h? —6h, 2h?

e e e e
Simétrica 4h?

2.3.2 Teoria de Placas de Kirchhoff-Love

Uma placa é um corpo sélido constituido por dois planos paralelos, em que a dimensao lateral
€ bastante superior a espessura. A espessura define-se como a separacdo entre os planos paralelos
da placa. Uma vez que a dimensao lateral de uma placa é muito superior & sua espessura, nao é
necessario modelar esta estrutura usando-se a teoria de elasticidade tridimensional.

O ponto de partida no desenvolvimento das equagfes que governam a placa é definir o campo

de deslocamentos. Tipicamente, o campo de deslocamentos é escolhido na forma de uma combinagao
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linear de fung8es e da coordenada referente a espessura z. Sendo assim, se u;(x,y,z,t) € 0 i — ésimo

componente do deslocamento do prato, este é expandido na forma,

N
w(x,y,2,t) = Z(Z)"ui(") (1) (2.34)
k=0

onde u;® séo fungdes a serem determinadas [26].

Nesta seccéo apresenta-se a formulacao de elementos finitos para a analise de placas finas,
seguindo-se as suposicdes de Kirchhoff. A teoria de Kirchhoff estabelece que as normais retas ao plano
médio indeformado, permanecem normais ao plano médio deformado. Com base nesta suposicao
desprezam-se os efeitos de corte transverso, tornando-se possivel formular um conjunto de elementos
finitos que satisfaca as condi¢des de Kirchhoff [27].

Para o desenvolvimento da teoria de placas de Kirchhoff-Love considera-se que as cargas
aplicadas sao normais ao plano médio da placa e estabelecem-se as seguintes condi¢des de Kirchhoff:

i. Todos os pontos da normal ao plano médio possuem o mesmo deslocamento transversal;
ii. A tenséao o, € desprezavel;
iii. As retas normais ao plano médio indeformado permanecem retas e normais ao plano médio
apos deformacéo;

iv. Nos pontos do plano médio u = v = 0.

Com base nas suposicdes de Kirchhoff define-se a rotacdo da normal ao plano médio como

sendo a primeira derivada da flecha, ou seja,

= —z— 2.35.1
u z- ( )
w7 (2.35.2)

dy

w=w, (2.35.3)

Com base neste campo de deslocamentos considera-se que cada n6 tem trés graus de liberdade, um

deslocamento na dire¢éo perpendicular ao plano da placa w e duas rotagGes 6, e 6,,. Sendo assim, o

vetor de deslocamentos para cada n6 do elemento é dado por [27],

r [ ow ow
[ul” = w5 3y (2.36)
Aplicando a equacéo (2.10) definem-se as deformac¢6es ndo-nulas,

o%w
& =25 (2.37.1)

o%w
& = _Za_yz (2.37.2)

0%w

- _ 2.37.3
Yy 2z xdy ( )
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O vetor das tensdes associado € definido por,

Oy 1
E v

{%Lﬁiﬁ
0

Ii o [(%
2. {sy] (2.38)
Txy 0

Vxy

As equacgles que governam os deslocamentos na teoria de placas sdo derivadas através da
aplicacéo do principio dos trabalhos virtuais. De seguida, obtém-se a formulagdo fraca da equagéo
diferencial que rege os deslocamentos na teoria de placa, a partir da qual se determinam as
formulaces integrais das matrizes de massa e rigidez elementares [26].

As variaveis primérias nos nds de um elemento retangular séo o deslocamento transversal w e

~ . ow ow . .
as rotacdes ao longo dos eixos x e y, dadas por >, € por e respetivamente. Para o desenvolvimento

do modelo de elementos finitos assume-se que o deslocamento transversal w tem a forma,

Wy, 0 = ) 80 ¢;(x,) (2.39)
j=1

onde A; denota os valores nodais de w e as suas derivadas e ¢; sao fungdes de interpolagdo de Hermite.
Substituindo a equacgédo (2.39) na formulacdo integral das matrizes de massa e rigidez elementares

obtém-se a seguinte equagao matricial [26],

[Me]{A¢} + [K°]{A) = (F°} (2.40)

onde [M€] é a matriz de massa elementar, [K¢] € a matriz de rigidez elementar e {F¢} é o vetor de
forcas elementar.
Para a deducdo das matrizes de Massa e de Rigidez Elementares considera-se o elemento

retangular representado na figura 2.5.

Y B 3 ._i
n 1m I
b
k 1 l
0 X

Figura 2.5: Elemento retangular [21]
A energia potencial de uma placa escreve-se,

b
U—fo P (2 w2 (2 (2 k21 -y (224 | 2.41
) 0x? y? V\oxz dy? v 0x0y xey (2.41)

00
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onde D é o fator de rigidez da placa, considerado constante, dado por,

3
p—_ Eh (2.42)
12(1—v?)

em que E é o Mddulo de Young, h é a espessura da placa e v é o coeficiente de Poisson.

Durante a década de sessenta e setenta, a determinacdo de matrizes de rigidez viaveis para
elementos de placa foi uma materia intensivamente investigada. Nomeadamente, desenvolveram-se
fungBes de interpolagcéo para elementos triangulares e retangulares. Estudos comparativos provaram
que os elementos retangulares, foco desta sec¢do, levam a resultados mais precisos quando
comparados com elementos triangulares com o mesmo nimero de graus de liberdade [14].

Cada né n do elemento retangular contém trés graus de liberdade: um deslocamento w, na

direcdo z, uma rotacéo (8,), em torno do eixo do x e uma rotacéo (Gy)n em torno do eixo do y. O vetor

dos deslocamentos nodais fica,

(A} Wi
{7} = {{AA;}} {8 = {ka} (2.43)
) "

onde se contabiliza um total de 12 graus de liberdade por elemento.

Uma expresséo polinomial € convenientemente usada para definir as fungdes de interpolagao
em termos de 12 parametros. Uma vez que nado se usam todos os termos de um polindmio completo
de quarta ordem, os elementos sdo designados de elementos ndo conformes. A expressdo que
aproxima o deslocamento transversal w é dada por [28],

W=, + QX + azy + aux? + asxy + agy? + a;x3 + agx?y + agxy? + aqy° (2.44)
+a X%y + agxy® = {Z37{A4}

onde,

{A}T = {all s, a3, Ay, As, Ag, A7, Ag, Ag, X109, X171, alZ} (245)

(7} = [1,%,y, %%, xy,y%, %%, %%y, xy%, y°, %%y, xy* | (2.46)

A energia potencial escreve-se em funcdo de {4} e {Z} da seguinte forma,
D b a
v =5 [ [iscoylaxay () (2.47)
00
onde,
RO CRAY (R ! M CRAY LR ! IR I CRAY A T+ 9°7) (9°2)"
xy) = 0x2) (0x2 0y?) (9y? V102 dy? 0y?) |0x2

‘o 02z (8%z)"
a-=v 0x0y) (0xdy
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As constantes «, até a,, podem ser determinadas através de 12 equacdes simultaneas que relacionam

os valores de w e as suas derivadas nos nos, para os valores apropriados das coordenadas nodais,

Wi - al + azxi + a33’i + (2491)
aow _ _
(E)i = Oy = @y + 2a4%; + A5y + - (2.49.2)
a
<W> = Gyl. = (Z3 + (sti + 2a6yl' + (2493)
i

Listando as 12 equacdes escreve-se na forma matricial,

{A°} = [B]{A} (2.50)

Na equagdo (2.50) o vetor {A} contém as 12 constantes e a matriz [B] é dada por,

1 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 0
010 0 0 0 O 0 0 0 0 0
001 0 0 0 O 0 0 0 0 0
1 a 0 a2 0 0 a 0 0 0 0 0
0 1 0 2a 0 0 3a> 0 0 0 0 0
[B] = 0 01 0 a O 0 a? 0 0 al 0
1 a b a*> ab b?> a® a?b ab®> b3 a®b ab® (2.51)
01 0 2a¢ b 0 3a®2 2ab b? 0 3a%bh b3
0 01 0 a 2b 0 a* 2ab 3b* a® 3ab?
10 b 0 0 b> O 0 0 b 0 0
010 0 b 0 O 0 b? 0 0 b3
0 01 0 0 2b O 0 0 3b? 0 0
onde a e b sédo o comprimento e a largura do elemento retangular, respetivamente [21].
Invertendo a equacéo (2.50),
{4} = [B]7{2°} (2.52)

Esta inversdo pode ser realizada computacionalmente ou algebricamente, como foi o caso do trabalho
realizado por Zienkiewciz e Cheung na referéncia bibliografica [29].

Considere-se a matriz [c] dada por,

[c] =[B! (2.53)

Introduzindo a matriz [c] na equacgéo (2.52),

{4} = [c]{a°} (2.54)

Substituindo a equacéo (2.54) na formulac&o da energia potencial,
D b a
U =5 @Vl [ [5G yldrdy [ela) (2.55)
00
Através da equacdo (2.55) define-se a matriz de rigidez elementar,

b a
[K]=DI[c]” f f [S(x, y)]dxdy [c] (2.56)
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Assumindo-se p constante, a energia cinética de uma placa é dada por,

b a

h

T = %f f W2dxdy (2.57)
00

Através da equacéo (2.44) define-se o quadrado da velocidade w da seguinte forma,
W12 = {4} (z}{z}"{4) (2.58)

Substituindo a definicdo do vetor {4}, apresentada na equacao (2.54), na equagéo (2.58) obtém-se,

[Ww]? = {A)’ [c]"P(x, y)[c]{A°) (2.59)
onde P(x,y) é dado por,
P(x,y) = {ZHz}" (2.60)
Assim sendo, a energia cinética fica,
b a
h . .
T =22 1l [ [ P yaxdy felfic) (2.61)
00

Através da equacéo (2.61) define-se a matriz de massa elementar,

b a
[M] = phlc]” f f P(x,y)dxdy [c] (2.62)
00

2.4 Transmissibilidade de forcas para sistemas com multiplos

graus de liberdade

Considerando uma estrutura arbitraria, como a representada na figura 2.6, e aplicando-se o
conceito de transmissibilidade de forcas é matematicamente possivel determinarem-se os valores das
forcas dindmicas de reag&o nos suportes, sabendo as forcas aplicadas. O inverso também é exequivel,
ou seja, é possivel obterem-se os valores das forcas aplicadas sabendo o valor das reagcfes nos
suportes.

Para um sistema SDOF a transmissibilidade de forcas define-se como a razdo entre a amplitude
da forca transmitida para o suporte e a forgca de excitacdo. Esta definicdo pode ser expandida para o
um sistema MDOF. Com o intuito de se derivar uma formulac&o da transmissibilidade de forcas para

um sistema MDOF definem-se trés conjuntos de graus de liberdade, representados na figura 2.6,
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Figura 2.6: llustracdo dos conjuntos de graus de liberdade U, K e C [10]

Analisando a figura 2.6 e tendo por base a referéncia bibliografica [10], os diferentes graus de
liberdade formam os seguintes conjuntos:
i. Conjunto K: graus de liberdade onde se encontram aplicadas forgas externas;
ii. Conjunto U: graus de liberdade correspondentes as localizagdes das forgcas de reacao
geradas por constrangimentos de deslocamentos nos suportes;
iii. Conjunto C: todos os restantes graus de liberdade, ou seja, aqueles onde ndo existem

forcas.

Assumindo que as for¢cas de excitacao sdo harménicas e discretas, o0 comportamento dindmico
de um sistema com multiplos graus de liberdade € descrito pela equacéo (2.63), como se demonstrou

na secc¢éo 2.1.2.

[Z()]{Y (@)} = {F(w)} (2.63)

Na equacéo (2.63), a matriz [Z(w)] € a matriz de rigidez dindmica do sistema, dada pela equacéo (2.6),
{Y(w)} é o vetor que contém as amplitudes dos deslocamentos dos varios graus de liberdade, {F(w)}
€ o vetor correspondente as forcas de excitagdo aplicadas externamente e w é a frequéncia de
excitacdo do sistema, igual a frequéncia das forgas de excitacdo. Com todos o0s conjuntos de graus de
liberdade definidos é possivel escrever a relacdo entre as forcas e os deslocamentos para cada
ny forcas aplicadas, n, reacdes e os restantes n, graus de liberdade onde ndo se encontram aplicadas
forcas [10].

O vetor que contém a amplitude dos deslocamentos relaciona-se com o vetor de forcas através
da FRF, [H(w)], definida como a inversa da matriz de rigidez dinamica, [Z(w)],
YK HKK HKU
{YU} = [HUK Hyy

YC HCK HCU

{?;} (2.64)

Assumindo que os suportes sédo rigidos, os deslocamentos dos graus de liberdade do conjunto U sao

nulos, {¥,} = {0}. Desta forma escreve-se a seguinte relagdo,

[HUK]{FK} + [HUU]{FU} =0 (2.65)
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A partir da equacédo (2.65) exprime-se o vetor de forgas {F;} como funcdo de {Fy},
{Fy} = _[HUU]_l[HUK]{FK} (2.66)

Define-se assim a matriz de transmissibilidade de for¢as tendo por base a FRF [10],

[TUK(f)] = _[HUU]_l[HUK] (2-67)

onde o subscrito (f) indica que a matriz de trasmissibilidade € uma matriz de transmissibilidade de
forcas.

Substituindo a equacao (2.67) na equacéo (2.66) obtém-se a equacéo (2.68), através da qual
se calcula as forcas de reacdo da estrutura multiplicado-se a matriz de transmissibilidade de forcas pelo
vetor das forgas externas [10].

{FU} = [TUK(f)]{FK} (2.68)

2.4.1 Transmissibilidade de for¢as introduzindo o conceito de forcgas ficticias
O conceito de forga ficticia define que os graus de liberdade sem forcas aplicadas, neste caso
os graus de liberdade do conjunto C, tém forcas aplicadas com amplitude nula, ou seja, {F.} = 0.
Utilizando o conceito apresentado generaliza-se a definicho da transmissibilidade de forcgas,
introduzindo-se os graus de liberdade sem for¢as aplicadas na matriz de transmissibilidade de forcas.
Adaptando a equacao (2.63) aos diferentes conjuntos de graus de liberdade e assumindo que

os graus de liberdade correspondentes as forcas de reagdo estdo fixos, isto é, {Y;} = 0, obtém-se a

% Fy Yy Fy
{YC] = {Fc} - {YC} - [ 0 } (2.69)
Yy Fy 0 Fy

onde o conjunto C agrupa todos os graus de liberdade com forgas ficticias aplicadas.

seguinte equacéo,

ZI(I( ZKC ZKU
ZCI( ZCC ZCU
ZUI( ZUC ZUU

ZKK ZKC ZKU
ZCK ZCC ZCU
ZUK ZUC ZUU

Os autores da referéncia bibliografica [16] propuseram rearranjar o sistema dado pela equacao
(2.69), reagrupando o conjunto K e o conjunto C num novo conjunto E, com (ng +n;) graus de
liberdade. Desta forma, 0 novo conjunto agrupa todos os graus de liberdade onde néo estéo aplicadas
as forcas de reacdo da estrutura.

Incluindo a definicdo do conjunto E na equacéo (2.69) obtém-se,

Zgg Zpy|(Yp _ {FE}
[ZUE Zuu] { 0 } - FU (2'70)
que se pode exprimir da seguinte forma,

[ZEE]{YE} = {FE}
{[ZUE]{YE} = {Fy} 271)
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Resolvendo o sistema de equacdes (2.71),

{Fy} = ((ZygllZeg) D {Fe} (2.72)

Através da definicdo de transmissibilidade previamente descrita define-se a matriz de

transmissibilidade de forgas através da equagéo (2.72),

[TUE(f)] = [Zygl[Zgg] ™" (2.73)

onde a matriz [TUE(f)] tem dimensdes ny X (ng +n.) e o subscrito (f) indica que a matriz de
transmissibilidade refere-se a transmissibilidade de forcas. Na equacdo (2.73) a matriz de
transmissibilidade de forcas esta definida em termos da matriz de rigidez dinAmica e ndo em termos da
da FRF, como no caso da equacéo (2.67).

A formulacéo da matriz de transmissibilidade de for¢as requer uma discretizacao da estrutura
a analisar em graus de liberdade agrupados nos conjuntos K, U e C. Em geral, as matrizes resultantes
tém dimensdes elevadas, resultando em calculos computacionais potencialmente exigentes. Uma
forma de minimizar este problema é ter em considerac¢éo que os n. graus de liberdade do conjunto C
ndo tém forcas aplicadas, {F. = 0}. Ou seja, o vetor {Fz} de dimensdes (nyx + n.) apenas tem as
primeiras n, entradas ndo nulas. Por conseguinte, para o célculo do vetor das forcas de reagéo {F,},
através da equacgdo (2.72), apenas se tem em consideracdo as primeiras ny colunas da matriz de
transmissibilidade de forgas, [Ty;"].

Uma caracteristica importante e Gtil da matriz de transmissibilidade de for¢as definida na
equagéo (2.73) é que cada coluna da matriz se refere unicamente a uma for¢a exterior aplicada, ou
seja, a uma Unica coordenada do conjunto E. Conclui-se assim que a inclusdo de coordenadas ficticias
na definicdo da matriz de transmissibilidade de forcas ndo altera a solucdo do problema, uma vez que
as colunas referentes as coordenadas ficticias nédo influenciam o célculo do vetor de forgas {F,}.

Sendo assim, revela-se sempre possivel utilizar submatrizes da matriz de transmissibilidade de
forcas. Consequentemente, ndo é necessario o calculo de uma nova matriz de transmissibilidade

sempre que a localizacdo das for¢cas exteriores mudarem.

2.5 Transmissibilidade de deslocamentos para sistemas com

multiplos graus de liberdade

Para um determinado conjunto de forgcas harménicas exteriores discretas aplicadas numa
estrutura é possivel relacionar a amplitude dos deslocamentos entre os graus de liberdade do sistema,
aplicando-se o conceito de transmissibilidade de deslocamentos.

A definicdo de transmissibilidade de deslocamentos € analoga a definigdo de transmissibilidade
de forcas apresentada na sec¢do anterior. Por conseguinte, para um sistema SDOF, a
transmissibilidade de deslocamentos define-se como a razdo entre o valor absoluto da amplitude dos
deslocamentos aplicados e a amplitude dos deslocamentos transmitidos. Similarmente ao conceito de

transmissibilidade de forcas para um sistema SDOF, a definicdo de transmissibilidade de
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deslocamentos pode ser expandida para um sistema MDOF. Considerando um sistema arbitrario com
multiplos graus de liberdade, como o representado na figura 2.7, podem definir-se diversos conjuntos
de graus de liberdade. Usando a notagdo sugerida na referéncia bibliografica [30], os conjuntos
referidos definem-se da seguinte forma,
i. Conjunto U: graus de liberdade onde se desconhecem o valor dos deslocamentos;
. Conjunto K: graus de liberdade onde se conhecem o valor dos deslocamentos;
iii. Conjunto A: graus de liberdade com forcas aplicadas;

iv. Conjunto C: todos os restantes graus de liberdade.

Coordmates 4

P e o) ;
i 9 0 " _Coordinares K _.*

R Coordinates U_/’ . -
- =

|
! '
" Coordinates "

Figura 2.7: Representagdo dos conjuntos U, K, A e C num sistema arbitrario com multiplos graus de
liberdade [10]

Para a andlise do conceito de transmissibilidade de deslocamentos considera-se o caso em
que a estrutura esta livre dos seus suportes, pelo que nenhum grau de liberdade contém forcas de
reacdo. Consequentemente, a totalidade das for¢cas ndo-nulas encontram-se aplicadas nos graus de
liberdade do conjunto A, gerando-se o vetor de forcas {F,} [10]. A relagdo entre as amplitudes de
deslocamento dos diversos graus de liberdade e as for¢as aplicadas no graus de liberdade do conjunto

A, previamente definido, escreve-se tendo em conta a equacéo (2.7),

YA HAA
Yy Hy,

= F, 2.74
YK HKA { A} ( )
YC HCA

Através da equacdo (2.74) explicita-se a relagao entre as amplitudes dos deslocamentos dos graus de

liberdade dos conjuntos U e K e as for¢as aplicadas nos graus de liberdade do conjunto A,

{{YU} = [Hyal{F4} (2.75)
{YK} = [HI(A]{FA}

Manipulando o sistema de equac¢fes matriciais (2.75) escreve-se a relacdo entre as amplitudes de

deslocamento do conjunto U e do conjunto K, para um determinado conjunto A, da seguinte forma,
Yy} = [Hyal ((Hgal " {Y& ) (2.76)

Visto que a matriz [Hy,] ndo é necessariamente quadrada, na equacgédo (2.76) calcula-se o vetor da
amplitude dos deslocamentos do conjunto U aplicando-se a pseudo-inversa [Hi,]*. A condicédo

necesséria para calculo da pseudo-inversa € que a dimensao do conjunto K seja maior ou igual que a
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dimenséo do conjunto A. Consequentemente, o nimero de graus de liberdade do conjunto A é limitado
pela dimens&o do conjunto K. E importante referir que a equacéo (2.76) depende da localizac&o dos
graus de liberdade do conjunto A, mas é independente da amplitude das forcas associadas [30].

Por fim, tendo em conta a definicdo de transmissibilidade, define-se a matriz de

transmissibilidade de deslocamentos [TUK(d)], a partir da equacao (2.76), da seguinte forma,
[Tﬁ‘x(d)] = [Hyal [Hgal* (2.77)

onde o subscrito (d) indica que a matriz de transmisibilidade relaciona deslocamentos.

Utilizando a definicdo introduzida na equacgéo (2.77), reescreve-se a equacéo (2.76),
¥y} = |14 v} (2.78)

Realca-se que, contrariamente & matriz de transmissibilidade de forgas, a matriz de transmissibilidade
de deslocamentos necessita de ser re-calculada para diferentes posi¢cdes das forgas exteriores.

2.6 Modelacéo de modificagbes estruturais como forcas adicionais

ModificagBes estruturais implicam alteracdes de massa, rigidez ou amortecimento numa
estrutura, caracterizadas pelas matrizes [AM], [AK] e [AC], respetivamente. Estas modificacoes,
também designadas por dano estrutural, alteram o comportamento dinamico da estrutura a estudar. Ao
longo desta seccdo mostra-se que as modificacdes estruturais podem ser interpretadas como forcas
adicionais que atuam na estrutura isenta de dano, como proposto pelos autores da referéncia
bibliografica [22].

De forma geral, existindo uma modificacdo estrutural, o comportamento dindmico de uma

sistema discreto é caracterizado pela seguinte equacéo,
M+ AM]{y ()} + [C + ACI{y ()} + [K + AK]{y(©)} = {f (¢)} (2.79)
que se pode reescrever como,
M]{y ()} + [CIy®)} + [KHy (O} = {f (O} + {fp(©)} (2.80)
onde {f,(t)} é o vetor de forcas adicional resultante do dano estrutural, dado por,

)} = —([AM]{Hp (O} + [ACT{yp (O} + [AK{yp (D)) (2.81)

em que o indice D no vetor dos deslocamentos {y,(t)} indica que os deslocamentos sdo referentes
aos locais onde ocorrem as modificacBes estruturais. Sendo assim, as equacdes (2.80) e (2.81) ilustram
que a mudanca no comportamento dinAmico de uma estrutura, provocada por altera¢cfes estruturais,

pode ser interpretada como forcas adicionais nas coordenadas D [22].
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Para um excitacao harmonica, em condi¢des estaciondrias, a equacéo (2.81) fica,

{Fp(@)} = —=(—w?[AM] + iw[AC] + [AK]){Yp (w)} (2.82)
e a equagdo (2.80) escreve-se da seguinte forma,
(—w?[M] + iw[C] + [KD{Y ()} = {F(w)} + {Fp(w)} (2.83)
Introduzindo a matriz de rigidez dinamica na equagéo (2.83) obtém-se,
[Z(w){Y (0)} = {F(w)} + {Fp(w)} (2.84)

A equagdo (2.84) ¢ ilustrativa da modelagdo de dano estrutural apresentada nesta secgdo. Como se
pode concluir, as modificacGes estruturais podem ser definidas como forcas adicionais, {F,(w)},
aplicadas na estrutura sem dano, caracterizada pela matriz de rigidez dinamica original, [Z(w)].

Separando a equacao (2.82) em parte real e parte imagindaria obtém-se,

Re{Fy} + Im{Fp} = —(—~w?[AM] + iw[AC] + [AK]) (Re{Yp} + ilm{Y,}) (2.85)

e, desta forma,

Re{Fy} = —(—w?[AM] + [AK]) Re{Y,} + w[AC] Im{Y,}
(2.86)
Im{Fp} = —(~w?[AM] + [AK]) Im{Y,} — w[AC] Re{Y,}

Assumindo-se que as diferentes modificacdes estruturais estdo concentradas num Unico grau de
liberdade da estrutura, as matrizes [AM], [AC] e [AK] sdo matrizes diagonais. Para cada entrada j, com
j=1,..,p, aequacéo (2.86) escreve-se da seguinte forma,

B 2 AK
{ReFD} =[ ReY) wZReYD a)ImYD] AM i=1,..p (2.87)
ImFp);  1-ImY, w?ImY, —wReYl, Ac)

J

ou, de forma mais compacta [22],

AK

{Fp(w)}; = [Q(w)],-[AM] j=1..p (2.88)
AC);

Observando a equacéo (2.88) constata-se que, para cada entrada j, a resolu¢cdo da mesma em funcéo
do vetor das modificacdes estruturais envolve duas equacdes de trés incognitas, pelo que o sistema é
indeterminado. Tendo em consideracdo L frequéncias, é possivel adaptar a equacdo (2.88)

transformando-a num sistema de equacfes sobre-determinado da seguinte forma [23],

(Fp(w,)}

AK
AM} j=1,..p (2.89)

{{FD(@)}] [[0@1)1
. e, lac);

que se reescreve de forma mais compacta,
[For], =[Qr){8Y,  j=1..p (2.90)
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A resolucéo da equacao (2.90) implica a pseudo-inversa da matriz [Q]; obtendo-se,

@Y =) [For],  J=1.00p (2.92)

2.6.1 Adicao de uma massa pontual

Um sistema modelado em elementos finitos no qual foi adicionada uma massa pontual
apresentara variagdes nas matrizes de massa, rigidez e amortecimento globais, [AM], [AK] e [AC],
respetivamente. Como simplificacdo considera-se que a adicdo de massa apenas afeta a matriz de
massa original, sendo as variagfes de rigidez e amortecimento desprezaveis. O sistema modificado
com a alteracdo estrutural descrita comporta-se em concordancia com as seguintes equacdes, no

dominio da frequéncia,

[[K] + iw[C] — w?[M + AM]]{Y (0)} = {F (w)} (2.92a)

[[K] + iw[C] = w*[M][{Y (@)} = {F ()} + w*[AM]{Y (@)} = {F (@)} + {Fp(w)} (2.92b)

As duas equacles previamente apresentadas representam a mesma realidade, por conseguinte, o
vetor {Y (w)} é igual nas duas equacgdes. Na equacdo (2.92a), o efeito da adicao de massa é modelado
como uma modificagdo estrutural, ou seja, a matriz de rigidez dindmica € alterada adicionando-se a
matriz de variacdo de massa [AM] a matriz de massa global [M]. Na equacgédo (2.92b), a adicdo de
massa resulta num vetor de forgas adicional {F,(w)}, inalterando-se a matriz de rigidez dindmica da
estrutura original.

Analisando a equacéo (2.92b) conclui-se que o vetor de for¢as adicional resultante da adicao
de massa é dado por,

{Fp(w)} = 0?[AM]{Y (@)} (2.93)

A equacéo (2.93) é valida sobre a assuncéo que a adi¢cdo de massa tem contribuicdes negligenciaveis
para a matriz de rigidez e de amortecimento globais da estrutura original.

Uma simplificacdo adicional baseia-se em considerar que a adicdo de uma massa pontual
apenas afeta os deslocamentos transversais da estrutura, desprezando-se assim a inércia de rotacao

inerente a massa adicionada.

2.6.2 Reducdo de rigidez localizada

Existem vérias modifica¢des estruturais que levam a uma reduc¢éo de rigidez de uma estrutura,
por exemplo, a formacdo de uma fissura implica uma diminui¢cdo da rigidez local e um aumento do
amortecimento, resultante do acréscimo de friccdo. O caso de uma estrutura na qual ocorreu a
formacdo de fissuras serd analisado de forma promenorizada na seccao seguinte. Nesta seccao
considera-se que a reducdo de rigidez apenas afeta a matriz de rigidez global original de uma estrutura
modelada em elementos finitos, desprezando-se as possiveis variagdes de massa e de amortecimento.

Seguindo a mesma linha de raciocinio usada na secc¢éo anterior, o sistema modificado com a
alteragdo estrutural descrita comporta-se em concordancia com as seguintes equagdes, no dominio da

frequéncia,
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[[K + AK] + iw[C] — w?[M]]{Y (@)} = {F(w)} (2.94a)

[[K] + iw[C] = @?*[M][{Y (@)} = {F (@)} = [AK{Y (@)} = {F (@)} + {Fp(w)} (2.94b)

Na equacao (2.94a), o efeito da reducéo de rigidez € modelado como dano estrutural, ou seja, a matriz
de rigidez dinamica é alterada com a adicao da matriz de variacdo de rigidez [AK] & matriz de rigidez
global [K]. Na equagéo (2.94b) a reducao de rigidez resulta num vetor de forgas adicional {F,(w)},
utilizando-se a matriz de rigidez dindmica da estrutura original para o calculo do vetor de deslocamentos
{Y ()}

Da equacéo (2.94b) conclui-se que,

{Fp(w)} = —[AK]{Yp(w)} (2.95)

Como simplificagdo considera-se que a influéncia da reducéo de rigidez esta confinada aos nés dos
elementos finitos da estrutura, sendo assim, designa-se esta modificacdo estrutural por reducdo de
rigidez localizada. Assume-se também que a reducdo de rigidez apenas tem influéncia nas rotacdes

nodais, pelo que o vetor {Y, (w)} contém as rotagbes dos nds onde ocorreu esta modifica¢do estrutural.

2.6.3 Adicdo de uma massa pontual e reducao de rigidez localizada

Nesta seccdo estuda-se o caso de uma estrutura modelada em elementos finitos na qual foi
adicionada uma massa pontual e, simultaneamente, ocorreu uma reducéo de rigidez localizada. Os
casos de adicdo de massa pontual e de reducdo de rigidez foram previamente apresentados nas
secgles 2.6.1 e 2.6.2, respetivamente.

A equacdo de equilibrio da estrutura modificada é dada por,
[[K + AK] + iw[C] — w?[M + AM]]{Y (w)} = {F (w)} (2.96)

Manipulando a equacéo (2.96) com o intuito de modelar as modificagGes estruturais como um vetor de

forcas adicional obtém-se a seguinte equagéo,
[[K] + iw[C] = @?*[M][{Y (@)} = {F (@)} + {Fp(w)} (2.97)
onde o vetor de forcas adicional {F,(w)} € dado por,

{Fp (@)} = (—[AK] + w?[AMD{Y) (w)} (2.98)

em que o vetor {Y,(w)} contém os deslocamentos transversais dos nés onde ocorreu a adicdo de uma

massa pontual e as rotacdes dos nés afetados pela reducéo de rigidez localizada.

2.6.4 Fissura aberta numa viga de Bernoulli-Euler

Os autores J. K. Sinha, M. I. Friswell e S. Edwards apresentaram no artigo da referéncia
bibliografica [31] uma forma simplificada de modelar fissuras abertas, denominadas de entalhes, em
vigas sujeitas a vibragéo transversa. A modelagéo aplica-se a elementos de viga de Bernoulli-Euler e
baseia-se em modificacbes na flexibilidade local na vizinhanga da fissura. Realca-se que o modelo

descrito no artigo citado foi corroborado experimentalmente.
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O problema em estudo é uma viga com multiplas fissuras ao longo do seu comprimento, como
representado de forma esquematica na figura 2.8,

L >

I4a, d. d
S S 2 -

Figura 2.8: Viga com multiplas fissuras [31]

AAA

A formacéo de fissuras numa viga implica uma reducéo na rigidez da estrutura. Uma parte do
material da viga adjacente a fissura ndo sera tensionado e , desta forma, a contribuicao para a rigidez
é limitada. Christides e Barr [32] estudaram o efeito de uma fissura numa viga continua e calcularam

arigidez, EI, para uma viga retangular,

El,
1+ Cexp(l - 2a|x - x]-|/d)

El(x) = (2.99)

onde C = (IO — Cj)/ICj. As constantes I, = wd3/12 e I;j=w(d— dcj)3/12 sao 0 segundo momento de
area da seccdo reta da viga original e na sec¢do da j — ésima fissura. As dimensdes w e d sdo a
espessura e altura da seccgao reta da viga e d.; € a profundidade da j — ésima fissura. A coordenada
longitudinal x indica a posi¢cdo ao longo da viga e x; € a posicdo da j — ésima fissura. O valor da
constante « é de 0,667, estimado experimentalmente por Christides e Barr em [32].

A implementacdo da reducdo de rigidez apresentada na equacéo (2.99) numa estrutura
modelada em elementos finitos é bastante complicada, visto que o aumento de flexibilidade n&o se
confina a um numero reduzido de elementos. Consequentemente, a integragédo que produz a matriz de
rigidez da viga teria que ser realizada numericamente sempre que a posicdo da fissura variasse [31].

Na figura 2.9 representa-se a variagdo da rigidez EI ao longo do comprimento
adimensionalisado da viga, para uma fissura aberta com uma profundidade de 25% da altura da seccéo
reta da viga.

10

Er

3

0 .
03 0-5 07
ol

Figura 2.9: Comparac¢édo da variagdo de rigidez na vizinhanca de uma fissura entre a redugéo

triangular (traco continuo) e o método de Christides and Barr [32] (tracejado) [31]
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Analisando-se o grafico da figura 2.9 constata-se que a variacao de flexibilidade ocorre na
vizinhanca da fissura. Na referéncia bibliografica [31] utiliza-se uma forma simplificada da variacdo de
rigidez, onde se considera que a flexibilidade varia linearmente desde uma secgdo da viga néo-
fissurada até a seccao fissurada, como apresentado a traco continuo na figura 2.9. Assume-se que a
variacao de EI inicia-se a partir de um comprimento efetivo [., em ambos os lados do local da formacéo
da fissura. Esta modelagéo da flexibilidade denomina-se de reducéo triangular de rigidez. Na posi¢éo
de maior flexibilidade o segundo momento de area corresponde a secgéo da fissura, ou seja, depende
diretamente da profundidade da mesma. Mais a frente nesta secgdo apresenta-se a dedugédo do valor
do comprimento efetivo [, [31].

A grande vantagem da modelac&o apresentada é a sua simplicidade. Uma forma alternativa de
se modelar a fissura é reduzir-se a rigidez de um elemento de viga na sua totalidade. Contudo, o nimero
de elementos da descretizagdo em elementos finitos teria de aumentar significativamente para se obter
uma localizacao da fissura satisfatéria.

Na figura 2.10 apresenta-se a reducdo triangular de rigidez num elemento de viga de Bernoulli-

Euler.

) [l— [

- r -l
[ i =

Figura 2.10: Reducéo triangular de rigidez num elemento de viga de Bernoulli-Euler [31]

A rigidez a flexao na vizinhanca de uma fissura, E1.({), € dada por,

Ely —E(I, — ch)w, sef <7<
EL(]) = (((f B (ﬂ; (2.100)
Ely—E(I, - Cj)%, sel; <7<
J J

onde {; € a localizacdo da j — ésima fissura no e — ésimo elemento. {;; = {; —l. e {j; = {; + [, sdo as
posicdes, em ambos os lados da fissura, que demarcam a zona de influéncia da reducéo de rigidez
resultante da fissura.

O comprimento efetivo [, determina-se igualando-se os integrais da reducédo de rigidez

definidos para as equacdes (2.99) e (2.100). O integral definido para a equacéo (2.99) é dado por,

” d dc
f [El, — EI(x)]dx =EIOEloge(1+C) zE107 (2.101)
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Tendo por base a equacéo (2.100) o integral € dado por,

{2
f [El, — EI(x)]d{ = EI,l ~El,l.C (2.102)
4

j1

‘1+C

Nas equacgbes (2.101) e (2.102) as aproximacdes sdo de primeira ordem em C. Na equacéo (2.102) o

integral calcula-se entre {;; e {;; e ndo ao longo de toda a viga, uma vez que os integrais

f_(g:[EIO — EI(x)]d¢ e f;’Z[EIO — EI(x)]d¢ s&o nulos. Igualando as equacdes (2.101) e (2.102) conclui-
J

se que uma boa aproximacédo do comprimento efetivo é dada por,

d
l=—=15d (2.103)

onde a constante a correponde ao valor estimado por Christides e Barr em [32]. Realca-se que o
comprimento efetivo apenas depende da altura da seccéo reta d, ndo variando com a profundidade da
fissura [31].

Para se modelar uma viga com fissuras em elementos finitos utiliza-se a formulagéo de viga de
Bernoulli-Euler, apresentada na sec¢do 2.3.1, e assume-se que as fissuras estéo localizados no interior
dos elementos de viga. Assume-se também que a reducgdo de rigidez fica confinada a um Unico
elemento finito. Considere-se a j — ésima fissura, localizada em x; no e — ésimo elemento, como
representado na figura 2.8. A matriz de rigidez de um elemento de viga que contenha uma fissura pode

ser escrita da seguinte forma,

[Ke,fissura] = [Ke] - [ch] (2104)

onde [K,] é a matriz de rigidez elementar de um elemento sem fissura e [ch] € a matriz que caracteriza
a reducdo de rigidez elementar provocada pela j — ésima fissura [31].
A matriz de rigidez do elemento com uma fissura, [Ke‘ﬁssum], obtém-se aplicando-se a

integracao standard, onde se introduziu a variagdo da rigidez a flexao,
le
[Ke,fissura]rs = J Ele (() ¢$”({)¢5”({) d{ (2-105)
0

em as funcdes de forma ¢;({) foram previamente apresentadas na sec¢éo 2.3.1, equagdo (2.31).

A matriz [K,;| obtém-se através das equacdes (2.100), (2.104) e (2.105),

kll k12 _kll k14

k12 k22 _k12 k24—
K..]= (2.106)
[ CJ] _kll _k12 kll _k14—

k14 k24 _k14 k44

onde as expressdes das constantes de redu¢ad de rigidez apresentam-se na equac¢éo (2.107).

Frisa-se que as Unicas incAgnitas da matriz [KC]-] sdo {;, localizagado da j — ésima fissura no
elemento, e d.;, profundidade da j — ésima fissura. Para se obter a formulagdo em elementos finitos da

viga com fissuras, efetua-se a assemblagem das matrizes de rigidez elementares dos elementos que

contém fissuras na matriz de rigidez global da viga.
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S 25 )

11 — l 4 lez le
12E(1, — 1.;) [1.2 7¢;  6(;?
k12 — (03 Cj) [C_2+lc<2_ﬁ+ (]2 )]‘
l, l, le 1,
12E(1, —1..)[1.2 5(; 6
k14:M[C_2+lC<1_i+ (]2>],
L, l, le le
1215(10 12E(ly = Iy) [31 3 ~ 2>2] (2.107)
22 )

24 =

12E(1, —I1.;) [3L.2 9¢; 9¢;?
(02 Cj) [_CZ_I_ZIC <2 _]+ (]2 )]‘
l l, le 1,

44 =

121«?(10 12E(1y = L) [31 } ﬁ_ 1>2]

Caso a reducao de rigidez se extenda ao longo de mais de um elemento o processo descrito pode ser
extendido, realizando-se a integracdo presente na equacao (2.105) ao longo de todos os elementos
afetados pela fissura. Alternativamente, os nés do modelo podem ser manipulados para se garantir que
o efeito da fissura fica restringido a um anico elemento [31].

Seguindo a mesma linha de raciocinio usada ao longo da seccédo 2.6, o0 comportamento
dindmico de uma viga com uma Unica fissura no elemento n regue-se pelas seguintes equacdes, no

dominio da frequéncia,

[[K + AK] + i0[C] — w? MI]{Y (@)} = [[K = AKyj] + i0[C] — o [M]| {Y (@)} = (Fw)} ~ (2-1089)

[[K] + iw[C] = @*[M][{Y (@)} = {F (@)} + [AK;]{Y (@)} = {F (@)} + {Fp (@)} (2.108b)

onde [AKC,-] € a soma entre uma matriz nula, [0], com a mesma dimensdo da matriz de rigidez global
da viga e a matriz de reducéo de rigidez [ ]] do elemento n, dada pela equagéo (2.106).

Na equacéo (2.108a), o efeito da fissura € modelado como uma modificagdo estrutural, ou seja,
a matriz de rigidez dinamica ¢ alterada subtraindo-se a matriz de reducéo de rigidez [AK,;| & matriz de
rigidez global [K]. Na equacgéo (2.108b) a reducédo de rigidez resulta num vetor de forcas adicional
{Fp(w)}, usando-se a matriz de rigidez dinamica da estrutura original para o célculo do vetor de
deslocamentos {Y (w)}.

Da equacdo (2.108b) conclui-se que,

{Fp(w)} = [AK;[{Y (@)} = [KE]{Yp ()} (2.109)

onde o vetor {Y,(w)} contém os dois deslocamentos transversais e as duas rotagbes dos nés

associados ao elemento n onde se formou a fissura.
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Capitulo 3

3 Metodologia

Este capitulo inicia-se pela descricdo da metologia do método de identificacdo de forgas
aplicando-se os conceitos de transmissibilidade de forcas e deslocamentos para sistemas MDOF,
secgles 3.1.2 e 3.1.2 respetivamente.

Nas seccdes seguintes, a metodologia apresentada na seccdo 3.1.2 serd adaptada para a
identificacdo de diversas modificacdes estruturais. As modificacdes estruturais estudadas sdo: adigdo
de uma massa pontual, seccdo 3.2.1, reducéo de rigidez localizada, seccdo 3.2.2, adicdo de massa
pontual e reducéo de rigidez localizada em simultaneo, seccdo 3.2.3 e formacédo de uma fissura aberta,

seccéo 3.2.4.

3.1 Identificacdo da localizacdo e amplitude de forcas exteriores

3.1.1 Transmissibilidade de Forcas

O objetivo desta seccdo € descrever o método para se estimar a posicao e a amplitude de
forcas harménicas aplicadas numa estrutura, através do conhecimento das for¢as de reagdo medidas
ou calculadas em ny graus de liberdade fixos. Uma vez que o objetivo deste método é determinar a
amplitude e a localizacdo das forcas aplicadas, é necessario definir-se um conjunto de graus de
liberdade que contenha todas as localiza¢gBes possiveis das diferentes forcas de excitacdo. Tendo em
linha de conta a notagdo usada na referéncia bibliogréafica [10], o novo conjunto tem a designacao de
conjunto S. Recorrendo-se a figura 3.1 exemplifica-se a definicdo dos diferentes conjuntos de graus
de liberdade, descritos na seccao 2.5, para uma estrutura arbitraria. Para o caso em que F; e F, sdo as
Unicas forcas exteriores aplicadas e Fs € uma forga ficticia, definem-se os diversos conjuntos de graus

de liberdade da seguinte forma,
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i. ConjuntoK = {F3; F,} = ng = 2;
ii.  ConjuntoU = {F,,F,} = ny = 2;
iii. Conjunto C = {Fs} = n,=1;
iv. Conjunto E = {F;,F,, Fs} = ng =3 =ng +ng;

V. Conjunto S = {F;, F,, Fs, (F3, F,), (F3, Fs), (Fy, Fs), (F5, F,, Fs)}.

O conjunto S representa assim o0s casos onde uma das trés forcas esta aplicada, duas das trés
forcas estdo aplicadas ou as trés forcas estdo aplicadas em simultaneo. Sendo assim, este conjunto

contém todas as combinacdes possiveis das forcas exteriores.

F, F, Fs
,—‘—___-~\\

-’ ~
/ _____\
I \

\ -
\ N
~ - _ J
Fy F,

Figura 3.1: Exemplo de for¢as de reacao e forcas de excitagdo numa estrutura com forma arbitraria

Tendo em linha de conta o objetivo proposto, 0 passo seguinte € estimar as posicdes e
amplitudes das forcas aplicadas, através da medi¢do das forcas de reacdo nos suportes. Para se
demonstrar numericamente a aplicabilidade do conceito de transmissibilidade de for¢as na identificagéo
de forcas exteriores, a medi¢do experimental das forcas de reacdo é simulada através de um célculo

numérico. De seguida exemplificam-se os passos para o calculo das forcas de reacéo,

i. Modelacdo em elementos finitos da estrutura e criacdo da matriz de conetividades;

ii. Criacéo do vetor de forcas contendo a correta amplitude e localizacdo das forgcas exteriores;

iii. Definicdo das matrizes de rigidez e de massa globais da estrutura;

iv. Imposi¢éo dos graus de liberdade fixos;

V. Criacdo da matriz de rigidez dindmica, para cada frequéncia de vibracdo a analisar,
desprezando-se 0 amortecimento;

vi. Célculo do vetor dos deslocamentos dos graus de liberdade ativos, para cada frequéncia de
vibracao, através da equagéo (2.7);

Vii. Célculo das forcas de reacao, para cada frequéncia de vibracao, aplicando-se a equagéo (2.5).
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Os autores da referéncia bibliografica [10] propuseram a seguinte funcéo de erro acumulado,

Nfreq [ ny

= |> [} - ey 3.1)
i=1 [j=1

Na equacdo (3.1), o vetor {F,} contém as forcas de reacdo medidas ou calculadas e o vetor
{F,}° representa as forcas de reagéo estimadas para cada combinacéo de forgas exteriores do conjunto
S. Para um dada frequéncia de vibracgédo, calcula-se a diferenca entre as n; forcas de reacéo estimadas
e medidas, sendo n; a dimensao do conjunto U. O célculo descrito previamente é realizado para as
Nfreq frequéncias consideradas.

As corretas localizacdes e amplitudes das forcas exteriores aplicadas na estrutura sdo aquelas
que minimizam a diferenca entre o valor das forcas de reacdo medidas ou calculadas e as forcas de
reacdo estimadas aplicando-se a transmissibilidade de for¢as, ao longo das varias frequéncias de
excitacdo consideradas. Desta forma, procura-se estimar as posi¢cdes e amplitudes das forgas
aplicadas que minimizam o erro calculado através da equacdo (3.1). O vetor das forcas de reacéo
estimadas, {F,}°, € calculado para cada combinag&o do conjunto S e obtém-se através da definicio

de transmissibilidade de forcas,

{FU}S = [Tus(f)]{Fs} (3-2)

onde a matriz [T,s”] é uma submatriz da matriz de transmissibilidade de forgas, [T,z”], onde apenas
se consideram as colunas referentes a localizagao das forgas {Fs} de uma determinada combinacéo do
conjunto S.

Aplicando-se o conceito de transmissibilidade, a fun¢&o do erro acumulado fica,

Nfreq [ ny

e@mD =y | [, - (roslem),| (33)
i=1 |[j=1

A equacao (3.3) é a base para a formulacdo mateméatica do método de identificagdo da localizacao e
amplitude das forgas exteriores através do conceito de transmissibilidade de for¢cas. Uma vez calculado
0 erro para todas as combinagdes possiveis das forcas exteriores, combinacfes estas que definem o
conjunto S, a localizacdo 6tima das forcas exteriores, designada combinagdo 6tima, é aquela que
minimiza o erro acumulado.

A metodologia de identificac@o de forgas exteriores através do conceito de transmissibilidade

de forcas baseia-se nos seguintes passos:

i. Célculo do numero total de combinagfes de forgcas exteriores a considerar. Para um conjunto
E de dimensédo n, o nimero total de combinagfes possiveis, NP, de k incégnitas é dado por,

n!

NP = i< =D

(3.4)

Para se calcular o nimero total de combinacdes aplica-se a equacao (3.4) para k =1,...,n,
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- n!

il Determinacdo de todas as combinacfes possiveis de forcas exteriores. Para tal usa-se a
funcdo nchoosek(n,k) da biblioteca de funcdes da ferramenta MATLAB. Esta fungédo tem como
output todas as combinacfes de k incognitas de um conjunto com n elementos;

iii. Célculo do erro acumulado e da amplitude das forcas para cada combinacdo de forcas
exteriores. A amplitude das forcas exteriores é aquela que, para cada combinacao, minimiza o
erro acumulado e calcula-se através da fungdo fmincon. Esta fungéo esta incluida na biblioteca
de fungBes da ferramenta MATLAB e tem como output a amplitude das forcas de cada
combinagé@o que minimize o erro acumulado. Sendo assim, a fun¢do fmincon tem como input

a fungdo que implementa o célculo do erro acumulado, dada pela equacéo (3.3).

Depois de calculado o erro acumulado para todas as combinacfes de forcas exteriores, a
combinacéo 6tima é aquela que contém o erro acumulado minimo. A localizagao das for¢cas exteriores
correta corresponde aos graus de liberdade da combinacdo que gerou o erro minimo e,
necessariamente, esta localizacdo ter4 de corresponder ao vetor de for¢cas criado para o célculo das
forcas de reagéo.

Realga-se que, tipicamente, ndo é necessério analisar todas as possiveis combinagfes de
forcas exteriores para se garantir a identificacdo da combinacao 6tima, uma vez que é possivel garantir
gue solucao 6tima foi determinada se a mesma gerar um erro minimo global. Uma combinacéo 6tima
de k — 1 incégnitas gera um erro minimo global quando o erro minimo local associado a combinacdes

de k — 1 incégnitas € menor que o erro minimo local calculado para combinagdes de k incégnitas .

3.1.2 Transmissibilidade de deslocamentos

Para se identificar a localizacdo e amplitude de forcas exteriores aplicando-se a
transmissibilidade de deslocamentos € necessario medir ou calcular os deslocamentos nos graus de
liberdade dos conjuntos U e K, descritos na seccdo 2.5. Os vetores {Y;} e {¥;} contém as amplitudes
dos deslocamentos medidos experimentalmente ou calculados numericamente, em que o assento ‘~’
indica que estes deslocamentos foram medidos ou calculados e ndo estimados. Os deslocamentos
referidos sdo calculados seguindo-se os passos do calculo das forgas de reacdo, apesentados na
seccado anterior, com exce¢do dos passos iv e Vii.

Uma vez que se desconhece a priori a localizacdo dos graus de liberdade com forcas aplicadas,
€ necessario ter em linha de conta todas as possiveis combinag8es dos graus de liberdade onde as
forcas exteriores podem estar aplicadas. Estes graus de liberdade formam o conjunto A, apresentado
na secc¢ao 2.5. Sendo assim, cada combinacao de forcas exteriores é definida como A4;, onde o indice
i varia entre a unidade e o nimero total de combinacdes.

O raciocinio seguido para se identificar a localizacé@o das for¢as exteriores baseia-se no célculo

. (d
da matriz de transmissibilidade de deslocamentos, [T;,g( )], para cada combinacé@o A; que, quando
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aplicada ao vetor {Y’};} através da equacao (3.6), resulta num vetor {Y;} que se compara com o vetor

{7} 1301,
o = [17s 7| (%) 3.6)

Para cada combinacédo de forcas exteriores, o erro acumulado calcula-se da seguinte forma,

nfreq [/ ny

N M)} @)

i=1 \Jj=1

A combinacéao das forgas exteriores A; que gera o menor erro acumulado indica a posi¢édo e o niimero
de forcas aplicadas na estrutura. Devido a pseudo-inversa da matriz [Hy,] presente na definicdo da
matriz de transmissibilidade de deslocamentos, equacéo (2.77), é necessario que a dimensédo do
conjunto K seja maior ou igual que a dimensdo do conjunto A. Sendo assim, 0 nimero maximo de
forcas que se consegue identificar com este método € igual ao nimero de graus de liberdade definidos
para o conjunto K.

Para se estimar a localizagdo das forcas exteriores através do conceito de transmissibilidade

de deslocamentos segue-se a seguinte metodologia:

i. Célculo do numero total de combinagdes das forgas exteriores através da equacéo (3.5);

ii. Determinacdo de todas as combinacdes de forcas exteriores possiveis aplicando-se a funcao
nchoosek(n,k). As possiveis localiza¢gbes das for¢cas sdo uma combinacédo de todos os graus de
liberdade da estrutura onde existe a possibilidade de se aplicarem forcas;

iii. Célculo do erro acumulado associado a cada combinacgado até se atingir a condi¢cdo necessaria
gue dita que a combinagéo o6tima foi determinada. A condi¢@o necessaria referida sera descrita

mais adiante nesta seccéo.

A metodologia de identificacdo de forcas através do conceito de transmissibilidade de forcas,
apresentada na seccdo 3.1.1, é semelhante a metodologia proposta nesta sec¢édo. No entanto, existem
duas caracteristicas bem distintas entre os dois métodos.

Primeiramente, aplicando-se o conceito de transmissibilidade de deslocamentos, para cada
combinacgéo de forgas calcula-se a respetiva matriz de transmissibilidade de deslocamentos, uma vez
que a definicAo da matriz depende do conjunto A e este conjunto corresponde precisamente a cada
combinacéo de forgas exteriores a analisar. Para o caso da aplicagdo do conceito de transmissibilidade
de forcas, para cada combinacao a analisar utilizam-se submatrizes da matriz de transmissibilidade de
forcas, ndo sendo necessario qualquer célculo adicional.

Outra diferenca relevante € que, para o caso desta seccdo, o célculo da localizacédo e da
amplitude das forcas associadas a cada combinacao nédo € simultanea, uma vez que ndo é necessario
encontrar a amplitude das forgcas que minimizem o erro acumulado para cada combinacéo de forgas

exteriores.
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Para se identificar de forma indubitavel a combinacéo de forcas exteriores correta introduz-se
uma condicdo que tem de ser satisfeita para se grantir que a combinacédo étima foi identificada. Esta
condicdo define-se da seguinte forma: A combinacdo A; de k incégnitas contém a localizacdo 6tima
das forgas exteriores se todas as combinacdes que geram erros minimos locais para k + 1 incognitas
incluirem a combinacéo 4; e, adicionalmente, a amplitude da for¢ca associada ao grau de liberdade que
ndo esteja incluido na combinacdo A; seja identicamente nula para todos os valores da gama de
frequéncias de vibragéo.

Denominam-se de falsos positivos ou combinagGes potencialmente 6timas todas as
combinac¢des de k + 1 incgnitas que geram erros minimos locais e que incluem a combinagéo 6tima
A; de k incégnitas e, adicionalmente, a forca associada ao grau de liberdade que nao esteja incluido
na combinacdo A; seja identicamente nula para todos os valores da gama de frequéncias de vibragéo.

Sendo assim, a definicdo da condi¢cdo necessaria implica o célculo da amplitude das for¢as
associadas a todas as combinagdes potencialmente 6timas. Este célculo efetua-se através de uma das
equacdes do seguinte sistema,

{{FA} = [HUA]+{YU}

{FA} = [HKA]+{YK} (3-8)

O sistema de equacdes apresentado obteve-se resolvendo a equacéao (2.75) em ordem ao vetor {F,}.
Devido a pseudo-inversa [H,,]" presente na primeira equacdo do sistema de equacgGes (3.8), a
dimenséo do conjunto U tem que ser maior ou igual que a dimenséo do conjunto A, caso se pretenda
utilizar esta equacdo. Similarmente, a pseudo-inversa [Hy4]" presente na segunda equacéo do sistema
implica que a dimenséo do conjunto K tem de ser maior ou igual que a dimenséo do conjunto A. Uma
vez que esta condigcdo € satisfeita para que se apligue a metodologia de identificacdo de forgas, a

segunda equacdao do sistema pode ser sempre aplicada.

3.2 Identificacao de modificagdes estruturais

Ao longo da seccéo 2.6 demonstrou-se que modificagfes estruturais podem ser interpretadas
como forgas adicionais que atuam numa estrutura ndo-modificada. Uma vez determinada a localizagéo
das modificacBes estruturais, pretende-se quantificar a mesma calculando-se as matrizes [AM], [AC] e
[AK].

3.2.1 Adicao de uma massa pontual

A metodologia proposta para identificar o local de adicdo de massa, bem como a massa total
adicionada, envolve a aplicacdo de uma ou mais forgas harménicas numa localizagdo conhecida,
{F(w)}. Estas forcas tém o propoésito de excitar os deslocamentos onde a massa foi adicionada. Para
se aplicar o conceito de transmissibilidade de deslocamentos s@o necesséarias medi¢des ou célculos
numéricos dos deslocamentos dos conjuntos U e K, como descrito na sec¢do 3.1.2. Uma vez
determinados os vetores dos deslocamentos nodais {V;(w)} e {Vx(w)} aplica-se a equacéo (3.9),

estimando-se o vetor dos deslocamentos do conjunto U, {Y;(w)}, através da matriz de
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transmissibilidade de deslocamentos [Tﬁ‘K(d)], que depende da localizacdo das forcas exteriores

aplicadas na estrutura.

Yy (@)} = [T @] T (@)} (3.9)

Depois de obtidos os vetores dos deslocamentos do conjunto U medidos e estimados para cada matriz

de transmissibilidade de deslocamentos, efetua-se uma comparacdo entre ambos, para cada caso

particular de localizacao das forcas exteriores.

A metodologia usada para a identificacédo da adicdo de massa é aplicada em trés passos:

Célculo dos deslocamentos do conjunto U e K na estrutura modificada resultantes da aplicacéo
de forcas exteriores {F(w)}, como descrito na secc¢éo 3.1.2, com a Unica excecao de se incluir
a modificacdo estrutural na matriz de rigidez dinamica. Frisa-se que a localizagdo e amplitude
das forcas de excitacdo sdo conhecidas a priori;

Aplicacdo do método de identificacdo de forgas através do conceito de transmissibilidade de
deslocamentos, descrito na seccado 3.1.2, para identificar a localizacdo das forcas que
constituem os vetores {F(w)} e.{Fp(w)}. O vetor {F(w)} contém as forcas de excitacéo
conhecidas, e as for¢as de inércia resultantes da massa adicionada geram o vetor {F,(w)}.
Depois de satisfeita a condi¢cdo necessaria para a definicdo da combinacéo 6tima, a matriz de
transmissibilidade que minimiza o erro acumulado fica definida. Consequentemente, localizam-
se os graus de liberdade da estrutura onde se encontram aplicadas as forcas exteriores. A
identificacdo da localizacdo da massa pontual adicionada é imediata, visto que a localiza¢do
da forga harmonica de excitacdo, {F(w)}, é conhecida a priori. Uma vez que se considerou a
adicao de massa como uma forga de inércia e ndo como uma modificac@o estrutural, a matriz
de rigidez dindmica [Z (w)] considerada € igual a da estrutura original. Sendo assim, as matrizes
de transmissibilidades calculadas também correspondem a estrutura original, uma vez que
estas apenas dependem da inversa da matriz de rigidez dinamica;

Reconstrugdo do vetor de forcas total {F,(w)} aplicando-se a equacéo (3.10), que corresponde
a segunda equacao do sistema de equacdes (3.8). Uma vez que o vetor de forgas total, {F,(w)},
contém os vetores {F(w)} e {Fp(w)}, e {F(w)} é conhecido, a determinacéo do vetor resultante

da adicdo de massa, {F,(w)}, é imediata;

{Fa} = [Hgal"{Yx} (3.10)

Célculo do valor da massa adicionada usando-se o vetor de forcas {F,(w)}, obtido no ponto

anterior, e o vetor dos deslocamentos, {Y,(w)}, aplicando-se a seguinte expressao,

{Fp (@)} = w?[AM]{Y) (w)} (3.11)

onde o vetor {Y,(w)} contém os deslocamentos dos nds onde se adicionou massa.
Em ambiente de laboratério apenas sao medidos alguns deslocamentos nodais, podendo estes

nao corresponder ao vetor {Y,(w)}. Os valores dos deslocamentos dos graus de liberdade onde
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se adicionou a massa pontual, necessarios para a aplicacdo da equacao (3.11), podem ser
obtidos aplicando-se o conceito de transmissibilidade de deslocamentos. Para tal recorre-se a

seguinte equacao,

) = 14| {%e} (3.12)
onde a matriz de transmissibilidade [Tg‘K(d)] € dada por,
|74 = Hpal- [Heal* (3.13)

O conjunto D presente nas equacgdes (3.12) e (3.13) contém o/os graus de liberdade de
deslocamento transversal do/s né/s onde se adicionou massa/s pontuais.
Se a massa adicionada estiver localizada num Unico né da estrutura modificada, os vetores

{Fp(w)} e {YV,(w)} s@o escalares, o que resulta na relacao,
Fmassa ((1)) = wz' mmassa- Ymassa (w) (314)

onde E, ... € @a amplitude da forga no local de adicdo de massa, m,,,s;, € @ quantidade de
massa adicionada e Y,,,.s, € 0 deslocamento transversal no né onde foi adicionada a massa.
O valor da massa adicionada € calculado para toda a gama de frequéncias considerada,
determinando-se posteriormente a média dos valores obtidos. Desta forma obtém-se o valor,

em kg, da quantidade de massa que foi adicionada.

3.2.2 Reducéo de rigidez localizada

A metodologia seguida até a reconstrugdo do vetor de forcas total, {F,(w)}, e obtencdo do
vetor de forcas adicionais, {F,(w)}, resultante da reducéo de rigidez, € analoga a metodologia seguida
para o caso de adicdo de massa, apresentado na secc¢do anterior. Uma vez determinado o vetor de
forcas, {Fp(w)}, e o vetor de deslocamentos dos graus de liberdade onde se localiza a redugédo de
rigidez, {Y,(w)}, resolve-se a equacéo (3.15) em ordem a matriz [AK] para se quantificar a alteracédo
de rigidez.

Realca-se que a reducdo de rigidez descrita na seccdo 2.6.2 apenas influencia graus de
liberdade de rotacdo. Sendo assim, € necessario identificar-se momentos e ndo apenas forgas
exteriores. Tal particularidade ndo é problemética visto que o conceito de identificacdo de forgas é
naturalmente expandido caso seja necessario identificar momentos, sem implicar alteracdes na
metodologia a seguir.

Deduziu-se na secgédo 2.6.2 que o vetor {F,(w)} é dado por,

{Fp (@)} = —[AK]{Yp ()} (3.15)

Como simplificagdo considerou-se que a influéncia da reducao de rigidez esta confinada aos nos da
estrutura e apenas tem impacto nas rotacdes nodais. Sendo assim, o vetor {Y;, (w)} contém as rotacdes
dos nos onde ocorreu uma reducao de rigidez localizada. Resultado da simplificacdo apresentada,

identificando o ou os né/s onde a forca {F, (w)} esta aplicada, identifica-se imediatamente a localizacédo
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da reducao de rigidez localizada. Para se quantificar a alteracdo de rigidez [AK] aplica-se a equagao
(3.15) para toda a gama de frequéncias, calculando-se posteriormente a média dos valores obtidos. As

duas alternativas para o calculo do vetor {Y,(w)} foram apresentadas na seccédo anterior.

3.2.3 Adicao de uma massa pontual e reducao de rigidez localizada
A metodologia seguida para a identificacao da localizacdo das duas modificacdes estruturais é
equivalente a usada na seccao 3.2.1. O vetor de forgas {F,(w)} obtido é dado pela equacao (3.16),

deduzida na seccéo 2.6.3.

{Fp(@)} = (—[AK] + w*[AMD{Y, ()} (3.16)

Considerando o caso em que a reducdo de rigidez apenas influencia o grau de liberdade de

rotacdo n e apenas foi adicionada uma massa pontual num tnico né, a equacéo (3.16) é dada por,

{FD ((l))} = _AKTLXTI.' YTL ((l)) + wz' mmassa' Ymassa ((l)) (317)

onde —AK,,, € um escalar que representa a reduc¢do de rigidez no n6 que contem o grau de liberdade
n e Y,(w) é o valor da rotacao n. Sendo assim, o vetor de forgas adicionais, {F,(w)}, tem dimensao
dois. Posto isto, para se quantificar a redu¢@o de rigidez resolve-se a equacao (3.18) em ordem a
—AK,«n, para toda a gama de frequéncias, determinando-se posteriormente a média dos valores
obtidos.

{Fpk (@)} = —AKpyn- Y (w) (3.18)

Na equacdo (3.18), {Fpx(w)} € alinha do vetor {F,(w)} correspondente a reducgao de rigidez localizada.
Similarmente, para se calcular a quantidade de massa adicionada resolve-se a equacédo (3.19) em
ordem a mp,..sq, Para toda a gama de frequéncias, efetuando-se posteriormente a média dos

resultados. Na equacéo (3.19), {F,, (w)} € a linha do vetor {F,(w)} correspondente a adigdo de massa.

{FDM (W)} = w?. Munassa- Ymassa (@) (3.19)

3.2.4 Fissura aberta numa viga de Bernoulli-Euler

Para uma viga de Bernoulli-Euler com muliltiplas fissuras, o vetor das forgcas exteriores totais,
{F,(w)}, é obtido seguindo-se a metodologia descrita na seccdo 3.2.1. Para a criacdo das matrizes de
massa e de rigidez globais da viga utilizaram-se as matrizes de massa e de rigidez elementares de um
elemento de viga de Bernoulli-Euler, equacdes (2.32) e (2.33), respetivamente. Similarmente aos casos
das trés seccdes anteriores, uma vez que se conhece a localizacdo e amplitude da ou das forcas de
excitacdo, uma vez obtido o vetor de forcas total {F,(w)}, a obtencdo do vetor de forcas adicionais,
{Fp(w)}, é imediata. O vetor das forcas adicionais € dado pela equacéo (3.20), previamente deduzida

na seccgao 2.6.4.
{Fp(@)} = [K5]{Yp (@)} (3.20)
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onde,

kll k12 _kll k14—

k k -k k

n| — 12 22 12 24
K5I = |y e s s (3.21)

k14 k24 _k14- k44

Considerando o caso em que se formou uma Unica fissura, a andlise das equacgdes (3.20) e
(3.21) permite concluir que o vetor {F,(w)} tem dimensao quatro. Sendo assim, a combina¢éo 6tima a
identificar contém cinco graus de liberdade, nomeadamente, o deslocamento transversal do né onde
se aplica a forca harmdnica de excitagcdo, previamente conhecido, e quatros graus de liberdade
correspondentes a um elemento finito de viga n, no interior do qual se formou a fissura.
Consequentemente, a determinacdo da combinacdo 6tima permite concluir imediatamente em qual
elemento se formou a fissura. O vetor {Y,(w)} contém o valor dos deslocamentos transversais e das
rotacdes dos dois nds do elemento n.

Uma vez determinados os vetores {F,(w)} e {Yp(w)} segue-se o calculo da matriz [K}j] que
permite determinar a localizagdo e a profundidade da fissura, {; e d.;, respetivamente. Para um
elemento de viga de Bernoulli-Euler com os graus de liberdade {w,, 8,,w,, 8, }, como representado na

figura 2.4, a equacdao (3.20) é dada por,

kin  kiz —kin kig ] (wi(@)) F(w)

k12 kys  —kiz ki 01(w) | _ !Fz(w)l

—ki1 —kip ki —kas iwz ((u)} ") F3(w) (3.22)
kis  kay  —kis kas 1\6,(w) kF4(a))J

onde F;(w), F,(w), F;(w) e F,(w) séo as forcas e momentos associados ao elemento onde se formou
a fissura. Exprimindo a equacéo (3.22) no formato [A]{x} = {b}, em que o vetor {x} contém as seis

incognitas da matriz [K:], obtém-se,

k4
A(w) 01 (w) 0, (w) 0 0 0 kiy Fi(w)
0 A(w) 0 01(w) 6(w) 0 kis| _ ) Fo(w)
—Aw) —-0(w) —0(w) O 0 0 ko[ )| Fs(w) (3.23)
0 0 A(w) 0 6i(w) B(w)|kas Fy(w)

onde A(w) = w; (w) — wy(w). A matriz presente na equacao (3.23) tem mais linhas do que colunas,
sendo assim o sistema é indeterminado. No entanto, os deslocamentos w; (w) e w,(w) e as rotacdes
0, (w) e 6,(w) sdo dependentes da frequéncia de excitacdo. O mesmo se aplica ao vetor de forgas, que
também é dependente da frequéncia de excitagdo. Consequentemente, é possivel obter-se um sistema
de equacgBes sobre-determinado a partir do sistema de equacgfes (3.23) considerando-se multiplas

frequéncias de vibragdo, obtendo-se a equacéo (3.24).
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onde se definiu uma matriz [Q (w,,)] para toda a gama de frequéncias de vibracdo. A matriz do sistema
de equacbes (3.24) tem dimensdo (L x4) x 6, em que L representa o ndmero de frequéncias

consideradas. A matriz [Q(w,,)] é dada por,

A(wn) el(wn) ez(wn) 0 0 0
— 0 A(wn) O gl(wn) Qz(wn) 0
RII=|_Aw) —8,@) —8:(@) 0 0 0 (3:25)
0 0 Aw) 0 6w By(wn)

onde A(wy,) = wy(wyp) — wa(wy).

Os valores das constantes de reducao de rigidez obtém-se invertendo a equacéo (3.24),

kll

o [[0@1)1

kaa (3.26)

21 llewn)
k44

¥ {{F(c_ul)}}
(Flwy)}

Uma vez calculados os valores das constantes de reducdo de rigidez, a localizagao da fissura, {;, € 0
segundo momento de area na secgdo da fissura, I, calculam-se resolvendo um sistema com duas das

expressodes das constantes de reducéo de rigidez, apresentadas na equacéo (2.107).
Depois de calculado o segundo momento de area na seccado da fissura, a determinagédo da

profundidade da fissura, d.;, € imediata. O segundo momento de area na seccdo da fissura € dado por,

Iej = w(d — dg;)3/12 (3.27)

Manipulando a equacado (3.27) obtém-se a expressdo utilizada para o célculo da profundidade da

sf121 -
de=-— T”— d (3.28)

fissura,
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Capitulo 4

4 Resultados

Este capitulo inicia-se pela apresentacdo dos resultados da identificacdo da localizacéo e
amplitude de forcas exteriores aplicadas numa viga. A identificagéo é realizada aplicando-se conceitos
de transmissibilidade de forgas, seccéo 4.1.1, e de transmissibilidade de deslocamentos, sec¢éo 4.1.2.

Ao longo da seccédo 4.2 mostra-se os resultados obtidos para a identificacdo de modificacdes
estruturais numa viga. As modificacdes estruturais analisadas correspondem aquelas apresentadas ao
longo da seccdo 2.6. Na seccao 4.2.1 identifica-se uma adicdo de massa pontual, ha secc¢ao 4.2.2 uma
reducdo de rigidez localizada, na seccéo 4.2.3 uma adi¢cdo de massa pontual e uma reducéo de rigidez
em simultaneo e na seccéo 4.2.4 a formacgéo de uma fissura aberta.

Na seccdo 4.3.1 aplica-se o conceito de transmissibilidade de deslocamentos para a
identificacdo da localizacéo e amplitude de for¢as exteriores aplicadas numa placa. Para finalizar este
capitulo, na sec¢do 4.4 apresentam-se o0s resultados da identificacdo da adicdo de uma massa pontual

numa placa.

4.1 Identificacdo de forcas aplicadas numa viga

A viga a analisar nesta seccao é modelada em elementos finitos de viga de Bernoulli-Euler,
descritos na secc¢éo 2.3.1. As propriedades da viga especificam-se na tabela 4.1.
Os resultados apresentados s@o obtidos através da simulagdo em MATLAB do cddigo

main_viga.m, disponibilizado em anexo.
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4.1.1 Trasmissibilidade de forcas

Para se identificarem as forcas exteriores aplicadas numa viga aplicando-se o conceito de
transmissibilidade de forcas, recorre-se a metodologia descrita na sec¢éo 3.1.1. A viga a analisar tem
encontra-se encastrada nas duas extremidades e foi descretizada em seis elementos finitos, todos com

0 mesmo comprimento, como se pode observar na figura 4.1.

F; =500N  F, =500N

!

| . N
% 0 ® 2 @ (3 & (4 @ (55 @& (& j\}\

-+

L=1m

Figura 4.1: Viga encastrada nas extremidades descretizada em seis elementos finitos

Material Aco
Massa especifica (p) 7850 kg/m3
Médulo de Young Longitudinal (E) 187,5 GPa
Area da seccdo reta (4) 1x 1073 m?
Segundo Momento de Inércia (I) 2x 10710 m?

Tabela 4.1: Propriedades da viga

Como descrito na secg¢éo 2.3.1, cada elemento finito de viga de Bernoulli-Euler possui dois noés,
tendo cada n6 dois graus de liberdade, um deslocamento transversal e uma rotagao.
Consequentemente, a viga modelada em elementos finitos totaliza 7 nés, que contabilizam um total de
14 graus de liberdade. As forcas exteriores a identificar sdo harmonicas e discretas, com uma amplitude
de 500 N e uma frequéncia de vibracdo que varia entre 0 rad/s e 500 rad/s. As forcas encontram-se
aplicadas nos nés 3 e 4, como representado na figura 4.1. Os diversos conjuntos de graus de liberdade,
descritos na secc¢édo 2.4, definem-se da seguinte forma:

i. Conjunto U: {1,2,13,14}, graus de liberdade onde se desenvolvem as reag0es;
ii. Conjunto K: {5, 7}, graus de liberdade onde se encontram aplicadas forcas exteriores;
iii. Conjunto C: {3,4,6,8,9,10, 11, 12}, todos os restantes graus de liberdade;

iv. Conjunto E = Conjunto K + Conjunto C.

As reacdes calculadas para a gama de frequéncias selecionada apresentam-se na figura 4.2.
O gréfico da figura 4.3 ilustra a evolucao da forca de reacéo no n6é 1 com a frequéncia de vibragao. A
preto representa-se a reagdo calculada através dos passos descritos na seccdo 3.1.1 e a vermelho
apresenta-se a reacdo obtida através da matriz de transmissibilidade de forcas, equacgédo (2.68),
assumindo-se a correta localizacdo das forcas exteriores. Como se pode constatar observando-se o
grafico da figura 4.3, as forgas de reacé@o no né 1 calculadas através dos dois processos mencionados
séo coincidentes, o que implica uma correta definicdo da matriz de transmissibilidade de forcgas.

Depois de calculadas as for¢cas de reacdo da viga para o caso apresentado na figura 4.1, o

objetivo passa por estimar a amplitude e localizacdo das forcas exteriores para o caso proposto,
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nomeadamente duas forgas de 500 N, localizadas nos nés 3 e 4. No entanto, como se desconhece-se

a priori se a excitacdo da viga resulta unicamente da aplicacéo de forcas, também se tem em linha de
conta a possivel aplicacdo de momentos.

Forgas de reagao calculadas
: ¥

5
10 ' Reacéo F1
— — —Reagéo F2
Reacdo F13
10% — — —Reacéo F14

Forcas de reacao [N]

0 20 40 60 80
Frequéncia [Hz]

Figura 4.2: Evolugéo das reagdes com a frequéncia de vibracéo

Forcas de reagéo R1 [N]

100 1 1 1 1 1 L L
0 10 20 30 40 50 60 70 80

Frequéncia [Hz]

Figura 4.3: Comparacéo entre as forcas de reagdo no né 1 calculadas com o método direto e

estimadas através do conceito de transmissibilidade de for¢cas

No caso do problema a analisar nesta seccao, as forcas ou momentos exteriores podem estar
aplicados em 5 nos da viga. No entanto, cada né possui dois graus de liberdade, o que contabiliza um
total de 10 graus de liberdade como possiveis localiza¢des das forgas ou momentos exteriores.

Apresenta-se no gréfico da figura 4.4 o erro acumulado calculado para todas as combinacdes
consideradas até se encontrar a solugdo 6tima. Neste caso, foram calculados os erros acumulados
para todas as combina¢cBes de uma, duas e trés incognitas, uma vez que a solucao 6tima € uma
combinacdo com duas incégnitas. Através da andlise do grafico da figura 4.4 constata-se
imediatamente a existéncia de um erro minimo, uma vez que existe uma combinacdo que gera um erro

com uma ordem de grandeza muito inferior aos restantes erros calculados. A combinagdo oOtima
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identificada contém os graus de liberdade 5 e 7, correspondentes aos deslocamentos transversais dos
nds onde se encontram aplicadas as forcas exteriores de excitacdo. Para ambas as forcas determinou-

se a amplitude correta de 500 N.

1010
105 1
(e}
el
®©
=)
€
g
° Combinacéo 6tima:
T .
DOF’s {5,7}
105 F 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Combinacdes de forcas ou momentos exteriores

Figura 4.4: Erro acumulado para combinacdes de for¢cas e momentos exteriores até 3 incognitas

4.1.2 Transmissibilidade de deslocamentos
Para a aplicacdo do conceito de transmissibilidade de deslocamentos na identificacéo de for¢as
segue-se a metodologia descrita na seccdo 3.1.2. Nesta sec¢do analisa-se uma viga com as
extremidades livres, condicdo necessaria para se estabelecer a relacdo entre os deslocamentos dos
conjuntos U e K através da matriz de transmissibilidade de deslocamentos, equagéo (2.78).
Como no caso da secgdo anterior, as forgas exteriores encontram-se aplicadas nos nos 3 e 4
e ambas tém uma amplitude de 500 N. As gamas de frequéncias a analisar coincidem com as usadas
na seccdo anterior. Como consequéncia da pseudo-inversa usada no célculo da matriz de
transmissibilidade de deslocamentos, a dimensdo do conjunto K tem que ser maior ou igual que a
dimenséo do conjunto A. No caso da viga a analisar, como apenas existem duas for¢cas aplicadas, um
conjunto K com dois graus de liberdade é suficiente para a identificacdo precisa das duas forgas.
Contudo, serd necessario analisar combinacdes de trés graus de liberdade para se estabelecer a
condicdo necessaria de identificacdo da combinacao 6tima, como se apresentou na secc¢ao 3.1.2.
Posto isto, definiu-se um conjunto K com dimensédo trés. Os dois conjuntos de graus de
liberdade considerados sé&o:
i Conjunto U: graus de liberdade {3,5,7};
ii. Conjunto K: graus de liberdade {9,11, 13}.

Os deslocamentos dos conjuntos U e K, calculados para toda a gama de frequéncias,

apresentam-se no gréafico da figura 4.5. Os deslocamentos do conjunto U apresentam-se a preto e 0s

deslocamentos do conjunto K a vermelho. A representacao grafica dos deslocamentos em funcédo da
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frequéncia tem particular interesse na observacéo das frequéncias de ressonancia e anti-ressonancia,

uma vez que estas correspondem a picos no valor dos deslocamentos.

Deslocamentos dos conjuntos U e K

102 T ‘ T

Deslocamentos do conjunto U e K [m]

0 10 20 30 40 50 60 70 80
Frequéncia [Hz]

Figura 4.5: Deslocamentos dos conjuntos de graus de liberdade U e K

Alternativamente, os deslocamentos do conjunto U foram calculados através da equacéo (3.6),
em que a matriz de transmissibilidade de deslocamentos define-se para o conjunto A constituido pelos
graus de liberdade 5 e 7 e o vetor {7,}} corresponde aos deslocamentos do conjunto K previamente
calculados. No gréfico da figura 4.6 representa-se a vermelho a evolugdo dos deslocamentos do
conjunto U, apresentados na figura 4.5. A preto apresenta-se os deslocamentos do conjunto U
calculados através da aplicagdo do conceito de transmissibilidade de deslocamentos. Como se pode
observar no grafico da figura 4.6, os deslocamentos calculados das duas formas distintas séo

coincidentes, o que implica uma correta definicAo da matriz de transmissibilidade de deslocamentos.

102 ; : ; ; ; ;

Deslocamentos do conjunto U

0 10 20 30 40 50 60 70 80
Frequéncia [Hz]

Figura 4.6: Deslocamentos do conjunto U calculados pelo método direto e através do conceito de

transmissibilidade de deslocamentos
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No gréfico da figura 4.7 apresenta-se os erros acumulados calculados para todas as

combinacgdes até 3 incognitas.

“]Ds T T T T T T T T T
—WMWMAMW
0%
5 107 .
° Possiveis
2 . ~
E 1010 combinacdes
) o
o 6timas
Lu1u"‘5— / \
10201
10.25 | | | | | | | | |
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Combinacdes de forgas ou momentos exteriores

Figura 4.7: Erro acumulado para combinagdes até trés incognitas

Observando o grafico da figura 4.7 conclui-se que ndo se consegue afirmar de forma imediata

qual é a combinacdo que contém a localizacdo 6tima das forcas e momentos exteriores, uma vez que

existem combinagBes que geram picos de erro acumulado muito préximos. De todas as combinagfes

analisadas, séo candidatas a combinagdo 6tima as combinacfes 62, 361, 362 e 363, uma vez que

estas geram erros muito pequenos comparativamente a todas as restantes combinagfes. Analise-se

cada combinagéo candidata a combinacao 6tima:

Combinacéo 62: Esta combinacéo consiste nos graus de liberdade {5, 7}, localizacdo correta
das forgas exteriores e gera um erro acumulado com o valor 4,4 x 10727, Reconstruindo as
forcas associadas a esta combinacéo, aplicando-se a equacao (3.10), calculou-se que ambas
as forcas tém uma amplitude de 500 N para toda a gama de frequéncias de vibragéo;
Combinacdes 361, 362 e 363: Estas combinacaos incluem os graus de liberdade 5, 7. A
combinacdo 361 contém os graus de liberdade {5,7,11} e gera um erro acumulado de
1,65 x 10726, A combinag&o 362 corresponde aos graus de liberdade {5,7,12} e tem um erro
associado de 1,43 x 10727, A combinag&o 363 engloba os graus de liberdade {5,7,13} e gera
um erro acumulado de 2,4 x 10727, Reconstruindo-se as forcas associadas a cada uma das
combinacgBes, para toda a gama de frequéncias. obteve-se um valor de 500 N para as forgas
correspondentes aos graus de liberdade 5 e 7, né 3 e 4 respetivamente, e um valor
identicamente nulo para as for¢as nos graus de liberdade 11 e 13 e para 0 momento no grau
de liberdade 12.

A reconstrucdo das forcas e momentos para as combinac¢fes 361, 362 e 363, combinactes

estas que incluem a combinagdo 6tima, permite concluir que a condigdo necesséria é satisfeita e a
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combinacdo 62 corresponde a combinacdo 6tima, sendo as combinacdes 361, 362 e 363 falsos
positivos. Conclui-se desta forma que a simulacéo identificou corretamente a localizacdo das forcas
exteriores e a sua amplitude.

Para se facilitar a visualizagdo da combinacdo 6tima graficamente adiciona-se uma constante
ao erro acumulado gerado pelos falsos positivos. Obtém-se assim o grafico da figura 4.8, a partir do
gual se observa imediatamente que existe uma combinagdo 6tima bem definida. Ao longo desta
trabalho denominam-se os graficos que contém o erro acumulado corrigido com um factor arbitrario por

gréficos do erro acumulado corrigido.
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Figura 4.8: Erro acumulado corrigido para combinacdes até trés incognitas

4.2 ldentificacdo de modificacdes estruturais numa viga

Ao longo desta sec¢do apresentam-se os resultados do método de identificacdo de diversos
tipos de modificagBes estruturais, apresentadas ao longo da sec¢do 2.6. Os resultados resultam da
simulacdo em ambiente MATLAB do cédigo main_viga.m, disponibilizado em anexo. Para a modelacéo
em elementos finitos da viga aplica-se a teoria de viga de Bernoulli-Euler descrita na secgéo 2.3.1. As

propriedades da viga a analisar apresentam-se na tabela 4.1.

4.2.1 Adicdo de uma massa pontual

Nesta seccdo analisa-se a aplicabilidade do conceito de trasmissibilidade de deslocamentos
na identificacdo de uma massa pontual adicionada numa viga. Para o propésito de se determinar a
localizacdo da massa segue-se a metodologia descrita na sec¢éo 3.2.1.

Considere-se uma massa pontual de 30 g adicionada no né 3 da viga modelada em elementos
finitos, como representado na figura 4.9. Para a aplicacdo da metodologia de identificacdo de forcas,
através dos fundamentos de transmissibilidade de deslocamentos, requere-se a medicdo de
deslocamentos na viga excitada através da aplicacdo de uma forca harmdnica. No caso em estudo

aplicou-se uma for¢ca harménica no né 4 com 500 N de amplitude, como se observa na figura 4.9.
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Massa pontual de 30 g (N6 3) F =500 N (N6 4)
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Figura 4.9: Viga livre nas extremidades descretizada em seis elementos finitos com uma massa

pontual adicional

Para a situagéo ilustrada na figura 4.9, a matriz [AM] é uma matriz 14 X 14, uma vez que a
descretizacao da viga resulta em 7 nés e existem 2 graus de liberdade por nés, nomeadamente um
deslocamento transversal e uma rotacdo. Uma vez que se assume desprezavel a contribuicdo da
massa adicional na variacdo das rotacdes nodais da estrutura, considera-se que a massa pontual
apenas afeta os deslocamentos transversais. Por conseguinte, de todas as entradas da matriz [AM], a
Unica entrada ndo-nula é aquela referente ao grau de liberdade de deslocamento transversal
correspondente ao n6 onde se adicionou a massa pontual. Para o caso em estudo, a Unica entrada nao
nula da matriz [AM] é a entrada 5 x 5, visto que o grau de liberdade 5 corresponde ao deslocamento
transversal do né 3.

Uma vez calculado o vetor de deslocamentos da estrutura modificada segue-se a definicdo dos
conjuntos U e K. Visto que é necessario identificarem-se duas for¢as, a forca de inércia resultante da
massa adicional e a forga harménica, o conjunto K tem de ter dimensao dois, pelo menos. No entanto,
como se analisou na seccdo 3.1.2, para se estabelecer a condigcdo necessaria para se identificar a
combinacgdo 6tima € necessario analisarem-se combinac¢des de trés incégnitas. Por conseguinte, optou-
se por definir os conjuntos da seguinte forma:

i Conjunto U: graus de liberdade {3,5,7};
ii. Conjunto K: graus de liberdade {9,11,13}.

No grafico da figura 4.10 apresenta-se a preto os deslocamentos do conjunto U e a vermelho
os deslocamentos do conjunto K, para toda a gama de frequéncias, igual a utilizada ao longo da seccao
4.1. No gréfico da figura 4.11 apresenta-se a vermelho os deslocamentos do conjunto U calculados na
estrutura modificada, comparativamente aos deslocamentos do conjunto U que seriam calculados na
estrutura original, representados a preto. Como se pode constatar, os diferentes deslocamentos
encontram-se praticamente sobrepostos. Tal justifica-se uma vez que a massa adicionada tem apenas
30g.

Com os deslocamentos dos conjuntos U e K calculados, pode-se iniciar o processo de
identificacdo da localizagcdo da massa pontual através do conceito de transmissibilidade de
deslocamentos. No grafico da figura 4.12 apresenta-se os erros associados a todas as combinagdes

de uma até trés incégnitas, assumindo-se que se desconhece a localizacao da forga harménica.
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Deslocamentos dos conjuntos U e K
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Figura 4.10: Deslocamentos dos conjuntos U e K da viga modificada
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Figura 4.11: Deslocamentos do conjunto U com e sem adi¢cdo de massa na estrutura original
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Figura 4.12: Erro acumulado para combinacdes até trés incégnitas
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No entanto, uma vez que na pratica a localizacdo da for¢ca harménica é conhecida a priori, para
se identificar a localizacdo da massa pontual com precisdo apenas seria necessario calcular os erros
associados a combinacgdes de forgas exteriores que incluissem a forca harménica aplicada no no6 4.
Esta possibilidade de reducdo do nimero de combinacdes a analisar tem extrema importancia na
reducdo do tempo requerido para identicar a localizagdo de modificagdes estruturais, caso a estrutura
a analisar seja descretizada num numero significativo de graus de liberdade.

Similarmente ao ocorrido na seccao 4.1.2, analisando-se o grafico da figura 4.12 néo se
consegue definir, de forma indubitavel, a combinacéo de forcas ou momentos exteriores que resulta na
identificacdo correta da localizacdo da massa pontual. Tal ocorre porque o erro minimo local para
combinacdes de 2 incégnitas € da mesma ordem de grandeza que os erros minimos locais para
combinagdes de 3 incognitas.

Para se ultrapassar esta dificuldade recorre-se ao grafico do erro acumulado corrigido, onde se
soma uma constante ao erro acumulado de todas as combina¢gBes que se revelam falsos positivos.
Este gréafico apresenta-se na figura 4.13 e a analise do mesmo permite constatar de forma imediata a

existéncia de uma combinagéo o6tima.
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Figura 4.13: Erro acumulado corrigido para combinacgdes até trés incégnitas

A combinagéo 6tima identificada € a combinagédo nimero 62 que contém os graus de liberdade
5 e 7, graus de liberdade de deslocamento transversal dos nés onde se encontram adicionada a massa
e aplicada a forca de excitacdo. Visto que se conhece a priori que a for¢ca harmdnica de excitacdo se
encontra localizada n6 4 (grau de liberdade 7), conclui-se imediatamente que a massa pontual se
encontra localizada no né 3 (grau de liberdade 5). De agora em diante, o grafico do erro acumulado
corrigido seré utilizado recorrentemente visando-se obter uma identificacdo imediata da combinacgéo
otima. Assim sendo, diminiu-se significativamente a densidade interpretativa dos casos analisados nas
seccdes futuras.

Uma vez determinada a localizagdo da massa pontual segue-se a determinagéo da quantidade

de massa que foi adicionada. Para tal aplica-se a equacéo (3.14), previamente apresentada na secgao
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3.2.1. Depois de obtidos os valores da massa calculada para cada frequéncia de vibracéo,
representados na figura 4.14, calculou-se a média dos mesmos e obteve-se um valor exato para a

massa adicionada.
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Figura 4.14: Massa pontual calculada para cada frequéncia de vibracdo

4.2.2 Reducéo derigidez localizada

Com o intuito de se demonstrar a aplicabilidade da identificacdo de uma possivel alteracdo de
rigidez, através do conceito de transmissibilidade de deslocamentos, aplica-se a metodologia descrita
na seccao 3.2.2. Considere-se a existéncia de uma reducdo de rigidez localizada no n6 2 da viga
modelada em elementos finitos, como representado na figura 4.15. A viga é excitada através da
aplicacdo de uma forga harmoénica numa localizacdo conhecida. No caso em estudo aplicou-se uma

for¢ca harmonica de 500 N no no 3.

Reducéo de rigidez (N6 2) F =500 N (N6 3)

N

o0 X @ [ ® [ @ [ 6 [ 6 |

A
A

L=1m

Figura 4.15: Viga livre nas extremidades descretizada em seis elementos finitos com uma reducéo de

rigidez localizada no n6 2

Definiu-se uma reducdo de rigidez a rotagdo de 5%. Visto que o grau de liberdade 4
corresponde a rotacdo no n6 2, a matriz [AK] tem a mesma dimensdo da matriz [K], matriz 14 x 14, e

tem todas as entradas nulas com excecéo da entrada 4 x 4, dada por,
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[AK4><4] = _0-05[K4><4] (4-1)

ou seja, a rigidez torcional associada ao grau de liberdade 4 na estrutura modificada, corresponde a
95% da rigidez a rotacéo desse mesmo grau de liberdade na estrutura original.

Visto que apenas um no é afetado pela reducéo de rigidez, e considera-se que a mesma apenas
afeta o grau de liberdade de rotacéo, a reducao de rigidez localizada resulta num Unico momento
adicional. Este momento calcula-se através da equacéo (3.15), apresentada na seccao 3.2.2.

Uma vez que a matriz [AK] tem todas as entradas nulas com excec¢do da entrada 4 x 4, a

equacao (3.15) resume-se a,

{Fp(@)} = —[AKyua[{Yy (@)} (4.2)

onde {Y,(w)} é a rotacdo do né 2. Por conseguinte, no problema em estudo é necessario identificar
uma forcas e um momento, o momento proveniente da reducdo de rigidez localizada e a forca
harmoénica de excitacdo.

Consequentemente, o conjunto K necessita de ter dimensdo dois, pelo menos. Todavia, as
combinacBes de trés forcas ou momentos exteriores necessitam de ser analisadas para que se
satisfaca a condicdo necesséria. Os conjuntos definem-se da seguinte forma:

i. Conjunto U: graus de liberdade {3,5,7};
ii. Conjunto K: graus de liberdade {9,11, 13}.

No grafico da figura 4.16 apresenta-se a preto os deslocamentos do conjunto U e a vermelho
os deslocamentos do conjunto K para toda a gama de frequéncias. A gama de frequéncias analisada

€ a mesma que a utilizada na sec¢éo anterior.

Deslocamentos dos conjuntos U e K

Deslocamentos do conjunto U e K [m]

1 0-10 I I L L L 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80

Frequéncia [Hz]

Figura 4.16: Deslocamentos dos conjuntos U e K da viga modificada
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No gréfico da figura 4.17 representa-se a preto os deslocamentos do conjunto U calculados
para a estrutura fissurada, e a vermelho apresenta-se os deslocamentos do conjunto U calculados para
a estrutura original, ou seja, sem modificac@o estrutural. Como se pode constatar pela observagédo do
grafico da figura 4.17, para frequéncias inferiores a 50 Hz,a discrepancia entre os dois tipos de
deslocamentos é bastante significativa. No entanto, para frequéncias mais elevadas, os deslocamentos

da estrutura original estdo praticamente sobrepostos nos deslocamentos da estrutura fissurada.

2Deslocamentos do conjunto U com e sem modificagao estrutural
10 T T T T T T T

10°

Deslocamentos do conjunto [m]
=)
I8

10-10 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80

Frequéncia [HZz]

Figura 4.17: Deslocamentos do conjunto U da estrutura modificada e da estrutura original

Finalizado o célculo dos deslocamentos dos conjuntos U e K segue-se a identificacdo da
localizacdo do ndé onde se formou a fissura, aplicando-se o conceito de transmissibilidade de
deslocamentos. Na figura 4.18 apresenta-se o grafico do erro acumulado corrigido. Analisando o
mesmo constata-se a existéncia de uma combinagdo oOtima bem definida. A combinagdo 6tima
determinada contém os graus de liberdade corretos, grau de liberdade 4 (rotacdo do né 2) e grau de
liberdade 5 (deslocamento transversal do n6 3) . Uma vez que a localizagdo da for¢ca harmonica no n6
3 é conhecida determina-se imediatamente que a reducéo de rigidez localizada ocorreu no no 2.

Uma vez determinada a localizacdo da reducdo de rigidez prodece-se a quantificacdo da
mesma. O valor de [AK,,,] € calculado para todas as frequéncias de vibragdo aplicando-se a equacao
(4.2). Dividindo-se os valores obtidos pela entrada 4 x 4 da matriz de rigidez da estrutura original,
[K.x4], Obtém-se o gréafico da figura 4.19, que representa a percentagem de reducdo de rigidez em
funcdo da frequéncia. Calculando-se a média dos valores representados no grafico da figura 4.19

determinou-se que a reducgéo de rigidez no nd 2 foi de exatamente 5%.
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Figura 4.18: Erro acumulado corrigido para combinacdes até trés incégnitas
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Figura 4.19: Percentagem de reducéo de rigidez calculada para cada frequéncia de vibracéo

4.2.3 Adicao de massa e reducéo de rigidez localizada em simultaneo

Nesta seccédo estuda-se o caso de uma viga onde foi adicionada uma massa pontual e,
simultaneamente, ocorreu uma reducédo de rigidez localizada, aplicando-se a metodologia descrita na
seccdo 3.2.3. Na figura 4.20 representa-se a viga a analisar com as respetivas modificagcfes estruturais.

Como esbocado na figura 4.20, a reducéo de rigidez localiza-se no né 2 e a massa pontual foi
adicionada no né 4. Neste caso, a massa adicionada tem o valor de 0,02 kg. A matriz de variagao de
massa,[AM], de dimensdo 14x14, tem todas as entradas nulas com a excepcao da entrada 7 x 7, uma
vez que o grau de liberdade 7 corresponde ao deslocamento transversal do no 4. Visto considerar-se
gue a reducdo de rigidez apenas altera a rigidez associada a rotagcao do n6 em que se localiza, a matriz

de reducdao de rigidez, [AK], de dimensdo 14x14, apenas tem a entrada 4 X 4 ndo nula. O grau de
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liberdade 4 corresponde a rotacao do n6 2. Definiu-se novamente uma reducéo de rigidez a rotacao de
5%.

Reducdo de rigidez (N6 2) F = 500N (No 3) Massa pontual (N6 4)

N ! e
Cm X & [ 5o @ @ 1 6 [ 5 |

- -
L=1m

Figura 4.20: Viga livre nas extremidades descretizada em seis elementos finitos com uma reducao de

rigidez localizada no né 2 e uma massa pontual adicionada no n6 4

Como foi explicitado no paragrafo anteriormente, a matriz [AM] tem todas as entradas nulas
com a excepcdo da entrada 7x7 e a matriz [AK] apenas tem a entrada 4 x4 ndo nula.

Consequentemente, a equacgédo (3.17) pode ser escrita da seguinte forma,

{Fp (@)} = —[AKy4]{Ya (@)} + 0?[AM;, 5 ]{Y; (w)} (4.3)

onde [AK,y,] € a entrada 4x4 da matriz [AK], {Y,(w)} é a rotacdo do n6 2, [AM,,,] é a entrada 7x7 da
matriz [AM] e {Y,;(w)} é o deslocamento transversal do no 4.

A equagédo (4.3) permite concluir que o método de identificacdo de forcas, aplicando-se o
conceito de transmissibilidade de deslocamentos, ter4 de identificar a localizagdo de duas for¢as e de
um momento. Nomeadamente, 0 momento adicional no né 2 devido a reduc¢éo de rigidez localizada, a
forca harmonica aplicada no n6 3 e a forga de inércia no no 4, resultante da massa adicional. Pelas
mesmas razdes discutidas ao longo deste capitulo, o conjunto K tem de ter pelo menos dimensao
quatro. Definiram-se os conjuntos U e K da seguinte forma:

i Conjunto U: graus de liberdade {3,5,7};
. Conjunto K: graus de liberdade {1,9,11,13}.

Na figura 4.21 apresenta-se o grafico dos deslocamentos do conjunto U, a preto, e 0s

deslocamentos do conjunto K, a vermelho.

) Deslocamentos dos conjuntos U e K
10 T T T T T

-
o
=)

Deslocamentos do conjunto U e K [m]
=)
o

10-6 1 ! L 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80
Frequéncia [Hz]

Figura 4.21: Deslocamentos dos conjuntos U e K da viga modificada
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Na figura 4.22 representa-se a preto os deslocamentos do conjunto U calculados na estrutura
modificada, e a vermelho apresenta-se os deslocamentos do conjunto U calculados na estrutura
original, sem modificagBes estruturais. Mais uma vez conclui-se que a maior diferenca nos dois tipos
de deslocamentos ocorre para frequéncias baixas. Apesar dos deslocamentos apresentados na figura
4.22 diferirem de forma muito ténue para frequéncias elevadas, realca-se que a diferenca entre os dois
deslocamentos calculados é maximizada na vizinhanca de frequéncias de ressonancia e anti-

ressonancia.

2Deslocamentos do conjunto U com e sem modificagao estrutural
10 T T T T T T T
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Deslocamentos do conjunto [m]
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0 10 20 30 40 50 60 70 80
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Figura 4.22: Deslocamentos do conjunto U da viga original e da viga com alteracdes estruturais

Concluido o calculo dos deslocamentos dos conjuntos U e K segue-se a identificacdo da
localizacéo da for¢a harmonica de excitacdo, da forga de inércia resultante da massa adicional e do
momento adicional gerado pela reducdo de rigidez. No grafico da figura 4.23 apresenta-se 0s erros

acumulados corrigidos associados a todas as combinacgfes de uma até quatro incégnitas.

.1D1C- r T
10° 1
=]
=
(]
E
8 10 10+ i
m . ~ o
o Combinacéao 6tima:
w
DOF’s {4,5,7}
0% ¢ :
e
0% : :
0 500 1000 1500

Combinagdes de forcas ou momentos exteriores
Figura 4.23: Erro acumulado corrigido para combinacdes até quatro incégnitas

60



Analisando-se o gréafico do erro acumulado corrigido conclui-se imediatamente que existe uma
combinacdo que minimiza o erro de forma clara. A combinacédo étima contém os graus de liberdade
{4,5,7}, rotacdo do né 2, deslocamento transversal do né 3 e deslocamento transversal do né 4,
respetivamente.

Uma particularidade interessante é que o erro minimo local, para combinac8es de 2 incégnitas,
inclui dois dos graus de liberdade da combinacdo 6tima. Na figura 4.24 apresenta-se o grafico

representativo dos erros acumulados para combinag8es de duas incégnitas.

10% W\\/WA'—

1072}

Erro acumulado
a
[=]
A

106}

100

10"
0 20 30 40 5 60 70 80 90 100 110

Combinagdes com 2 incognitas

Figura 4.24: Erro acumulado para combinac¢des de duas incognitas

Pela observacéo da figura 4.24, a constatacdo que existe uma combinacdo que minimiza o erro
para combina¢fes de 2 incognitas € imediata. A mesma é a combinag¢do 51 que contém os graus de
liberdade {4,5}, dois dos graus de liberdade que constituem a combinagédo 6tima. Esta ocorréncia pode-
se revelar de extrema impoténcia, caso seja estritamente vital reduzir o tempo de simula¢éo. Uma vez
gue o erro minimo local para combinac¢des de duas incognitas inclui os graus de liberdade {4, 5}, apenas
seria necessario calcular os erros acumulados para combinag@es de trés que incluissem os graus de
liberdade {4,5}. Desta forma, o namero total de combina¢des a analisar seria reduzir-se-ia de forma
muito substancial.

Uma vez localizados os graus de liberdade que constituem a combinacado 6tima, conclui-se que
as alteragBes estruturais ocorreram nos nés que incluem os graus de liberdade 4 e 7. Esta concluséo
€ imediata uma vez que se conhece a priori que a for¢a exterior se localiza no né 3, que possui o grau
de liberdade de deslocamento transversal 5. Resta agora decidir qual a modificacdo estrutural que
ocorreu no grau de liberdade 4 ou no grau de liberdade 7. Uma vez que se considera que a adi¢édo de
massa pontual apenas afeta o deslocamento transversal nodal, conclui-se que o grau de liberdade
correspondente a adicao de massa € o grau de liberdade 7, visto que o grau de liberdade 4 corresponde
a uma rotacdo. Sendo assim, determina-se que a massa pontual foi adicionada no né 4, cujo grau de
liberdade de deslocamento transversal é o grau de liberdade global 7. Identificado o n6 onde se localiza

a massa, conclui-se imediatamente a reducao de rigidez ocorreu no né 2.
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Para se determinar a quantidade de massa que foi adicionada aplica-se a equacgéo (3.19),
deduzida na seccao 3.2.3, da seguinte forma,

_ {Fpm(w)}
w?{Y;(w)}

No grafico da figura 4.25a apresenta-se o valor da massa adicionada, [AM,,], calculado para toda a

{Fom(@)} = w?[AM7; [{Y7 (0)} & [AM;4;] (4.4)

gama de frequéncias de vibracdo. Calculando-se a média dos valores obtidos determinou-se um valor
de [AM,,,] = 0,020000000004048 kg, praticamente igual ao valor real de 0,02 kg.

0.02000000035 F

0.0200000003 | 1 — 5.00000000003 [

5.00000000002 [
0.02000000025 |

5.00000000001 [
0.0200000002 |

5

0.02000000015 [
4.99999999999
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0.0200000001 |
4.99999999998

0.02000000005 |

Percentagem de reducéo de rigidez [%
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a) b)

Figura 4.26: a) Massa pontual calculada para cada frequéncia de vibracéo b) Percentagem de reducgéo
de rigidez calculada para cada frequéncia de vibracéo

Visando quantificar a alteracédo de rigidez aplica-se a equacao (3.18), também deduzida na
seccao 3.2.3, da seguinte forma,

_ {Fpx ()}
{Vy(w)}

O valor da variagdo de rigidez, [AK,,], calcula-se para todas as frequéncias. A razéo entre os valores

{Fpx (@)} = —[AK4us]{Va(w)} © [AKyus] = (4.5)

obtidos e a entrada 4x4 da matriz de rigidez global da viga original apresenta-se no grafico da figura
4.25b. Calculando-se a média dos valores apresentados na figura 4.25b, quantificou-se uma reducgéo
de rigidez de 0.04999999999999799, praticamente igual ao valor real de 5%.

4.2.4 Formacao de uma fissura aberta numaviga

Com o intuito de se determinar a profundidade e a localizagdo de uma fissura numa viga de
Bernoulli-Euler, aplicando-se os fundamentos de transmissibilidade de deslocamentos, segue-se a
metodologia descrita na sec¢éo 3.2.4.

No caso em estudo considera-se que a fissura se forma no centro do elemento 4 da viga
modelada em elementos finitos e tem uma profundidade d.; = 0,007 m. Aplicou-se uma for¢ca com
3000 N de amplitude, no né 3 da viga, com a finalidade de se excitarem os deslocamentos e rotagfes

da estrutura. O caso descrito representa-se na figura 4.26.
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Figura 4.27: Viga livre nas extremidades descretizada em seis elementos finitos com uma fissura no

elemento 4

A espessura e a altura da seccéo reta da viga séo, respetivamente, w = 0,01me d = 0,01 m.
O comprimento efetivo, que define a vizinhanca de influéncia da fissura, determina-se aplicando-se a
equacao (2.103), deduzida na sec¢éo 2.6.4, e obteve-se o valor [, = 1,5.d = 0,015m. Visto que a fissura

se localiza no centro do elemento 4 e o comprimento dos elementos finitos € constante e de valor [, =

1 , . A . . L . .
P 0,167 m, conclui-se que a zona de influéncia da fissura est4d compreendida entre os comprimentos

l l . . .
f —1.=0,068me f + [, = 0,098 m, medidos no referencial local do elemento onde se formou a fissura.

Desta forma é imediato constatar que a zona de influéncia da fissura esté confinada ao elemento.

A matriz de redugéo de rigidez, [AK,;], introduzida na sec¢do 2.6.4, tem dimens&o 14x14 e as
Unicas entradas nao-nulas sdo aquelas correspondentes aos graus de liberdade do elemento 4. O
elemento 4 contém os nés 4 e 5 e 0s seguintes graus de liberdade: grau de liberdade 7 (deslocamento
transversal do n6 4), grau de liberdade 8 (rotacdo do nd 4), grau de liberdade 9 (deslocamento
transversal do n6 5) e grau de liberdade 10 (rotacdo do nd 5).

Aplicando a equacao (2.109) para o caso em estudo nesta secc¢éao,

Y;(w)
Yg(w)
Yy(w)
Yio0(w)

{Fp(w)} = [K&] (4.6)

onde [Kg“]] € a matriz de reducao de rigidez elementar do elemento fissurado, dada pela equacgédo
(2.106), e Y, (w), Yg(w), Yo(w) e Y;o(w) sdo os valores dos deslocamentos e rotacdes dos graus de
liberdade associados ao mesmo elemento. A equacdo (4.6) permite concluir que o método de
identificacdo de forgas, aplicando-se o conceito de transmissibilidade de deslocamentos, terd de
identificar a localizagdo de trés forcas e dois momentos. Nomeadamente, as duas forcas e os dois
momentos gerados pela fissura e a forca harménica aplicada no no 3. Realca-se que, uma vez
identificada a localizacdo do vetor de for¢as {F,(w)}, determina-se de forma imediata o elemento onde
se formou a fissura. Pelas mesmas razdes discutidas ao longo deste capitulo, o conjunto K tera de ter,
pelo menos, dimenséo cinco. Definiram-se os conjuntos U e K da seguinte forma:

i Conjunto U: graus de liberdade {8,10};

ii. Conjunto K: graus de liberdade {3,5,7,9,11,13}.
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Deslocamentos dos conjuntos U e K
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Figura 4.28: Deslocamentos/rota¢bes dos conjuntos U e K da viga modificada

=]

Na figura 4.27 apresenta-se o gréfico das rotagdes do conjunto U, a preto, e os deslocamentos
do conjunto K, a vermelho. Na figura 4.28 representa-se a preto as rota¢cdes do conjunto U calculadas
na estrutura modificada, e a vermelho apresenta-se as rota¢des do conjunto U calculadas na estrutura
original, sem modifica¢des estruturais. A diferenca entre as rotacdes calculadas é bastante significativa,

principalmente para frequéncias de vibragdo mais reduzidas.

Peslncamentns do conjunto U com e sem modificagao estrutural
10 T T T T T T T

10" ¢

Rotagdes do conjunto U [rad]

0 5 10 15 20 25 30 35 40
Frequéncia [Hz]

Figura 4.29: Rotacdes do conjunto U da viga original e da viga com alterac8es estruturais
Depois de concluido o célculo dos deslocamentos/rotacdes dos conjuntos U e K, segue-se a
identificacdo da localizagc&o das forcas e momentos adicionais, gerados pela formacéo da fissura. No

grafico dafigura 4.29 apresenta-se os erros acumulados corrigidos associados a todas as combinacdes

de uma até seis incognitas.
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Figura 4.30: Erro acumulado corrigido para combinagdes até seis incognitas

Analisando-se o gréfico da figura 4.29 constata-se de forma nitida que existe uma combinagéo
que minimiza o erro acumulado corrigido. A combinacdo 6tima contém os graus de liberdade
{5,7,8,9,10}, precisamente o deslocamento transversal do n6 onde esta aplicada a forga exterior, grau
de liberdade 5, e o graus de liberdade associados ao elemento 4. Uma vez que a localizac¢éo da forca
harmaonica exterior é conhecida, conclui-se que a fissura se localiza no elemento 4 da viga modelada
em elementos finitos.

Concluida a determinacédo do elemento onde se localiza a fissura, segue-se a determinacao
das constantes de reducéo de rigidez, que se calculam aplicando-se a equacgéo (3.26). Adaptando a

equacéao (3.26) ao caso em estudo resulta,

ks [ [Q(w1)]

B * { {F* (@)} } @)
[Q(w124)]

(F* (@120))

onde {F*(w,)} é o vetor de forcas correspondente ao elemento 4, para n — ésima frequéncia. O vetor
de forgas associado ao elemento 4 obtém-se através da reconstrucdo das forgas exteriores, aplicando-

se a equacao (3.10). Definindo a matriz [Q(w,,)] para o elemento onde se localiza a fissura obtém-se,

A(wn) YB(wn) Ylo(wn) 0 0 0
_ 0 A(wy,) 0 Ys(w,) Yig(w,) 0
Q@II=_A@w) Yo —olwn) 0 0 0 (48)
0 0 A(wy,) 0 Yo(w,) Yig(wy)

onde A(w,) =Y, (w,) — Yo(w,), ¥, e ¥y s@o os deslocamentos nodais do elemento 4 e Y e Y;, séo as

rotac6es nodais do mesmo elemento.
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No grafico da figura 4.30 apresenta-se o vetor das forcas reconstruidas para toda a gama de
frequéncias de vibragdo. Como seria expectavel, obteve-se um valor de 3000 N, em toda a gama de

frequéncias, para a forca reconstruida no né onde se aplicou a forca de excitacdo, representada a azul.

Forca reconstruida [N]

0 5 10 15 20 25 30 5 40
Frequéncia [Hz]

Figura 4.31: Forcas reconstruidas para toda a gama de frequéncias

Uma vez calculadas as seis constantes de redugdo de rigidez, invertendo-se o sistema de
equacdes apresentado na equacao (4.7), procede-se a determinacdo do segundo momento de area na
seccao da fissura, I;, e da localizagéo da fissura, {;. Para tal resolve-se o seguinte sistema de duas

equacdes, onde ambas as equacdes foram previamente apresentadas na equacao (2.107),
12E(1, — I;) [1.° ( 7¢ 6(j2>]
— 3 |z tlk\2-7Tt 7

l l le le

. 2
s = 12E(10 C,)[ < l_(,+6li,2 )]

A resolugdo do sistema de equagGes resulta nos seguintes valores: {; = 0,0833m=l—“" e I =
2

2,25 x 10711 m*

12 =

(4.9)

Uma vez que se determinou um valor da localizagdo da fissura correspondente a metade do
comprimento do elemento, conclui-se que se determinou com exatiddo a localizagdo da fissura, {;. No

referencial global da viga, a fissura localiza-se na coordenada longitudinal,
Xfissura = x(e) + {j =3Xxl, + Zj ~ 0,583 m (4.10)

onde x(e) é a coordenada do primeiro né do elemento onde se localiza a fissura, como se pode
observar na figura 2.10.

Aplicando-se a equacgao (3.28) calculou-se o valor da profundidade da fissura, d.; ~ 0,00699 m,

valor este aproximadamente igual ao valor real de 0,007 m.
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4.3 Identificacdo de forgas exteriores aplicadas numa placa

Na seccao 4.1 demonstrou-se a aplicabilidade do conceito de transmissibilidade de forcas e de
deslocamentos na identificacdo de forgas exteriores aplicadas numa viga. Nesta secéo estende-se a
complexibilidade do método de identificacao de forcas, aplicando-o0 ao caso de uma placa fina. Para o
estudo desta estrutura bidimensional considera-se que a mesma se comporta segundo a teoria de placa
de Kirchhoff-Love, descrita na seccdo 2.3.2. Os resultados do método de identificacdo de forcas numa
placa obtém-se através da simulagéo do codigo main_placakirchhoff.m, disponibilizado em anexo, em
ambiente MATLAB. A placa analisada ao longo desta seccdo tem a propriedades apresentadas na
tabela 3.2.

Material Aluminio
Massa especifica (p) 2768 kg/m3
Coeficiente de Poisson (v) 0,3
Médulo de Young Longitudinal (E) 70 GPa
Comprimento (L) 1m
Largura (W) 0,5m
Espessura (t) 0,002 m

Tabela 4.2: Propriedades da placa

As caracteristicas da modelagdo da placa em elementos finitos apresentam-se na tabela 4.3.
Na figura 4.31 representa-se a placa modelada em elementos finitos.

N° de nds no eixo longitudinal 30
N° de nds no eixo transversal 20
N° total de nos 600
N° total de graus de liberdade 1800
Comprimento do elemento finito (dx) 0,0345m
Largura do elemento finito (dy) 0,0263 m
N° de elementos finitos 551

Tabela 4.3: Propriedades da modelacéo da placa em elementos finitos
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Figura 4.32: Placa modelada em elementos finitos
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4.3.1 Transmissibilidade de deslocamentos

Nesta seccéo analisa-se a aplicabilidade do conceito de transmissibilidade de deslocamentos
na identificacdo de forcas exteriores aplicadas numa placa, seguindo-se a metodologia descrita na
seccdo 3.1.2. A estrutura bidimensional a estudar possui todas as extremidades livres de apoios. Sendo
assim, satisfaz-se a condicdo necessaria para a deducado da equacao da matriz de transmissibilidade
de deslocamentos, equagéo (2.77).

A forca de excitagdo harmonica a identificar tem uma amplitude de 100 N e localiza-se no n6
225, representado na figura 4.32. Sendo assim, como o conjunto A tem dimensao unitaria, o conjunto
K tera de ter, no minimo, dimensao unitaria. No entanto, uma vez que durante o processo de
identificacdo da forga exterior analisa-se combinag¢des com dimenséo dois, definiu-se o conjunto K com
dois graus de liberdade. Os conjuntos U e K definiram-se da seguinte forma:

i Conjunto U: deslocamento transversal do n6 324;

ii. Conjunto K: deslocamento transversal dos nés {120,400}.

A posicdo dos nés constituintes dos conjuntos U e K e a localiza¢do da forca harmoénica de

excitacdo apresentam-se na figura 4.32.
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Figura 4.33: Nés dos conjuntos U e K e localizagdo da forga harmdnica exterior

Uma vez definidos os nds dos conjuntos U e K segue-se o célculo dos deslocamentos
transversais correspondentes, para toda a gama de frequéncias. As frequéncias analisadas variam
entre os 0 e 48 Hz, em intervalos de 2 Hz. Para o célculo dos deslocamentos, a matriz de massa e de
rigidez globais da placa resultam da assemblagem das matrizes de massa e de rigidez elementares da
placa de Kirchhoff-Love, dadas pelas equacdes (2.62) e (2.56), respetivamente. Os deslocamentos

calculados na gama de frequéncias considerada apresentam-se na figura 4.33.
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Figura 4.34: a) Deslocamento do conjunto U b) Deslocamentos do conjunto K

Concluido o célculo dos deslocamentos inicia-se o processo de identificacdo de forgas,
visando-se determinar a matriz de trasmissibilidade de deslocamentos que minimiza o erro acumulado.
A metodologia de identificacdo de forgcas numa placa é equivalente a metodologia seguida na
identificacdo de forcas numa viga. No entanto, o caso da placa é mais moroso, uma vez que o0 himero
de combinag¢Bes a analisar é muito superior, comparativamente ao caso da viga.

Com o intuito de minimizar o tempo da simulagcao do método de identificagdo de forgas numa
placa consideram-se apenas combinacdes de forcas exteriores, estabelecendo-se a priori que néo
existem momentos aplicados. Com base nesta assung¢édo, as combina¢des a analisar englobam apenas
deslocamentos transversais, pelo que o nimero de combinac¢des a considerar reduz-se para um terco
do nimero total de combinagdes, visto que cada né da placa contém um deslocamento transversal e
duas rotacgdes.

Na figura 4.34 apresenta-se o grafico do erro acumulado corrigido para todas as combinacfes
possiveis de 1 e 2 incégnitas. A analise do gréfico do erro acumulado corrigido permite concluir de
forma indubitavel que se identificou uma combinagdo 6tima. A combinagdo 6tima determinada é a
combinacgéo 225, que contém o grau de liberdade de deslocamento transversal do n6 225, local onde
se encontra aplicada a forga exterior. A principal diferenca entre a viga e a placa, relativamente a
aplicacdo do método de identificagdo de forcas, € o numero de graus de liberdade resultantes da
modelacdo em elementos finitos das estruturas. O aumento muito significativo do nimero de nés da
placa, comparativamente ao niumero de nds da viga, implica um maior nimero de localizac8es

possiveis das forcas exteriores, o que resulta num tempo de simulacao acrescido.
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Figura 4.35: Erro acumulado corrigido para combina¢des de uma e duas incognitas

Na figura 4.35 apresenta-se a reconstrucéo de forgcas de um falso positivo para fins ilustrativos.
A combinacdo usada contém os deslocamentos transversais dos nds 225 e 215 e gera um erro
acumulado de 3,95 x 10725, valor muito préximo do erro acumulado calculado para a combinagéo
correta.
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Figura 4.36: Reconstrucdo de for¢cas para um falso positivo

Os valores apresentados na figura 4.35 correspondem a definicdo de falsos positivos. A preto
apresenta-se a forga associada ao n6 225, com amplitude de 100 N ao longo de todas as frequéncias
e a vermelho representa-se a for¢a associada ao n6 215, cujo valor € identicamente nulo para todas as

frequéncias.
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4.4 Adicado de uma massa pontual naplaca

Nesta seccao estuda-se a aplicabilidade do conceito de trasmissibilidade de deslocamentos na
identificacdo de uma massa pontual adicionada numa placa. Para tal aplica-se a metodologia descrita
na seccédo 3.2.1. A placa a estudar nesta sec¢do tem as mesmas caracteristicas fisicas e dimensionais
que a placa analisada na seccao anterior. Os resultados do método de identificacdo de de uma massa
pontual obtém-se através da simulacdo do cédigo main_placakirchhoff.m, disponibilizado em anexo,
em ambiente MATLAB.
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Figura 4.37: Localizacéo da forca harménica de excitacdo e da massa pontual

A metodologia de identificacdo de dano estrutural requer a aplicacdo de uma for¢a harmaénica
de localizac¢édo conhecida para excitar os deslocamentos da placa, possibilitando assim a aplicacdo da
conceito de transmissibilidade de deslocamentos. No caso da presente sec¢do aplicou-se uma forga
harménica de 100 N no n6 225 e adicionou-se uma massa de 100 g no n6 400, como se observa na
figura 4.36.

Para o caso da placa em estudo, a matriz de variacdo de massa, [AM], € uma matriz com
dimensdo 1800x1800, uma vez que a placa descretizou-se em 600 nés e existem trés graus de
liberdade por né. Assume-se novamente que a adicdo de uma massa pontual apenas influencia os
deslocamentos transversais da estrutura. Por conseguinte, de todas as entradas da matriz [AM], a
Unica entrada ndo-nula é aquela referente ao grau de liberdade de deslocamento transversal
correspondente ao né onde se adicionou a massa pontual. Para o caso representado na figura 4.36, a
Unica entrada ndo nula da matriz [AM] é a entrada 1378x1378, visto que o grau de liberdade 1378
corresponde ao deslocamento transversal do n6 460.

Visto ser necessario identificar duas forcas, a forgca de inércia resultante da massa adicional e
a forgca harménica, o conjunto K necessita de ser contituido por dois graus de liberdade, pelo menos.
Seguindo a linha de raciocinio usada ao longo deste capitulo, os conjuntos U e K definiram-se da

seguinte forma:
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i Conjunto U: deslocamento transversal do n6 324;

ii. Conjunto K: deslocamento transversal dos nés {120,400,550}.

A localizacao dos nos constituintes dos conjuntos U e K apresenta-se na figura 4.37. No grafico
da figura 4.38 apresenta-se a vermelho os deslocamentos do conjunto U calculados na estrutura
modificada, comparativamente aos deslocamentos do conjunto U calculados na estrutura original,
representados a preto. Os deslocamentos dos conjuntos U e K calcularam-se para a gama de
frequéncias utilizada na seccéo 4.3.1. Analisando o gréafico da figura 4.38 constata-se que a diferenca
entre os deslocamentos do conjunto U da estrutura original e da estrutura modificada € bastante

significativa para frequéncias préximas das frequéncias de ressonancia e de anti-ressonancia.
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Figura 4.38: Localizac¢éo dos nés dos conjuntos U e K
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Figura 4.39: Deslocamentos do conjunto U da placa original e da placa modificada

No gréfico da figura 4.39 apresenta-se os erros acumulados associados a todas as
combinacdes de uma e de duas incégnitas. A andlise do grafico permite concluir de forma imediata que

existe uma combinacdo que minimiza o erro acumulado. A combina¢do que minimiza o erro é a
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combinacdo 109435, que corresponde a forgas aplicadas nos nds 225 e 460, sendo estes nds a

localizacéo da forca exterior e da massa pontual.

Erro acumulado

| Combinacgéo 6tima:

{w dos nds 225 e 460}

5

10-1., L 4

0%

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Combinacéo de forgas <104

Figura 4.40: Erro acumulado para combina¢des de uma e duas incognitas

Seguindo a linha de raciocinio utilizada ao longo deste capitulo, para se confirmar que a
combinacéo referida no paragrafo anterior € a combinacgéo 6tima, teria de ser calcular o erro acumulado
para todas as combina¢des de trés incognitas e, posteriormente, estabelecer-se a condi¢do necesséria
reconstruindo-se as forcas para combinacfes de dimensdo trés que geram erros minimos locais.
Todavia, caso se segui-se esta linha de pensamento para o caso em estudo, teriam de ser analisadas
35820200 combinacbes, o que implicaria uma simulagdo extremamente morosa. Alternativamente,
considera-se que as combinagdes que geram erros minimos locais para combinacdes de trés incognitas
incluem a combinacdo que contém os deslocamentos transversais dos nés 225 e 460. Assim sendo,
as combinacdes que geram erros minimos locais para combinagfes de trés incognitas sao
combinacgdes do tipo {wy;s, Waeo, Wr ), SENdO que n € [1,2,...,224, 226, ..., 459,461, ...,600], visto que a
descretizacdo da placa contabiliza um total de 600 nés. As variaveis w,, referem-se ao deslocamento
transversal do n6é n. As combinacdes referidas sdo possiveis combinacdes o6timas até serem
descartadas, caso se revelem falsos positivos, ou seja, caso a for¢a reconstruida no né a seja
identicamente nula para toda a gama de frequéncias.

As forgas aplicadas nos nés das possiveis combinag¢des 6timas foram reconstruidas aplicando-
se a equacao (3.10), determinando-se que, para todos os nos adicionais do conjunto n, a forca
associada é identicamente nula em toda a gama de frequéncias. Por conseguinte, prova-se que todas
as possiveis combinacdes 6timas de trés incognitas sdo falsos positivos e a combinacgéo 6tima € aquela
que contém os nds 225 e 460. Uma vez que se conhece a priori a localizacéo da for¢a exterior no né
225, constata-se imediatamente que a massa foi adicionada no n6 460.

No grafico da figura 4.40 apresenta-se, de forma sobreposta, a reconstrugdo de forcas para
todas as possiveis combinagfes 6timas de trés incognitas. A for¢a no nd 225, ponto de aplicagcao da
forca, representa-se a azul e a forga de inércia no n6 460, local de adicao da massa, representa-se a

vermelho. A preto apresenta-se as forcas nos nés adicionais. A analise da figura 4.40 permite concluir
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que se calculou a amplitude correta da forca de excitacdo exterior, para toda a gama de frequéncias.
Conclui-se também que a forca associada aos nés adicionais € nula para todas as frequéncias de
vibracao.
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Figura 4.41: Reconstrucao de forgas nas possiveis combinagfes 6timas de trés incognitas

-100

Uma vez identificada a localizacdo da massa pontual, segue-se a quantificacdo da quantidade
de massa que foi adicionada, aplicando-se a equacao (3.14). Na figura 4.41 apresenta-se o grafico da
quantidade de massa adicionada calculada para cada frequéncia de vibracdo. Calculando-se a média

dos valores apresentados obteve-se o valor exato e correto de 0,1 kg.
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Figura 4.42: Massa pontual calculada para toda a gama de frequéncias de vibracéo
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Capitulo 5

5 Conclusbes gerais e sugestdes para

trabalho futuro

Ao longo do capitulo 4 demonstrou-se que a aplicagdo numérica do método de identificacdo de
forcas, aplicando-se fundamentos de transmissibilidade, determina com sucesso a localizagdo e a
amplitude das forcas exteriores aplicadas numa viga e numa placa, sec¢des 4.1 e 4.3, respetivamente.

Nas seccdes 4.2 e 4.4 mostrou-se que o método de identificacdo numérica de modificages
estruturais, através do conceito de transmissibilidade, determina com sucesso a localiza¢éo das varias
modificacdes estruturais estudadas, gerando resultados praticamente exatos relativamente a
quantificacdo das mesmas.

Apesar dos bons resultados obtidos numericamente € necessario ter em consideragdo que,
tipicamente, um problema inverso é bastante bastante sensivel ao ruido dos sensores, utilizados na
medicdo das forcas de reacdo e dos deslocamentos da estrutura em ambiente de laboratério, o que
pode resultar em desvios nos resultados pretendidos. No entanto, existem varios mecanismos para
lidar com ruidos de sinais, como por exemplo a utilizagdo de filtros passa-baixo caso os sensores
experienciem ruido de fontes externas. A implementacdo de mecanismos que minimizam o efeito do
ruido na identificacdo de forgcas e modificagdes estruturais € um topico a ser analisado extensivamente
no futuro.

Os resultados numéricos obtidos para o caso da placa, seccbes 4.3 e 4.4, espelham uma das
possiveis limitagdes do método de identificacdo de forcas e dano estrutural. Para uma estrutura
modelada num ndmero consideravel de elementos finitos, o nimero de combinacdes de forcas ou
momentos exteriores a considerar torna-se bastante elevado. Tendo em linha de conta o caso estudado

na seccdo 4.4, para se identificar a adicdo de uma massa pontual na placa calculou-se o erro
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acumulado para mais de 17 x 10* combinacées de forcas exteriores, o que implicou um tempo de
simulacdo de aproximadamente uma hora. Porventura, devido a tempos de simulacdo bastante
elevados, a implementacdo em tempo real deste método torna-se impraticavel caso seja estritamente
necessario avaliarem-se um namero muito elevado de combinacdes.

No entanto, existem varias possibilidades que permitem reduzir o tempo de simulacdo. Uma
das possibilidades é o uso de computagéo paralela, em que o calculo dos erros é subdividido por varios
computadores ou memorias. Este tipo de computagdo opera sob o principio de que os problemas de
grande dimenséo podem ser divididos em problemas menores, que se resolvem de forma simultanea
(em paralelo). Outra possibilidade de reducéo do tempo de simulacdo baseia-se na analise estrutural
do problema. Caso seja possivel prever a priori 0s locais da estrutura a analisar onde existe maior
probabilidade de ocorrer uma modificacdo estrutural, as combinacdes de forcas ou momentos
exteriores a analisar podem ficar confinadas na vizinhanga dos locais criticos referidos. Reduz-se assim
0 numero de erros acumulados a calcular e, consequentemente, o tempo de simulacéo.

Embora o problema de localizacdo de for¢cas ou dano estrutural aplicando-se conceitos de
transmissibilidade possa envolver a analise de um numero elevado de combinacdes, quando
comparado com outros métodos tradicionais, o calculo do erro acumulado para cada uma das possiveis
localizacdes de forgcas ou momentos exteriores € considerado numericamente eficiente. Tipicamente,
0s métodos tradicionais de identificacdo de forgas ou modificagbes estruturais operam com matrizes
completas, contrariamente ao método proposto, onde, para cada combinacdo, apenas se utilizam
matrizes de transmissibilidade definidas nos graus de liberdade da combinagéo a analisar.

Um aspeto vantajoso do método de identificacdo de modificacdes estruturais apresentado é
que os dados padréo da estrutura sdo definidos para a sua composicdo original. Nomeadamente,
utiliza-se sempre a matriz de rigidez global da estrutura original para o calculo das matrizes de
transmissibilidade de deslocamentos e de forcas. Consequentemente, uma vez que nao se altera a
matriz que caracteriza o comportamento dindmico da estrutura a analisar, todas as matrizes de
transmissibilidade requeridas durante a aplicagcdo do método de identificacéo de forgcas ou modificagdes
estruturais podem ser calculadas e guardadas em base de dados, previamente a simulagéo.

Sugere-se como trabalho futuro a aplicagdo numérica do método de identificagéo de forgas em
estruturas com nivel de complexidade mais elevado. As matrizes de rigidez dinamica global destas
estruturas podem ser obtidas recorrendo-se a varias ferramentas computacionais de elementos finitos,
como por exemplo os programas ANSYS e SIEMENS NX. Depois de obtidas estas matrizes, a
metodologia a seguir ndo difere da metodologia apresentada na sec¢éo 3.1. O estudo da aplicacdo do
método de identificacdo de modificagBes estruturais nestas estruturas iniciar-se-ia caso os resultados
numéricos resultantes da aplicagdo do método de identificacdo de forcas fossem satisfatorios.

Realga-se que € necessario efetuar uma validacdo experimental adicional dos métodos

apresentados nesta trabalho, visando-se a corroboracdo e melhoria dos mesmos.
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Anexo

- Cédigo main_viga.m

Excerto do codigo main_viga que

implementa o método de identificagdo de

forcas numa através o conceito de

transmissibilidade de forcas (secc¢éo 4.1.1)

clear all;

clc;

$Propriedades da viga

rho=7850; %$Massa especifica do ag¢o inox em
kg/m3

A=1; %Area da seccdo reta

E=187500000000; %$Mbédulo de Young aco inox

em Pa

I=2e-10; %Segundo momento de area
EI=E*I;

numx=6; $Numero de elementos finitos na

discretizacdo da viga
L=1; %Comprimento da viga
node=linspace (0, L, numnx+1)"';
posicdo dos 7 noés
xx=node;
numx=6; $NUumero de elementos finitos na
discretizacdo da viga
L=1; S%Comprimento da viga
node=linspace (0,L, numx+1)"';
posigdo dos 7 nds
xx=node;
$Matriz de conetividades
for i=1:numx

element (i,1)=1i;

element (1i,2)=1i+1;

$Vetor com a

%Vetor com a

end

numnode=size (node,1l); %Numero de nds (neste
caso 7)

numelem=size (element, 1l); %Numero de
elementos (neste caso 6)

numnode=size (node, 1) ; %Numero de nds (neste
caso 7)

numelem=size (element, 1); %Numero de

elementos (neste caso 6)

$%%Nota->2 graus de liberdade por né%$%%
%$Inicializacdes
f=zeros (2*numnode, 1) ;
global

K=zeros (2*numnode, 2*numnode) ;
Rigidez Global

M=zeros (2*numnode, 2*numnode) ;
Massa Global

g=0; %Carga distribuida nula

$Vetor de forcas
$Matriz

$Matriz de

%$Calculo das Matrizes de Rigidez e de Massa
Globais da viga original
for e=l:numelem

indexA=element (e, :);

indexB=[2* (indexA(1)-1)+1 2* (indexA(2) -
1) 2*(indexA (2)-1)+1 2* (indexA(2)-1)+2];

%Como cada ndé tem 2 graus de liberdade
cria-se o vetor indexB

nn=length (indexA) ;

length element=xx (indexA(2)) -
x (indexA (1)) ; %Comprimento de cada
elemento
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he=length element;
k=(EI/ (he)”~3)*[12 6*he -12 6*he;
6*he 4* (he)”2 -6*he

2* (he)"2;
-12 -6*he 12 -6*he;
6*he 2* (he)”2 -6*he
4* (he)"21;
a=he/2;

m=( (rho*A*a)/105)*[78 22*a 27 -13*a;
22*a 8*a*a 13*a -6*a*a;
27 13*a 78 -22*a;
-13*a -6*a*a -22*a 8*a*al;
K (indexB, indexB) =K (indexB, indexB) +k;
M (indexB, indexB) =M (indexB, indexB) +m;
end

choice = menu('Identificacdo de forcas e
modificacdes estruturais numa
viga', 'Transmissibilidade de Forcgas' ,...
'Trasmissibilidade de Deslocamentos',
'Adicdo de Massa Pontual', 'Reducao de
Rigidez Localizada', ...
'Adigdo de Massa Pontual e Redugdo de
Rigidez Localizada
Simultaneamente', 'Fissura');

if choice==

%Viga escastrada nas duas extremidades
discretizada

%em 6 elementos de viga de Bernoulli-Euler
clc;

global ninc ciclos index Fb T sum error
format long

$Definicdo do numero de ndés por conjunto
nK=2; nU=4; nC=8; nE=nK+nC;

£f([5 7],1)=[500 500]; %Forcas harmdnicas
discretas com amplitude de 500N nos graus
de liberdade 5 e 7

Fa=[500;500];

w=[1l:2:2*numnode]; %graus de liberdade de
deslocamento transversal
teta=[2:2:2*numnode]; %graus de liberdade
de rotacgéo

%$Encastramento nas duas extremidades
fixedw=[1 (2*numnode)-1]"'; %Deslocamentos
transversais nas extremidades
fixedteta=[2 (2*numnode)]’';

%Graus de liberdade fixos e ativos
fixeddofs=[1 2 13 14];
alldofs=[1:2*numnode] ;
activedofs=setdiff (alldofs, fixeddofs) ;
maxvalue freg=500; %Frequéncia Maxima
freg=[0:2:maxvalue freqg-1]; %Gama das
frequéncias a analisar [rad/s]
ciclos=size(freq,2); %Total de ciclos a
analisar

$Inicializacdes

T=zeros (nU,nK+nC, ciclos); %Matriz de
Trasnmissibilidade de Forcas

Fb=zeros (nU,ciclos); %Vetor com as forcas
de reacédo calculadas

%$Calculo das Reacdes com forcas exteriores
aplicadas nos

%graus de liberdade 5 e 7

for i=l:ciclos



Z = K - (freq(i)"2)*M;
Rigidez Dinédmica

$Matriz de

U(activedofs, i) =% (activedofs,activedofs) \f (
activedofs);
U(fixeddofs,i)=0;

R(alldofs,i)=%Z(alldofs,alldofs)*U(alldofs, i
)i
for j=1:2*numnode
if abs(R(j,1))<le-12
R(j,1)=0.;
end
Zee=7([3:121,[3:12]1);
Zbe=7Z([1 2 13 1471,13:121);
T(1l:nU,1l:nE,1i)=Zbe*inv (Zee) ;
Fb(1:nU,1)=T(1:nU, [3 5],1) *Fa;
end
end
wp=freq./(2*pi); %$Frequéncia em Hz
%Grafico das reagdes R (freq)
figure(1l);
semilogy (wp,abs (R(1,
hold on
semilogy (wp,abs (R(2,
k', 'LineWidth', 1)
hold on
semilogy (wp,abs (R(13,
r','LineWwidth', 1)
hold on
semilogy (wp,abs (R(14,
r','LineWwidth', 1)
legend('Reacédo F1', 'Reacdo F2', 'Reacdo
F13', "Reacéao
F14', 'Location', '"NorthEastOutside"')
title('Forcas de reacédo calculadas')
ylabel ('Forcas de reacédo [N]');
xlabel ('Frequéncia [Hz]'");
set (gcf, 'color', 'w');
%$Grafico das reacdes Fl calculadas através
da matriz de trasmissibilida de
$forcas
figure(2);
semilogy (wp,abs (Fb(1,:)), "'~
k', 'LineWwidth', 1)
hold on
semilogy (wp,abs (R(1,
r','LineWidth',1)
legend('Reagdo R1 método direto', 'Reacdo R1
transmissibilidade de
forcas', 'Location', 'NorthEastOutside')
ylabel ('Forcas de reagdo R1 [N]'");
xlabel ('Frequéncia [Hz]'");
set (gcf, 'color', 'w');
tecla = input('Calculo das reacgodes
concluido, prima Enter para iniciar a
identificacédo de forcgas');

:)),'-k','LineWidth', 1)

D)),

D)), -

D)),

D),

2$%%%%% IDENTIFICACAO DE FORCAS USANDO
TRANSMISSIBILIDADE DE FORCAS%%%%%%
tic

Fb indexes=[1 2 13 14];
com forcas de reacéao
E=[3:12]; %Graus de liberdade onde existe a
possibilidade de estarem aplicadas forcgas
exteriores

dim E=size(E,2); %Dimensdo do conjunto E
npt=0; %Inicializac¢do do numero total de
combinacgdes

$Numero total de combinacdes

for ik=1l:dim E

%$Graus de liberdade

npt=npt+factorial (dim E)/ (factorial (ik) *fac
torial (dim E-ik));

end

Matriz permut=zeros (npt,dim E+1);
%$Inicializacdo da Matriz de Permutacéao
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is=0;

%Calculo de todas as combinacdes de forcas
e momentos exteriores possiveis

for ip=1:dim E

np=factorial (dim E)/(factorial (ip) *factoria
1(dim E-ip));

nchoosek (E, ip); %Combinacdes possiveis
do conjunto s com ip incégnitas

Matriz permut (is+l:is+np,l:ip)=nchoosek(E, i
p);

is=is+np;
end
%Calculo do erro acumulado até se definir o
erro minimo global
for ip=l:npt %$%%Este ciclo extende-se até
ao final do c6digo%$%%

clc;

ipermut=ip;

Matriz permut (ipermut,l:dim E);

ninc=0; $%Numero de forcas ou momentos
que sdo incdégnitas na permutacédo

$Numero de incdgnitas
for ipf=1l:dim E

index (ipf)=Matriz permut (ipermut, ipf);
if index (ipf)>0
ninc=ninc+1;
end
end
F estimada=ones (ninc,1);
%$Inicializacdo do vetor com as amplitudes
das forgas ou
Smomentos
exteriores estimados
LB=(1.0) .*ones (ninc, 1); %Lower Bound
x=fmincon (Gerro_vigaTF,F estimada, [],[],[],
[1,1LB); %Calculo da amplitude das forcas
% e momentos gque minimizam o erro
F_estimada=x;
error i=erro vigaTF(F_estimada); %Erro
acumulado para cada combinacéo
Matriz_ permut (ipermut,dim E+1)=error 1i;

for iff=l:ninc
col=index (1ff)-2;

Matriz permut (ipermut,dim E+l+col)=x(iff);
end
format short e
$Condic¢des para continuacédo ou fim do
ciclo
if ninc==

linhas teste l=factorial(dim E)/(factorial(
1) *factorial (dim E-1));

$Erro minimo local para combinacdes
de 1 incdgnita

erro_teste l=min(Matriz permut (linhas_ teste
_1L, 1))
end
if ninc==

linhas_ teste 2=factorial (dim E)/(factorial(
2)*factorial (dim E-2));

linhas_total 2=linhas_teste l+linhas_teste_
2;

$Erro minimo local para combinagdes
de 2 incdgnitas



erro_teste 2=min(Matriz permut (linhas_ teste
_1+1:1linhas_total 2,11));
if erro teste 2>erro teste 1
disp('Solugdo 6tima com 1 forca
exterior');

break
else
continue
end
end

if ninc==

linhas teste 3=factorial(dim E)/ (factorial(
3) *factorial (dim E-3));

linhas total 3=linhas total 2+linhas teste
3;

$Erro minimo local para combinac¢des
de 3 incdbgnitas

erro_teste 3=min(Matriz permut (linhas total
_2+1:linhas_total 3,11));
if erro_teste_ 3>erro_teste 2

disp('Solugdo 6tima com 2 forgas
exteriores');

erro minimo=erro teste 2;

disp ('O erro minimo obtido tem o
valor:");

disp(erro minimo) ;

[row,col]=find (Matriz permut==erro minimo);
%$Linha da matriz de permutacdo
correspondente ao erro minimo

disp('As forgas exteriores
encontram-se aplicadas nos graus de
liberdade: ") ;

disp (Matriz_ permut (row,1:2));

disp('A amplitude das forcas
exteriores é [N]:'");

disp (Matriz permut (row, [14

16])) 7
break
else
continue
end
end
end
toc

ElapsedTime = toc;

%Grafico do erro acumulado
comb=[1:1linhas_total 3];

figure (3);

semilogy (comb, abs (Matriz permut (comb,11)),'
-k', 'LineWidth', 1)

ylabel ('Erro acumulado');

xlabel ('Combinag¢des de forcas ou momentos
exteriores');

set (gcf, 'color', 'w');

Excerto do cédigo main_viga que
implementa o método de identificacdo de
forcas numa viga através do conceito de
transmissibilidade de deslocamentos

(seccéo 4.1.2)

elseif choice==
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%$Viga livre nas duas extremidades
discretizada

%em 6 elementos de viga de Bernoulli-Euler
clc;

global ciclos nU nK YU YK H conjU conjK
YU norm sum error factor ninc

format long

$Definicdo dos conjuntos

conjU=[3 5 7]; %Conjunto U

conjkK=[9 11 13]; S%Conjunto K

conjC=[1 2 4 6 8 10 12 14]; %Conjunto de
todos os restantes graus de liberdade
nU=size (conjuU,2); S%Dimensdo do conjunto U
nK=size (conjK,2); %$Dimensdo do conjunto K

£f([5 7],1)=[500 500]; %Forcas harmdnicas
discretas com amplitude de 500N nos graus
de liberdade 5 e 7

w=[1:2:2*numnode]; %Graus de liberdade de
deslocamento transversal
teta=[2:2:2*numnode]; %Graus de liberdade
de rotacéo

%$Nota -> Duas extremidades livres implica
que ndo héd graus de liberdade fixos
$Graus de liberdade ativos

fixeddofs=[]; %Ndo ha graus de liberdade
fixos
alldofs=[1:2*numnode];
liberdade (total de 14)
activedofs=setdiff (alldofs, fixeddofs) ;
%$Todos os graus de liberdade s&o graus de
liberdade ativos

maxvalue freq=500; S$Frequéncia Maxima
fregq=[2:2:maxvalue freg-1]; %Gama das
frequéncias a analisar [rad/s]
ciclos=size(freq,2); %Total de ciclos a
analisar

$Todos os graus de

%Determinacédo dos deslocamentos do conjunto
U e K com forcas aplicadas nos
$graus de liberdade 5 e 7
for i=l:ciclos

Z = K - (freg(i)"2)*M;
Rigidez Dindmica

$Matriz de

U(activedofs, i)=Z (activedofs,activedofs) \f (
activedofs);

YU(1:nU,1)=U(conjU,1); %Deslocamentos
do conjunto U calculados
YK(1:nK,1)=U(conjK,1i); %Deslocamentos

do conjunto K calculados
factor=norm (YU (1:nU,1));
H(1l:2*numnode, 1l:2*numnode, i)=inv (Z) ;
$Matriz FRF
YU norm(1:nU,1)=YU(1:nU,1i)/factor;
wp=freq./ (2*pi); %Frequéncia em Hz

YU teste(l:nU,i)=(H(conjU, [5
71,1i)) * (pinv (H (conjK, [5
71,1))*YK(1:nK,1));

end

wp=freq./ (2*pi);

$Grafico para testar a correta definigdo da
matriz de transmissibilidade de
%deslocamentos

figure (1) ;
semilogy (wp,abs (YU (:,:)), "'—
k', 'LineWidth', 1)

hold on
semilogy (wp,abs (YU _teste(:,
r','LineWidth', 1)

ylabel ('Deslocamentos do conjunto U');
xlabel ('Frequéncia [Hz]");

set (gcf, "color', 'w');

),



$Grafico dos deslocamentos do conjunto U e
do conjunto K

figure(2);

semilogy (wp,abs (YU(:,:)), "~

k', 'LineWidth',1)

hold on

semilogy (wp,abs (YK (:,:)), "~
r','LineWidth', 1)

title('Deslocamentos dos conjuntos U e K')
ylabel ('Deslocamentos do conjunto U e K
[m] ")

xlabel ('Frequéncia [Hz]'");

set (gcf, 'color', 'w');

tecla = input('Calculo dos deslocamentos
concluido, prima ENTER para iniciar a
identificacdo de forcas');

$%%%%% IDENTIFICACAO DA LOCALIZACAO DAS
FORCAS USANDO TRANSMISSIBILIDADE DE
DESLOCAMENTOS%%%%%%

tic

s=[1:14]; %Graus de liberdade onde existe a
possibilidade de estarem aplicadas forcas
exteriores

dim_s=size(s,2); %Dimensdo do conjunto S
npt=0; $Inicializac¢do do numero total de
combinacdes

$Numero total de combinacgdes

for ik=1l:dim_s

npt=npt+factorial (dim_s)/(factorial (ik) *fac
torial (dim_s-ik));
end

Matriz permut=zeros (npt,dim s+1);
%$Inicializacdo da Matriz de Permutacéo
is=0;

%Criacdo das combinacg¢des de forcas e
momentos exteriores possiveis
for ip=1l:dim s

np=factorial (dim_s)/ (factorial (ip) *factoria
1(dim_s-ip));

nchoosek (s,1ip); %Combinacdes possiveils
do conjunto S com ip incdégnitas

Matriz permut (is+l:is+np,l:ip)=nchoosek(s,i
p);

is=is+np;
end

%$Caélculo do erro acumulado até se definir o
erro minimo global
for ip=1:npt

clc;

ipermut=ip;

Matriz permut (ipermut,l:dim s);

ninc=0; %$Inicializacdo do numero de
incégnitas da combinacdo a analisar

$Numero de incdbdgnitas
for ipf=1:dim s

index (ipf)=Matriz permut (ipermut, ipf);
if index (ipf)>0
ninc=ninc+1l;
end
end

conjA=Matriz permut (ipermut,l:ninc);
%$Conjunto A corresponde a cada combinagdo
possivel

error i=erro vigaTD simple (conjA);
$Erro acumulado para cada cobinagdo

Matriz permut (ipermut,dim s+1l)=error 1i;
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_1,15));

%Condigbdes para continuagdo ou fim do
ciclo
if ninc==

linhas teste l=factorial(dim s)/(factorial(
1) *factorial (dim s-1));

erro_teste l=min(Matriz permut (linhas_ teste
$Erro minimo acumulado para

%combinacdes de

%1 incdgnita
end

if ninc==

linhas teste 2=factorial(dim s)/(factorial(
2) *factorial (dim_s-2));

linhas_total 2=linhas_teste l+linhas_teste
2;

$Erro minimo local para combinagdes
de 2 incdégnitas

erro_teste 2=min (Matriz permut (linhas_teste

_141:1linhas total 2,15));

if erro teste 2>erro teste 1

disp('Solugdo 6tima com 1 forca
ou momento exterior');

disp (Matriz permut) ;
break

else

continue
end
end

if ninc==

linhas_ teste 3=factorial(dim_s)/ (factorial(
3) *factorial (dim s-3));

linhas total 3=linhas_total 2+linhas_teste
3;

$Erro minimo local para combinacgdes
de 3 incdgnitas

erro_teste 3=min(Matriz permut (linhas total

_2+1:1linhas total 3,15));

if erro teste 3>erro teste 2
erro _minimo=erro_ teste 2;

[row,col]=find (Matriz permut==erro minimo);
disp('Solugdo 6tima com 2 forcas
ou momentos exteriores');
disp('As forgas localizam-se no
graus de liberdade');
disp (Matriz permut (row,1:2));
%$Localizacédo das forcas

force location=Matriz permut (row,1:2);
for ijk=l:ciclos

force amplitude=H(conjK, force location,ijk)
\YK(1l:nK,1ijk);
end

force amplitude l=mean (force amplitude(1, :)

)i

force amplitude 2=mean (force amplitude(2,:)
)i

disp('A amplitude das forgas
exteriores é [N]: '");

disp(force amplitude 1);

disp(force amplitude 2);



break
else
continue
end
end

end

comb=[1:1linhas total 3];

$Erro acumulado corrigido

figure (3);

semilogy (comb, abs (Matriz permut (comb,15)),"'
-k', 'LineWidth', 1)

ylabel ('Erro acumulado corrigido');

xlabel ('Combinacdes de forcas ou momentos
exteriores');

set (gcf, 'color', 'w');

Excerto do codigo main_viga que

implementa o método de identificagdo da
adicdo de uma massa pontual numa viga
através do conceito de transmissibilidade

de deslocamentos (secgéo 4.2.1)

elseif choice==

%$Viga livre nas duas extremidades
discretizada

%em 6 elementos de viga de Bernoulli-Euler
clc;

global ciclos nU nK YU YK H conjU conjK

YU norm sum error factor ninc

format long

mass_node = menu('Indique o né onde
pretende adicionar a
massa','1','2','3"','4','5"','6"',"'7");
mass_dof=(2*mass_node)-1; %Grau de
liberdade de deslocamento transversal no nd
onde se encontra aplicada a massa
prompt={'Indique a massa pontual a
adicionar em Kg'};

dlg_title='TInput';

num lines=1;

def={""};
answer=inputdlg (prompt,dlg title,num lines,
def) ;

mass mass=str2double (answer) ;
pontual a adicionar em [Kg]
$Definicdo dos conjuntos
conjU=[3 5 7]; %Graus de Liberdade do
Conjunto U
conjkK=[9 11 13];
Conjunto K
conjC=[1 2 4 6 8 10 12 14]; %Conjunto com
os restantes graus de liberdade

nU=size (conjU,2); %$Dimensdo do conjunto U
nK=size (conjK,2); %$Dimensdo do conjunto K

%Massa

%$Graus de Liberdade do

$Localizacdo da forca harmbénica exterior
if mass node==

£(7,1)=500; %$Forca harménica discreta
com amplitude de 500N no grau de liberdade
5

force dof=7; %Grau de liberdade onde se
encontra aplicada a forca de excitacéo
else

£(5,1)=500; %$Forca harménica discreta
com ampitude de 500 N no grau de liberdade
5

force dof=5; %Grau de liberdade onde se
encontra aplicada a forca de excitacéo
end
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w=[1l:2:2*numnode]; %Graus de liberdade de
deslocamento transversal
teta=[2:2:2*numnode]; %Graus de liberdade
de rotacéo

$Nota -> Duas extremidades livres implica
que ndo hé graus de liberdade fixos
$Graus de liberdade ativos

fixeddofs=[]; %N&o hé& graus de liberdade
fixos
alldofs=[1:2*numnode] ;
liberdade (total de 14)
activedofs=setdiff (alldofs, fixeddofs) ;
$Todos os graus de liberdade sé&o graus de
liberdade ativos

maxvalue fregq=500; S%Frequéncia Maxima
freg=[2:2:maxvalue freg-1]; %Gama das
frequéncias a analisar [rad/s]
ciclos=size(freq,2); %Total de ciclos a
analisar

$Todos os graus de

$Adicdo de massa no nd escolhido

$NOTA -> O nd escolhido tem o grau de
liberdade de deslocamento transversal
(2*n6)-1 e o grau de

%$liberdade de rotacédo 2*nd
%Considera-se que a massa pontual apenas
influéncia o deslocamento

$transversal

$Definicao da matriz de massa global da
viga com a massa adicionada
DELTAM=zeros (2*numnode, 2*numnode) ;
DELTAM (mass_dof,mass_dof)=mass_mass;
M_Modified=M+DELTAM;

$Célculo dos deslocamentos do conjunto U e
K com adicédo de massa
for i=l:ciclos

Z Modified = K -
(freq(i)”2)*M Modified; %Matriz de Rigidez
Dindmica da viga modificada

U Modified(activedofs,i)=7% Modified(actived
ofs,activedofs) \f (activedofs) ;
YU (1l:nU,1i)=U Modified(conjU,1i);
$Deslocamentos do conjunto U calculados
YK(1:nK,1i)=U Modified(conjK,1i);
%Deslocamentos do conjunto K calculados
$Normalizacédo
factor=norm (YU (1:nU,1));
YU norm(1:nU,1)=YU(1:nU,1i)/factor;
wp=freq./ (2*pi); %Frequéncia em Hz

Z = K - (freqg(i)"2)*M; %Matriz de
Rigidez Dindmica da viga original

U(activedofs,i)=% (activedofs,activedofs) \f (
activedofs); %Deslocamentos sem modificacédo
estrutural

H(1l:2*numnode, 1l:2*numnode, i)=inv (Z) ;
$Matriz FRF da estrutura original

YU teste(1l:nU,1i)=(H(conjU,
force dof],i))* (pinv (H(conjK,
force dof],1))*YK(1l:nK,1));
end
wp=freq./ (2*pi);
$Grafico que testa a matriz de
transmissibilidade de deslocamentos
figure (1) ;
semilogy (wp,abs (YU(:,:)), '~
k', 'LinewWidth', 1)
hold on
semilogy (wp,abs (YU teste(:,:)),'—-
r','LineWidth',1)

[mass_dof
[mass_dof



legend ('Deslocamento Y U método

direto', 'Deslocamento Y U com
transmissibilidade de
deslocamentos', 'Location', "NorthEastOutside
")

ylabel ('Deslocamentos do conjunto U');
xlabel ('Frequéncia [Hz]'");

set (gcf, 'color', 'w');

%$Grafico dos deslocamentos do conjunto U e
do conjunto K com modificacdo estrutural
figure(2);

semilogy (wp,abs (YU(:,:)), "~

k', 'Linewidth',1)

hold on

semilogy (wp,abs (YK (:,:)), "'—
r','LineWidth', 1)

title('Deslocamentos dos conjuntos U e K')
ylabel ('Deslocamentos do conjunto U e K
[m] ")

xlabel ('Frequéncia [Hz]'");

set (gcf, 'color', 'w');

%$Grafico dos deslocamentos do conjunto U
com e sem modificacdo estrutural

figure (3);

semilogy (wp,abs (YU(:,:)), "~

k', 'LineWidth', 1)

hold on

semilogy (wp,abs (U(conjuU,:)), '—-
r','LineWwidth', 1)

title('Deslocamentos do conjunto U com e
sem modificacdo estrutural')
ylabel ('Deslocamentos do conjunto
xlabel ('Frequéncia [Hz]'");

set (gcf, 'color', 'w');

[m] ")

$%%%%% IDENTIFICACAO DA LOCALIZACAO DA
MASSA USANDO TRANSMISSIBILIDADE DE

DESLOCAMENTOS%%%%%%
tic
s=[1:14]; %Graus de liberdade onde existe a

possibilidade de estarem aplicadas forcas

%ou momentos exteriores
dim_s=size(s,2); %Dimensdo do conjunto S
npt=0; $Inicializac¢do do ntmero total de
combinacdes

$Numero total de combinacg¢des
for ik=1l:dim_s

npt=npt+factorial (dim_s)/ (factorial (ik) *fac
torial (dim_s-ik));
end

Matriz permut=zeros (npt,dim s+1);
%$Inicializacdo da Matriz de Permutacéao
is=0;

%Criacdo das combinacdes de forcas e
momentos exteriores possiveis
for ip=1l:dim s

np=factorial (dim_s)/ (factorial (ip) *factoria
1(dim s-ip));

nchoosek (s,ip); %Combinacdes possiveis
do conjunto s com ip incégnitas

Matriz permut (is+l:is+np,l:ip)=nchoosek(s,i
p);

is=is+np;
end

%$Célculo do erro acumulado até se definir o
erro minimo global
for ip=1l:npt

clc;

ipermut=ip;

Matriz permut (ipermut,l:dim_s);
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ninc=0;

$Numero de incdgnitas da combinacido a
analisar

for ipf=1:dim s

index (ipf)=Matriz permut (ipermut, ipf);
if index (ipf)>0
ninc=ninc+1;
end
end

conjA=Matriz permut (ipermut,l:ninc);
$Conjunto A corresponde a cada combinagdo
possivel

error i=erro vigaTD simple (conjAa);

Matriz permut (ipermut,dim s+l)=error 1i;

%Condig¢bdes para continuagdo ou fim do
ciclo
if ninc==

linhas_teste l=factorial(dim s)/(factorial(
1) *factorial (dim_s-1));

$Erro minimo local para combinacgdes
de 1 incégnita

erro_teste l=min (Matriz permut (linhas_teste
_1,15));
end

if ninc==

linhas teste 2=factorial(dim s)/(factorial(
2) *factorial (dim _s-2));

linhas_total 2=linhas_teste l+linhas_teste
2;

$Erro minimo local para combinacgdes
de 2 incoégnitas

erro_teste 2=min (Matriz permut (linhas teste
_141:1linhas total 2,15));
if erro teste 2>erro teste 1
disp('Solugdo 6tima com 1 forca
ou momento exterior');
break
else
continue
end
end

if ninc==

linhas teste 3=factorial (dim s)/(factorial(
3) *factorial (dim s-3));

linhas total 3=linhas_total 2+linhas_teste
3;

$Erro minimo local para combinacgdes
de 3 incdgnitas

erro_teste 3=min (Matriz permut (linhas_total
~2+1:linhas total 3,15));
if erro teste 3>erro teste 2
erro minimo=erro teste 2;

[row,col]l=find(Matriz permut==erro minimo) ;

[rowl,coll]=find(Matriz permut (row,1:2)==fo
rce dof);
if coll==
$Localizagdo da massa pontual

mass location=Matriz permut (row,2);
else
$Localizagdo da massa pontual



mass location=Matriz permut (row,1);
end
disp('A massa pontual foi
adicionada no né:"');
disp((mass_location+1l)/2);
%$Quantificacdo da massa
adicionada
for i=l:ciclos
F applied([1 2],1i)=(H(conjK,
Matriz permut (row,1:2),1))\YK(1l:nK,1i);
if mass_dof<force dof
F mass=F applied(1,:);
else
F mass=F applied(2,:);
end

mass_added vector(l,1i)=F mass(1l,1)/((freq(i
))~2*U Modified(mass dof,i));
end

mass_added=mean (mass_added_vector) ;
disp('A massa pontual em Kg

e:r');
disp (mass_added) ;
break
else
continue
end
end
end
toc

ElapsedTime = toc;

comb=[1:1linhas total 3];

%$Grafico do erro acumulado corrigido

figure (4);

semilogy (comb, abs (Matriz permut (comb,15)), "'
-k', 'LineWidth', 1)

ylabel ('Erro acumulado corrigido');

xlabel ('Combinac¢cdes de forcas ou momentos
exteriores');

set (gcf, 'color', 'w');

figure (5)

plot (wp, mass_added_vector (1,
k', 'LineWidth', 1)

)=

ylabel ('Massa adicionada [Kg]'):;

xlabel ('Frequéncia [Hz]'");

set (gcf, 'color', 'w');

Excerto do cbédigo main_viga que

implementa o método de identificagcdo da
reducdo de rigidez localizada numa viga
através do conceito de transmissibilidade

de deslocamentos (secc¢éo 4.2.2)

elseif choice==
%$Viga livre nas duas extremidades
discretizada

%$em 6 elementos de viga de Bernoulli-Euler
clc;

global ciclos nU nK YU YK H conjU conjK

YU norm sum error factor ninc

format long

$Definicdo dos conjuntos

conjU=[3 5 7]; %Graus de liberdade do
conjunto U
conjK=[9 11 13];
conjunto K
nU=size (conju,2);

%$Graus de liberdade do

%$Dimensdo do conjunto U
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nK=size (conjK, 2); %Dimensdo do conjunto K
£(5,1)=500; %Forca harmbénica discreta com
amplitude de 500N no grau de liberdade 5
w=[1:2:2*numnode]; %graus de liberdade de
deslocamento transversal
teta=[2:2:2*numnode]; %graus de liberdade
de rotacéo

$Nota -> Duas extremidades livres implica
que ndo hé& graus de liberdade fixos
%Graus de liberdade ativos

fixeddofs=[]; %N&o ha graus de liberdade
fixos
alldofs=[1:2*numnode];
liberdade (total de 14)
activedofs=setdiff (alldofs, fixeddofs) ;
$Todos os graus de liberdade sdo graus de
liberdade ativos

maxvalue freq=500; %Frequéncia Maxima
fregq=[2:2:maxvalue freq-1]; %Gama das
frequéncias a analisar [rad/s]
ciclos=size(freq,2); %Numero de ciclos a
analisar

%Redugdo de rigidez no grau de liberdade 4
(rotacdo do nd 2)

%Como simplificacdo apenas se considera a
reducdo de rigidez na rotacéo

DELTAK=zeros (2*numnode, 2*numnode) ;

DELTAK (4,4)=-0.05*K(4,4); %Reducédo de 5% na
rigidez a rotagdo do nd 2

K Modified=K+DELTAK; %Matriz de Rigidez
Global da viga modificada

$Todos os graus de

%Determinacédo dos deslocamentos do conjunto
U e K com forcas aplicadas nos
%graus de liberdade 5 e com reducgédo de
rigidez localizada no ndé 2
for i=l:ciclos

Z Modified = K Modified -
(freqg(i)”2)*M; %Matriz de Rigidez Dinédmica
da viga modificada

U Modified(activedofs,i)=7% Modified(actived
ofs,activedofs) \f (activedofs) ;
YU (1l:nU,i)=U Modified(conjU,1i);
%Deslocamentos do conjunto U calculados
YK(1:nK,1i)=U Modified(conjK,1i);
$Deslocamentos do conjunto K calculados
$Normalizacédo
factor=norm (YU (1:nU,1));
YU norm(1:nU,1)=YU(1:nU,1i)/factor;
wp=freq./ (2*pi); %Frequéncia em Hz

Z = K - (freqg(i)”2)*M; S%Matriz de
Rigidez Dindmica da viga original

U(activedofs, i)=Z (activedofs, activedofs) \f (
activedofs); %Deslocamentos sem a
modificacdo estrutural

H(1l:2*numnode, 1l:2*numnode, i)=inv (Z) ;
$Matriz FRF da viga original

YU teste(l:nU,1i)=(H(conjU, [4
5],1))* ((H(conjK, [4 5],1))\YK(1l:nK,1i));

end

wp=freq./ (2*pi);

$Grafico que testa se a matriz de
transmissibilidade de deslocamentos foi
$bem definida

figure (1) ;
semilogy (wp,abs (YU(:,:)), '~

k', 'LinewWidth', 1)

hold on

semilogy (wp,abs (YU teste(:,:)),"'—-
r','LineWidth',1)



legend ('Deslocamento Y U método

direto', 'Deslocamento Y U com
transmissibilidade de
deslocamentos', 'Location', "NorthEastOutside
")

ylabel ('Deslocamentos do conjunto U');
xlabel ('Frequéncia [Hz]'");

set (gcf, 'color', 'w');

%Grafico dos deslocamentos do conjunto U e
do conjunto K da viga modificada
figure(2);

semilogy (wp,abs (YU(:,:)), "~

k', 'Linewidth',1)

hold on

semilogy (wp,abs (YK (:,:)), "'—
r','LineWidth', 1)

title('Deslocamentos dos conjuntos U e K')
ylabel ('Deslocamentos do conjunto U e K
[m] ")

xlabel ('Frequéncia [Hz]'");

set (gcf, 'color', 'w');

%Grafico dos deslocamentos do conjunto U
com e sem modificacdo estrutural

figure (3);

semilogy (wp,abs (YU(:,:)), "~

k', 'LineWidth', 1)

hold on

semilogy (wp,abs (U(conjuU,:)), '—-
r','LineWwidth', 1)

title('Deslocamentos do conjunto U com e
sem modificacdo estrutural')
ylabel ('Deslocamentos do conjunto
xlabel ('Frequéncia [Hz]'");

set (gcf, 'color', 'w');

[m] ")

$%%%%% IDENTIFICACAO DA LOCALIZACAO DA
REDUCAO DE RIGIDEZ USANDO

TRANSMISSIBILIDADE DE DESLOCAMENTOS$%$%%%%
tic
s=[1:14]; %Graus de liberdade onde existe a

possibilidade de estarem aplicadas
$forcas ou momentos exteriores

dim_s=size(s,2); %Dimensdo do conjunto S

npt=0; $Inicializac¢do do ntmero total de

combinacdes

$Numero total de combinacgdes

for ik=1l:dim_s

npt=npt+factorial (dim_s)/ (factorial (ik) *fac
torial (dim s-ik));
end

Matriz permut=zeros (npt,dim s+1);
%$Inicializacdo da Matriz de Permutacéo
is=0;

%$Criacdo das combinacgdes de forcas e
momentos exteriores possiveis
for ip=1l:dim s

np=factorial (dim_s)/ (factorial (ip) *factoria
1(dim s-ip));

nchoosek (s, ip); %Combinacées possiveis
do conjunto S com ip incégnitas

Matriz permut (is+l:is+np,l:ip)=nchoosek(s,i
p);

is=is+np;
end

%$Calculo do erro acumulado até se definir o
erro minimo global
for ip=l:npt

clc;

ipermut=ip;

Matriz permut (ipermut,l:dim_s);

ninc=0;
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$Numero de incdgnitas da combinacido a
analisar
for ipf=1:dim s

index (ipf)=Matriz permut (ipermut, ipf);
if index (ipf)>0
ninc=ninc+1;
end
end

conjA=Matriz permut (ipermut,l:ninc);
$Conjunto A corresponde a cada combinagdo
possivel

error i=erro vigaTD simple (conjAa);

Matriz permut (ipermut,dim s+l)=error 1i;

%Condigbdes para continuagdo ou fim do
ciclo
if ninc==

linhas_teste l=factorial(dim s)/(factorial(
1) *factorial (dim_s-1));

$Erro minimo local para combinagdes
de 1 incégnita

erro_teste l=min (Matriz permut (linhas_teste
_1,15));
end

if ninc==

linhas_ teste 2=factorial(dim s)/(factorial(
2) *factorial (dim _s-2));

linhas_total 2=linhas_teste l+linhas_teste
2;

$Erro minimo local para combinacgdes
de 2 incoégnitas

erro_teste 2=min (Matriz permut (linhas teste
_141:1linhas total 2,15));
if erro teste 2>erro teste 1
disp('Solugdo 6tima com 1 forca
ou momento exterior');
disp (Matriz permut) ;
break
else
continue
end
end

if ninc==

linhas_teste 3=factorial (dim s)/(factorial(
3) *factorial (dim s-3));

linhas total 3=linhas total 2+linhas teste
3;

$Erro minimo local para combinacdes
de 3 incdgnitas

erro_teste 3=min (Matriz permut (linhas_total
_2+1:1linhas_total 3,15));
if erro teste 3>erro teste 2
erro_minimo=erro_teste 2;

[row,col]=find (Matriz permut==erro minimo);

[rowl,coll]=find(Matriz permut (row,1:2)==5)
%$Localizacdo da reducao de
rigidez localizada
if coll==

crack location=Matriz permut (row,2);
else



crack location=Matriz permut (row,1);

end

disp('A localizacdo da redugéo
de rigidez localizada é no ndé: ');

disp (crack location/2);

%$Quantificacdo da reducao de
rigidez

for i=l:ciclos

%$Reconstrucdo das forcas

F applied([1 2],1i)=(H(conjK,
[crack location 5],1))\YK(1l:nK,1i);

K reduction vector(l,1i)=F applied(1l,1i)/U Mo
dified(crack location,i);
end

K reduction=mean (K reduction vector);

percentage of reduction=K reduction/K(crack
_location,crack location);

percentage of reduction vector=(K reduction
_vector/K(crack location,crack location))*1
00;

disp('A redugdo de rigidez a

o

rotacdo é de (%) '):

disp (percentage of reduction*100);
break
else
continue
end
end

end

comb=[1:1linhas total 3];

$Grafico do erro acumulado corrigido

figure (4);

semilogy (comb, abs (Matriz permut (comb,15)),"'
-k', 'LineWidth', 1)

ylabel ('Erro acumulado');

xlabel ('Combinac¢cdes de forcas ou momentos
exteriores');

set (gcf, 'color', 'w');

$Grafico da evolugdo da percentagem de
reducdo de rigidez ao longo da

%$gama de frequéncias

figure (5)

semilogy (wp, percentage of reduction vector (
1,:),'-k', 'LineWidth', 1)

ylabel ('Percentagem de reducédo de rigidez
[51") 7

xlabel ('Frequéncia [Hz]'");

set (gcf, 'color', 'w');

Excerto do cbédigo main_viga que
implementa o método de identificacdo de
uma adicdo de massa pontual e de uma
reducdo de rigidez localizada numa viga
através do conceito de transmissibilidade

de deslocamentos (secc¢ao 4.2.3)

elseif choice==

%$Viga livre nas duas extremidades
discretizada

%em 6 elementos de viga de Bernoulli-Euler
clc;

global ciclos nU nK YU YK H conjU conjK

YU _norm sum_error factor ninc

format long

$Definicdo dos conjuntos

conjU=[3 5 7]; %Graus de liberdade do
conjunto U

conjK=[1 9 11 13]; %Graus de liberdade do
conjunto K

nU=size (conjuU,2); %Dimensdo do conjunto U
nK=size (conjK,2); %$Dimensdo do conjunto K
£(5,1)=500; %Forca harménica discreta com
amplitude de 500N no grau de liberdade 5
w=[1l:2:2*numnode]; %Graus de liberdade de
deslocamento transversal
teta=[2:2:2*numnode]; %Graus de liberdade
de rotacéo

%$Nota -> Duas extremidades livres implica
que ndo hé& graus de liberdade fixos
%Graus de liberdade ativos

fixeddofs=[]; %N&o ha graus de liberdade
fixos

alldofs=[1l:2*numnode]; %Todos os graus de
liberdade (total de 14)
activedofs=setdiff (alldofs, fixeddofs) ;
$Todos os graus de liberdade s&o graus de
liberdade ativos

maxvalue freg=500; %Frequéncia Maxima
freg=[2:2:maxvalue freqg-1]; %Gama das
frequéncias a analisar [rad/s]
ciclos=size(freq,2); %Total de ciclos a
analisar

$Adicdo de massa nd 4

SNOTA -> O nbé 4 tem o grau de liberdade de
deslocamento transversal 7 e o grau de
%1liberdade de rotacdo 8

%Com a simplificacdo considera-se que a
massa pontual apenas influencia o
deslocamento transversal,

%ou seja, grau de liberdade 7

$Definicédo da Matriz de Massa Global da
viga modificada

DELTAM=zeros (2*numnode, 2*numnode) ;
DELTAM(7,7)=0.02; %Adicdo de uma massa de
200 gramas no ndé 4

M_Modified=M+DELTAM;

%Redugdo de rigidez no grau de liberdade 4
(rotacdo do nd 2)

$Como simplificacdo apenas se considera a
reducéo de rigidez na rotacéo

$Definicdo da Matriz de Rigidez Global da
viga modificada

DELTAK=zeros (2*numnode, 2*numnode) ;

DELTAK (4,4)=-0.05*K(4,4); S%SReducéao de
rigidez de 5% no ndé 2

K Modified=K+DELTAK;

$Caélculo dos deslocamentos do conjunto U e
K com forcgas aplicadas nos
%graus de liberdade 5 e com adicdo de massa
no grau de liberdade 7
for i=l:ciclos

Z Modified = K Modified -
(freq(i) *2) *M Modified; SMatriz de Rigidez
Dindmica da viga

$modificada

U Modified(activedofs,i)=Z2 Modified(actived
ofs,activedofs) \f (activedofs) ;
YU(1:nU,1i)=U Modified(conjU,1i);
%Deslocamentos do conjunto U calculados
YK(1:nK,1i)=U Modified(conjK,1i);
$Deslocamentos do conjunto K calculados
$Normalizacgédo
factor=norm (YU (1:nU,1));
YU norm(1l:nU,1)=YU(1:nU,1)/factor;
wp=freq./ (2*pi); %Frequéncia em Hz



Z = K - (freg(i)"2)*M; SMatriz de
Rigidez Dinédmica da viga original

U(activedofs,i)=4% (activedofs,activedofs) \f (
activedofs); %Deslocamentos sem a
modificacdo estrutural

H(l:2*numnode, 1:2*numnode, i)=1inv(Z2) ;
$Matriz FRF da estrutura sem modificacéao
estrutural

YU teste(l:nU,i)=(H(conjU, [4 5
71,1)) * ((H(conjK, [4 5 71,1))\YK(1:nK,1i));
end
wp=freq./ (2*pi);

%$Grafico que testa a matriz de
transmissibilidade calculada

figure(1l);

semilogy (wp,abs (YU(:,:)), "~

k', 'LineWidth', 1)

hold on

semilogy (wp,abs (YU teste(:,:)),"'-—
r','LineWidth',1)

legend('Deslocamento Y U método

direto', 'Deslocamento Y U com
transmissibilidade de
deslocamentos', 'Location', "NorthEastOutside
")

ylabel ('Deslocamentos do conjunto U');
xlabel ('Frequéncia [Hz]'");

set (gcf, 'color', 'w');

wp=freq./(2*pi); %Frequéncia em Hz
%$Grafico dos deslocamentos do conjunto U e
do conjunto K

figure(2);

semilogy (wp,abs (YU(:,:)), "—

k', 'LineWidth', 1)

hold on

semilogy (wp,abs (YK (:,:)), "—
r','LineWidth',1)

title('Deslocamentos dos conjuntos U e K')
ylabel ('Deslocamentos do conjunto U e K
[m]");

xlabel ('Frequéncia [Hz]'");

set (gcf, 'color', 'w');

%Grafico dos deslocamentos do conjunto U
com e sem modificacdo estrutural

figure (3);

semilogy (wp,abs (YU(:,:)), "~

k', 'LineWwidth', 1)

hold on

semilogy (wp,abs (U(conjU,:)), '—-
r','LineWidth',1)

title('Deslocamentos do conjunto U com e
sem modificacdo estrutural')

ylabel ('Deslocamentos do conjunto [m]');
xlabel ('Frequéncia [Hz]'");

set (gcf, 'color', 'w');

2299%% IDENTIFICACAO DA LOCALIZACAO DAS

DUAS MODIFICAC@ES ESTRUTURAIS USANDO

TRANSMISSIBILIDADE DE DESLOCAMENTOS$%%%%%

tic

s=[1:14]; %Graus de liberdade onde existe a

possibilidade de estarem aplicadas forcgas
%e momentos exteriores

dim s=size(s,2); %Dimensdo do conjunto S

npt=0; %$Inicializac¢do do nUmero total de

combinacgdes

$Numero total de combinacgdes

for ik=l:dim s

npt=npt+factorial (dim_s)/ (factorial (ik) *fac
torial (dim_s-ik));
end

Matriz permut=zeros (npt,dim s+1);
%$Inicializacdo da Matriz de Permutacdao

is=0;

$Criagdo das combinagdes possiveis
for ip=1:dim s

np=factorial (dim_s)/ (factorial (ip) *factoria
1(dim_s-ip));

nchoosek (s,ip); %Combinacdes possiveis
do conjunto s com ip incégnitas

Matriz permut (is+l:is+np,l:ip)=nchoosek(s, i
p);

is=is+np;
end

$Calculo do erro acumulado até se definir o
erro minimo global
for ip=1:npt

clc;

ipermut=ip;

Matriz permut (ipermut,l:dim_s);

ninc=0;

$Numero de incdégnitas de cada
combinacdo a analisar
for ipf=1:dim_s

index (ipf)=Matriz permut (ipermut, ipf);
if index (ipf)>0
ninc=ninc+1;
end
end

conjA=Matriz permut (ipermut,l:ninc);
%Conjunto A corresponde a cada combinacéo
possivel

error i=erro vigaTD simple(conjA);

Matriz permut (ipermut,dim s+l)=error 1i;

%Condig¢bdes para continuagdo ou fim do
ciclo

if ninc==

linhas_ teste l=factorial(dim s)/(factorial(
1) *factorial (dim_s-1));

$Erro minimo local para combinacgdes
de 1 incégnita

erro_teste l=min(Matriz permut (linhas_teste
_1,15));
end

if ninc==

linhas teste 2=factorial (dim s)/(factorial(
2) *factorial (dim_s-2));

linhas total 2=linhas_teste l+linhas_teste
2;

$Erro minimo local para combinacgdes
de 2 incdgnitas

erro_teste_ 2=min (Matriz_ permut (linhas_teste
~1+1l:1linhas total 2,15));
if erro teste 2>erro teste 1
disp('Solugdo 6tima com 1 forca
ou momento exterior');
break
else
continue
end
end

if ninc==

linhas teste 3=factorial(dim s)/(factorial(
3) *factorial (dim s-3));



linhas total 3=linhas total 2+linhas teste
3;

$Erro minimo local para combinag¢des
de 3 incdbgnitas

erro_teste 3=min(Matriz permut (linhas total
_2+1:linhas_total 3,15));
if erro teste 3>erro teste 2
erro_minimo=erro_teste 2;
disp('Solucédo 6tima com 2 forcas
ou momentos exteriores');
break
else
continue
end
end

if ninc==

linhas teste 4=factorial(dim_s)/ (factorial (
4) *factorial (dim_s-4));

linhas total 4=linhas total 3+linhas teste
4;

$Erro minimo local para combinacg¢des
de 2 incdbégnitas

erro_teste 4=min(Matriz permut (linhas total
_3+1:linhas_total 4,15));
if erro_teste_4>erro_teste_3
erro _minimo=erro teste 3;

[row,col]=find (Matriz permut==erro minimo);

[rowl,coll]=find(Matriz_permut (row,1:3)==5)

%Graus de liberdade dos nds onde
foi adicionada a massa e onde

%$se formou a figura

$NOTA->Nesta fase ainda se
desconhece a localizacdo da fissura e

$da massa

crack mass_col=setdiff ([1 2
3],coll);

crack mass_location 1=Matriz permut (row,cra
ck mass col(1,1));

crack mass_location 2=Matriz permut (row,cra
ck mass_col(1,2));
%0 grau de liberdade par
corresponde ao grau de liberdade da
$reducdo de rigidez
rl=rem(crack mass_location 1,2);
if rl==

crack location=crack mass location 1;

mass_location=crack mass_location 2;
end

if rl==
crack_location=crack mass_location_ 2;

mass_location=crack mass_location 1;
end

%Quantificacdo das
modificacbdes estruturais

for i=l:ciclos

%$Reconstrucdao de forgas

$Nota->E possivel fazer a
reconstrucdo de forcas

$utilizando-se o conjunto U
visto que a dimens&o do conjunto
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%U é igual a dimensédo do
conjunto A

F applied([1 2
3],1i)=(H(conjU, [crack location
mass_location 5],1i))\YU(1:nU,1i);

K reduction vector(l,i)=F applied(l,i)/U Mo
dified(crack location,i);

mass_added vector(l,i)=F applied(2,1i)/((fre
q(i))"2*U Modified(mass location,i));

mass_added=mean (mass_added_vector) ;
end

K reduction=mean (K reduction vector);

percentage of reduction=K reduction/K(crack
_location,crack location);

percentage of reduction vector=100* (K _reduc
tion vector/K(crack location,crack location
))

disp('A redugdo de rigidez
encontra-se localizada no ndé: ');

disp(crack location/2);

disp('A massa encontra-se
localizada no ndé: ');

disp ((mass location+l)/2);

disp('A reducgdo de rigidez
na rotacédo é de (%) ");

disp (percentage of reduction*100);
disp('A quantidade de massa

e de [kg] ");
disp (mass_added) ;
end
break
else
continue
end
end
toc

ElapsedTime = toc;

comb=[1:1linhas total 4];

$Grafico do erro acumulado corrigido

figure (4);

semilogy (comb, abs (Matriz permut (comb,15)),'
-k', 'LineWwidth', 1)

ylabel ('Erro acumulado');

xlabel ('Combinac¢cdes de forcas ou momentos
exteriores');

set (gcf, '"color', 'w');

$Grafico da variacgdo do valor da massa
adicionada com a frequéncia
figure (5);

semilogy (wp,mass_added vector (1,
k', 'LinewWidth', 1)

ylabel ('Massa adicionada [Kgl');
xlabel ('Frequéncia [Hz]");

set (gcf, '"color', 'w');

%Grafico da variacdo do valor da reducdo de
rigidez com a frequéncia

figure (6);

semilogy (wp, percentage of reduction vector (
1,:),'-k','LineWidth', 1)

ylabel ('Percentagem de redugdo de rigidez
[51")7

xlabel ('Frequéncia [Hz]');

set (gcf, 'color', 'w'");

E I

Excerto do cédigo main_viga que

implementa o método de identificacdo de

uma fissura formada numa viga através do



conceito de transmissibilidade de

deslocamentos (seccéo 4.2.4)

elseif choice==

%$Viga livre nas duas extremidades
discretizada

%em 6 elementos de viga de Bernoulli-Euler
%$Viga com fissura

clc;

clear I;

global ciclos nU nK YU YK H conjU conjK
sum_error ninc factor

format long

W=0.01; %Espessura da seccédo reta
D=0.01; %Altura da seccdo reta

I=(W*D"3)/12; %Segundo Momento de Area da

secgcdo reta original

d cg=0.007; %Profundidade da fissura

I cj=(W*(D-d_cg)"3)/12; %$Segundo Momento de

Area na seccdo da fissura

zeta j=(1/6)/2; %Localizacdo da fissura

lc=1.5*D; S%Comprimento equivalente (define

a zona de influéncia da fissura no aumento
%da flexibilidade/diminuicdo da

rigidez)

$Definicdo dos conjuntos

conjU=[8 10]; %Graus de liberdade do

conjunto U

conjK=[3 5 7 9 11 13]1;

do conjunto K

nU=size (conjuU,2); SNumero de graus de

liberdade do conjunto U

nK=size (conjkK,2); SNumero de graus de

liberdade do conjunto K

%$Graus de liberdade

£(5,1)=3000; %Forca harménica de excitacéo
no grau de liberdade 5 (N6 3)
w=[1l:2:2*numnode]; %graus de liberdade de
deslocamento transversal
teta=[2:2:2*numnode]; %graus de liberdade
de rotacéao

$Nota -> Duas extremidades livres implica
que ndo hé& graus de liberdade fixos
%$Graus de liberdade ativos

fixeddofs=[]; %Ndo ha graus de liberdade
fixos
alldofs=[1:2*numnode];
liberdade (total de 14)
activedofs=setdiff (alldofs, fixeddofs) ;
$Todos os graus de liberdade sdo graus de
liberdade ativos

2$%%%% ESTE MODELACAO DA FISSURA NAO E
PRECISA PARA FREQUENCIAS ELEVADASS$%$%%%%%
maxvalue freq=250; S$Frequéncia maxima
freg=[2:2:maxvalue freqg-1]; %Gama de
frequéncias
ciclos=size (freq,2);
analisar

$Fissura no elemento 4

%Graus de liberdade do elemento onde a
matriz de rigidez elementar é afetada pela
fissura

dofs crack=[(4*2)-1 4*2 (4*2)+1 (4*2)+2];
DELTAK=zeros (2*numnode, 2*numnode) ;
%$Inicializacdo da matriz de variacdo de
rigidez

$Definicao das constantes de rigidez

K 11=((12*E* (I-

I_cj))/herd)* (((2*1c”3)/he”2)+ ((3*1c)* (((2*
zeta j)/he)-1)"2));

K 12=((12*E* (I-

I cj))/he”3)*((1c”3/he”2)+ (1lc* (2-
((7*zeta_j) /he)+((6*zeta_j~2)/he”2))));

%$Todos os graus de

$Numero de ciclos a
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K 14=((12*E* (I-
I cj))/he”3)*((lc"3/he”2)+ (lc* (1~
((5*zeta_j)/he)+((6*zeta 3"2)/he”2))));
K 22=((12*E* (I-
I cj))/he”2)* (((3*1c”3)/he”2)+((2*1c)* (((3*
zeta j)/he)-2)"2));
K 24=((12*E* (I-
I cj))/he”2)*((3*1c”3/he”2)+((2*1c)* (2~
((9*zeta j)/he)+((9*zeta j"2)/he”2))));
K 44=((12*E* (I-
I cj))/he”2)* (((3*1c”3)/he”2)+((2*1c)* (((3*
zeta j)/he)-1)"2));
DELTAK e=zeros(4,4); %Inicializacdo da
matriz de reducdo de rigidez elementar
$Definicdo da matriz de reducdo de rigidez
elementar
DELTAK e(1,1)=K 11;
DELTAK e(3,3)=K 11;
DELTAK e(1,3)=-K 11;
DELTAK e(3,1)=-K 11;
DELTAK e(2,2)=K _22;
DELTAK e (4,4)=K_44;
DELTAK e(1,2)=K 12;
DELTAK e(2,1)=K 12;
DELTAK e(2,3)=-K 12;
DELTAK e(3,2)=-K_12;
DELTAK e(1,4)=K_14;
DELTAK e (4,1)=K 14;
DELTAK e(3,4)=-K_14;
DELTAK e (4,3)=-K_14;
DELTAK e(2,4)=K_24;
DELTAK e (4,2)=K _24;
DELTAK (dofs crack,dofs crack)=DELTAK e;
K _crack=K-DELTAK; %Matriz de Rigidez Global
da viga com fissura
$Determinacdo dos deslocamentos do conjunto
U e K da viga modificada
for i=l:ciclos
Z_crack = K_crack - (freqg(i)"2)*M;
$Matriz de Rigidez Dindmica da viga
modificada

U_crack(activedofs,1)=Z crack(activedofs,ac
tivedofs) \f (activedofs) ;
YU (1:nU,1i)=U crack(conjU,1i);
%Deslocamentos do conjunto U calculados
YK(1:nK,1i)=U_crack(conjK,1);
$Deslocamentos do conjunto K calculados
wp=freq./ (2*pi); %Frequéncia em Hz
Z = K - (freqg(i)"2)*M; %Matriz de
Rigidez Dindmica da viga original

U(activedofs, i)=Z (activedofs, activedofs) \f (
activedofs); %Deslocamentos sem a
modificacdo estrutural

H(1l:2*numnode, 1:2*numnode, i) =inv (Z2) ;
$Matriz FRF da estrutura sem modificacéo
estrutural

end

wp=freq./ (2*pi);

%Grafico dos deslocamentos/rotacdes do
conjunto U e do conjunto K

figure (1) ;

semilogy (wp,abs (YU (:,:)), "'—

k', 'LinewWidth', 1)

hold on

semilogy (wp,abs (YK (:,:)),'—
r','LineWidth', 1)

title('Deslocamentos dos conjuntos U e K')
ylabel ('Deslocamentos/rotagdes do conjunto

Ue K [m]/[rad]");
xlabel ('Frequéncia [Hz]');
set (gcf, "color', 'w');



$Grafico das rotagdes do conjunto U com e
sem modificacdo estrutural

figure(2);

semilogy (wp,abs (YU (:,
k', 'LineWidth', 1)
hold on
semilogy (wp, abs (U
r','LineWidth', 1)
title('Deslocamentos do conjunto U com e
sem modificacdo estrutural')

),

(conju,

),

ylabel ('Rotagdes do conjunto U [rad]');
xlabel ('Frequéncia [Hz]'");

set(gcf 'coloxr','w');

%$%%%%% IDENTIFICACAO DA LOCALIZACAO DA

FISSURA USANDO TRANSMISSIBILIDADE DE

DESLOCAMENTOS%%%%%%

tic

=[1:14]; %Graus de liberdade onde existe a

possibilidade de estarem aplicadas forcas
%e momentos exteriores

dim_s=size(s,2); %Dimensdo do conjunto S

npt=0; $Inicializac¢do do numero total de

combinacodes

$Numero total de combinacg¢des
for ik=1l:dim_s

npt=npt+factorial (dim_s)/(factorial (ik) *fac
torial (dim_s-ik));

end

Matriz permut=zeros (npt,dim s+1);
%$Inicializacdo da Matriz de Permutacéo
is=0;

%$Criacdo das combinacdes possiveis

for ip=1:dim_s

np=factorial (dim_s)/(factorial (ip) *factoria
1(dim_s-ip));

nchoosek(s,ip); %Combinacdes possiveis
do conjunto S com ip incdégnitas

Matriz permut (is+l:is+np,1l:ip)
p);

=nchoosek (s, i

is=is+np;
end

%$Célculo do erro acumulado até satisfazer a
condicdo necesséaria
for ip=l:npt

clc;

ipermut=ip;

Matriz permut (ipermut,l:dim s);

ninc=0; S%Numero de forcas ou momentos
que sdo incédgnitas na combinacédo

$Numero de incédgnitas da combinagdo a
analisar

for ipf=1:dim_s

index (ipf)=Matriz_ permut (ipermut, ipf);
if index (ipf)>0
ninc=ninc+1;
end
end
%0 ciclo fica restringido a 6
incdégnitas, valor necessdrio para se
%estabelecer a condicao necesséaria
if ninc==
break
end
conjA=Matriz permut (ipermut,l:ninc);
%$Conjunto A corresponde a cada combinagdo
possivel
error i=erro vigaTD crack(conjA);
Matriz permut (ipermut,dim s+l)=error 1i;
end

o
o°
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$Total de combinacdes analisadas
linhas total=0;
for ij=1:(ninc-1)

linhas teste=factorial (dim s)/ (factorial (ij
) *factorial (dim s-1ij));

linhas total=linhas total+linhas teste;
end
$Grafico do erro acumulado corrigido
comb4=[1:1linhas totall];
figure (3);
semilogy (combd, abs (Matriz permut (comb4,15))
,'k', 'Linewidth', 1)
ylabel ('Erro acumulado');
xlabel ('Combinac¢des até 6 incdgnitas');
set (gcf, "color', 'w');
$Erro minimo global
erro min global=min(Matriz permut (l:linhas
total,15));
%$%%Determinacao do elemento onde se
localiza a fissura%%%
$row->Linha da Matriz de permutacdo que
contém a combingdo otima
[row,col]=find (Matriz permut==
al);
$coll->Coluna da linha da combinacéo 6tima
correspondente a forcga de
%$localizacdo conhecida
[rowl,coll]l=find(Matriz permut (row,:)==5);
$Determinacdo do numero de incdédgnitas da
combinacdo 6tima
ninc_optimal=0;
for jj=1:dim s

check=Matriz permut (row,jj);

if check~=0

ninc_optimal=ninc_optimal+l;
end
if check==0
break

erro min glob

end
end
%Graus de liberdade do elemento onde se
localiza a fissura
dofs elem=setdiff (Matriz permut (row,l:ninc_
optimal),Matriz permut (row,coll));
%0 primeiro né do elemento x é o ndé x e tem
a rotacdo x/2
dofs test=dofs_elem(2);
node test=dofs elem(2)/2;
disp('A fissura localiza-se no elemento:
")
disp (node_test);

$Deslocamentos e rotacdes do elemento onde
se formou a fissura
Y7 i=U crack(dofs _elem(1l),:);
Y8 i=U _crack(dofs_elem(2),:);
Y9_1 U_crack(dofs_elem( ), i)
Y10 i=U crack(dofs elem(4),:);
%$Reconstrucdo das forgas

for i=l:ciclos

F A(l:ninc_optimal,i)=
t(row,l:ninc_optimal),

(H(conjK,Matriz permu
1)) \YK(1l:nK,1i);

end

%$Forcas e momentos do elemento onde se
localiza a fissura

F7 i=F A(2,:);
F8 i=F A(3, )
F9 i=F " A(4,:);
Flo_l A( ’ )/

$Determinacdo das constantes de reducédo de
rigidez

ijk=1;



for i=l:ciclos
Q W(ijk:ijk+3,1:6)=[Y7 i(i)-Y9 i(1i)
Y10 i(i) 0 0 0;

0 Y7 i(i)-Y9 i(i)

Y8 i(i)

0 Y8 i(i) Y10 i(i) 0;
-Y10_i(i) 0

—(Y7_i(i)-Y9 i(i)) -Y8 i(i)
0 0;

00 Y7 i(i)-Y9 i(i) 0 Y8 i(i)
Y10 i (i)];

F W(ijk:ijk+3,1)=[F7 i(i);F8 i(i);FO i(i);F
10_i(i)1;

ijk=1ijk+4;

end

%Constantes de reducgdo de rigidez

K _s=Q W\F W;

$Calculo do segundo momento de area na
seccdo da fissura e da localizacéo
%$da fissura

K12=K s(2);

K14=K s(3);

R=K12/K14;

a=((6*R*1c)-(6*1c)) /he"2;
b=((7*1c) - (5*R*1c)) /he;
c=((R*1c"3-1c"3) /he”2)+ (R*1lc) - (2*1c) ;
pol=[a b c];

r=roots (pol) ;

for i=1:2

if r(i)>0 || r(i)<he

crack location estimated=r(i);

end
end
disp('A fissura localiza-se na coordenada
longitudinal [m]")
disp ((node_ test-
1) *he+crack location estimated);
A 1=K14/((1c”3/he”2)+ (lc* (1-
((5*crack location estimated)/he)+((6*crack
_location estimated”2)/he”2))));
Icj estimated=-(((A_1*he”3)/(12*E))-I);
$Célculo da profundidade da fissura
dcj_estimated=-
((((12*Icj _estimated)/W)"(1/3))-D);
disp('A fissura tem uma profundidade de
[m] ")
disp(dcj_estimated);
end

Funcéo que implementa o erro acumulado
corrigido, utilizada nos co6digos das
seccdes 4.1.1,4.1.2,4.2.1,4.2.2,4.2.3

function f = erro vigaTD simple (x)
global ciclos nU nK YK H conjU conjK
sum_error YU norm YU factor ninc
sum_error=0;
for i=l:ciclos
$Célculo do YU estimado utilizando-se a
matriz de transmissibilidade de
%deslocamentos

YU estimado (1:nU,i)=H(conjuU,x,1)* ((H(conjkK,
x,1))\YK(1:nK,1));
$Normalizagdo de YU

YU estimado norm(1:nU,1i)=YU estimado (1:nU, i
) /factor;
%$Célculo do erro acumulado

Sum_error = Sum error +
(abs (YU norm(1,1i))-
abs (YU _estimado norm(1l,i)))"2 +
(abs (YU _norm(2,1)) -
abs (YU estimado norm(2,1i)))"2 +
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(abs (YU norm(3,1i))-
abs (YU estimado norm(3,1))) "2
%$Reconstrucdo das forcas

F reconstructed(l:ninc,i)=(H(conjK, x,1i))\YK
(1:nK,1i);
end
%Calculo do erro acumulado corrigido
for j=l:ninc

F teste=mean (F_reconstructed(j,l:ciclos));
if F_teste<le-6
sum_error=sum error+10;
end
end
f=sum_error;
end

Func&o que implementa o erro acumulado
corrigido no codigo de identificagdo de uma

fissura, utilizada o c6digo da secc¢ao 4.2.4

function f = erro vigaTD crack(x)

global ciclos nU nK YU YK H conjU conjK
sum_error ninc

sum_error=0;

for i=l:ciclos

YU estimado(1:nU,1i)=(H(conjU,x,1))* ((H(conj
K,x,1))\YK(1l:nK,1)); %Calculo dos
deslocentos do conjunto U usando a
transmissibilidade de deslocamentos
sum_error = sum error + (abs(YU(1l,1i))-

abs (YU estimado(1l,1)))"2 + (abs(YU(2,1))-
abs (YU estimado(2,1)))"2

if ninc==

%$Reconstrucdo das forcas
F reconstructed(l:ninc,i)=(H(conjK, x,1i))\YK
(1:nK,1);

end
end
if ninc==

$Célculo do erro acumulado corrigido
for j=1l:ninc
F _teste=mean (F_reconstructed(j,l:ciclos));
if F teste<le-6
sum_error=sum error+10;
end
end
end
f=sum error;
end

- Codigo
main_placakirchhoff.m

Nota: Devido a limitacdo do nimero de péaginas
imposta, ndo se apresentam as fungBes que
implementam o célculo do erro acumulado
corrigido.

Excerto do c6digo main_placakirchhoff que
implementa o método de identificagcdo de

forcas numa placa através do conceito de



transmissibilidade de deslocamentos

(seccédo 4.3.1)

clc;

clear all;

close all;

suppressinputdlg=0

global ciclos nU nK YU YK H conjU conjK inc
tic

fig num=1; %Inicio da numeracdo de figuras

°

% Malha da placa

[fig num,number nodes,node matrix,element m
atrix,nelem, nodex,nodey,nx,ny,nodel,node2,n
ode3,noded,dof,L,W]=plate mesh (fig num);
$$SOUTPUTSS%S

$number nodes->numero total de nods

$node matrix->matriz com as coordenadas dos
nés da mesh

$element matrix->matriz com os nds globais
associados a cada elemento

$nelem->ntmero de elementos
$nodex->coordenadas dos ndés segundo x
$nodey->coordenadas dos ndés segundo y
$nx->numero de ndés no eixo dos x's
$ny->nlimero de ndés no eixo dos y's
$noden->nd global associado ao n ndé local
$dof->numero total de graus de liberdade
$L->comprimento da placa

o

$W->largura da placa

o

% Propriedades da

[D,E, rho,mu,beta,thick]=plate materials (L, W

rho_s=rho*thick;
$%$%OUTPUTSS%S

E->M6dulo de Young
rho->Massa especifica
Smu->Coeficiente de Poisson
$thick->Espessura

o

o°

Matrizes de massa e rigidez

[mass,stiff,total volume,total mass]=plate_
mass_stiff (nelem,nodex, nodey, nodel, node2, no
de3,node4,mu,beta, thick,dof, rho, D) ;
$$SOUTPUTSSSS

$mass->Matriz de Massa Global

stiff->Matriz de Rigidez Global

total volume->Volume da placa

total mass->Massa da placa

oo o

o°

choice = menu('Identificacdo de forcas e

adigdo de massa numa placa',...
'Identificacdo de

forcas', 'Identificacdo de uma massa

pontual');

if choice==

clc;

%$Identificacdo de localizacdo de uma forca
exterior numa placa
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%através da aplicacdo do conceito de
transmissibilidade de

%deslocamentos

dof=3*number nodes; %N° de graus de
liberdade
sizeK=size (stiff);
Rigidez Global
sizeM=size (mass) ;
Massa Global
nnodeK=[120 400];

$Dimensdo da Matriz de
$Dimensdo da Matriz de

$N6s do conjunto K

$NOTA -> DIMENSAO DO

CONJUNTO K MATIOIR OU IGUAL QUE A DIMENSAO

DO CONJUNTO A

nnodeU=324; %NO6 do conjunto U

nnodeF=225; %$N6 onde se encontra aplicada a

forca exterior (conjunto A)

F_amp=100; S%Amplitude da forca exterior

conjU=3* (nnodeU-1)+1; %Grau de liberdade do

conjunto U (Deslocamento transversal)

conjK=3* (nnodeK-1)+1; %Graus de liberdade

do conjunto K (Deslocamentos transversais)

conjA=3* (nnodeF-1)+1; %Grau de liberdade do

conjunto A

nU=size (conjuU,2); %Dimensdo do conjunto U

nK=size (conjK,2); %Dimensdo do conjunto K

FF=zeros(sizeK(1l,1),1); %Inicializacédo do

vetor de forcas

FF (3* (nnodeF-1)+1)=F amp; %Vetor de forcas

maxvalue freg=300; %Frequéncia Maxima

fregq=[2:2:maxvalue freqg-1]; %Gama das

frequéncias a analisar [rad/s]

ciclos=size(freq,2); %Total de ciclos a

analisar

%Ciclo que calcula a Matriz de Rigidez

Dindmica e o vetor de deslocamentos

for i=l:ciclos
Z=stiff-(freqg(i))"2*mass;

Rigidez Dindmica
H(l:dof,1l:dof,i)=inv(2); S%Matriz FRF
U(l:dof,i)=Z(l:dof,l:dof)\FF(1l:dof);

%$Deslocamentos

$Matriz de

YU(1:nU,1)=U(conjU,1); S%Dheslocamentos
do conjunto U
YK (1:nK,1)=U(conjK,1); $Deslocamentos

do conjunto K

YU teste(l:nU,i)=(H(conjU,
conijA,i))* ((H(conjK, conjA,i))\YK(1l:nK,1i));
end
wp=freq./ (2*pi); %frequéncia em Hz
$Grafico que testa a correta definigdo da
matriz de trnamsissibilidade de
$deslocamentos
figure (fig num);
fig num=fig num+l;
semilogy (wp,abs (YU (:,:)), "~
k', 'LineWidth', 1)
hold on
semilogy (wp, abs (YU teste(:,:)),"'——
r','LineWidth', 1)
legend ('Deslocamento Y U método
direto', 'Deslocamento Y U com
transmissibilidade de
deslocamentos', 'Location', 'NorthEastOutside
")
ylabel ('Deslocamentos do conjunto U');
xlabel ('Frequéncia [Hz]');
set (gcf, 'color','w'");
$Grafico dos deslocamentos do conjunto U
figure (fig num);
fig num=fig num+l;
semilogy (wp,abs (YU(:,:)), '~
k', 'LineWidth',1)
hold on
title('Deslocamento do conjunto U')
ylabel ('Deslocamento do conjunto U
xlabel ('Frequéncia [Hz]");
set (gcf, 'color','w'");

[m] ")



$Grafico dos deslocamentos do conjunto K
figure (fig num);

fig num=fig num+1l;
semilogy (wp,abs (YK(1,:)), '-

k', 'LineWidth',1)

hold on

semilogy (wp,abs (YK(2,:)), "—
r','LineWidth', 1)

hold on

title('Deslocamentos do conjunto K')
ylabel ('Deslocamentos do conjunto K [m]');
xlabel ('Frequéncia [Hz]'");
set (gcf, 'color', 'w');

forgcas $%%%%%%%%%%
$Nota->Consideram-se apenas deslocamentos
transversais, logo ndo se
$identificam possiveis momentos aplicados
s=[1:(1800/3)]; %Graus de liberdade onde
podem estar aplicadas forgas

%$(1/3 de todos os graus de

liberdade, os restantes 2/3 correspondem a
momentos
dim s=size(s,2); %Dimensdo do conjunto S

$Matriz que contém o erro minimo associado
a combinacdes de inc incdégnitas

%$Cada linha da matriz contém a combinagdo
que minimiza o erro para inc

%$incédgnitas e o erro minimo respetivo
Matriz_erro=zeros(dim_ s,dim s+1);

$Determinacdo da localizacdo da forca
exterior
for inc=1l:dim s
%$Uma vez que apenas existe uma forca
exterior, a condicdo necesséaria
$satisfaz-se com combinacbdes de 1 e 2
incdégnitas
if inc>2
break
end
if inc==
$Numero de combinac¢des de 1 incdgnita
np=factorial (sym(dim_s))/ (factorial (sym(inc
)) *factorial (sym(dim s-inc)));
np=double (np) ;
$Inicializagdo da Matriz de Permutacgédo para
combina¢des de 1 incdgnita
Matriz permut l=zeros (np,inc+l);
%$Criagdo das combinag¢des possiveis com 1
incégnita
nchoosek (s,inc); %Combinag¢des possiveis do
conjunto s com inc incdgnitas
Matriz permut 1(l:np,l:inc)=nchoosek(s,inc)
;
%Calculo do erro acumulado para todas as
combinagdes de 1 incdgnita
for ip=l:np
ipermut=ip;
conjA=Matriz permut 1 (ipermut,l:inc);
$Conjunto A corresponde a cada combinagdo
possivel

o

de 1 incoégnita
error i=erro placaTD simple (conjA);
Matriz permut 1 (ipermut,inc+l)=error i;
end
Matriz erro(inc,l)=min(Matriz permut 1(:,in
c+l)); %$Erro minimo para combinacdes de 1
incdégnita
[row,col]=find(Matriz permut 1==Matriz erro
(inc,1)); %Linha da matriz de permutacdo
correspondente ao erro minimo
Matriz erro(inc,2:inc+l)=Matriz permut 1 (ro

w,1l:inc); %$Combinacdo correspondente ao
erro minimo
end
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if inc~=1
$Numero de combinacdes de 2 incdgnitas
np=factorial (sym(dim_s))/ (factorial (sym(inc
)) *factorial (sym(dim_s-(inc))));
np=double (np) ;
$Inicializacdo da Matriz de Permutacdo para
combinacds de 2 incdgnitas
Matriz permut 2=zeros (np,inc+l);
$Criagdo das combinagdes de 2 incdgnitas
possiveis
nchoosek (s, inc);
Matriz permut 2 (l:np,l:inc)=nchoosek(s,inc)
%Célculo do erro acumulado para todas as
combinacdes de 2 incbégnitas
$possiveis
for ip=l:np

ipermut=ip;

conjA=Matriz permut 2 (ipermut,l:inc);
$Conjunto A corresponde a cada combinagdo
possivel

$de 2 incdégnitas
error i=erro placaTD simple(conjAa);
Matriz_ permut 2 (ipermut,inc+l)=error 1i;
end
Matriz erro(inc,l)=min (Matriz permut 2(:,in
c+l)); %Erro minimo para combinac¢des de 2
incégnitas
[row,col]=find (Matriz permut 2==Matriz erro
(inc,1)); %Linha da matriz de permutacédo
correspondente ao erro minimo
Matriz erro(inc,2:inc+l)=Matriz permut 2 (ro
w(l,1),1l:inc); %Combinacdo correspondente
ao erro minimo
end
end

if Matriz erro(l,1)<Matriz_erro(2,1)
disp('A forca localiza-se no nd');
disp (Matriz erro(1,2));
for ij=l:ciclos

F reconstructed(l,ij)=H(conjK,3* (Matriz err
0(1,2)-1)+1,13)\YK(1:nK,1i7);

end

disp('A amplitude da forga exterior é
de: '");

disp (mean (F_reconstructed));
end
toc
total time=toc;
np total=(dof/3) +np;
Matriz permut final=zeros(np_ total,1l);
Matriz permut final(1:600,1)=Matriz permut
1(:,2);
Matriz permut final (60l:np total,l)=Matriz
permut 2(:,3);
$Grafico do erro acumulado corrigido
figure (fig num);
fig num=fig num+l;
combf=[1:np totall;
loglog (combf, abs (Matriz permut final(l:np_t
otal,1l)),'k','LineWidth', 1)
ylabel ('Erro acumulado corrigido');
xlabel ('Combinacdes de forcas');
set (gcf, "color', 'w');

Excerto do c6digo main_placakirchhoff que

implementa o método de identificacdo de
uma massa pontual adicionada numa placa



através do conceito de transmissibilidade

de deslocamentos (secc¢éo 2.4)

elseif choice==
clc;
$Identificagdo de uma massa pontual
adicionada numa placa utilizando-se

%os fundamentos de transmissibilidade de
deslocamentos

global ciclos nU nK YU YK H conjU conjK inc
tic

dof=3*number nodes; %N°
liberdade
sizeK=size (stiff);
Rigidez Global
sizeM=size (mass) ;
Massa Global
nnodeK=[120 400 550];

de graus de
%$Dimensdo da Matriz de
%$Dimensdo da Matriz de

$N6s do conjunto K

nnodeU=324; S%$NO do conjunto U

nnodeF=225; %$N6 onde se encontra aplicada a
forca exterior (conjunto A)

F_amp=100; %Amplitude da forca exterior

%$Nota->apenas se consideram deslocamentos
transversais
conjU=3* (nnodeU-1) +1;
conjunto U
conjK=3* (nnodeK-1)+1;
do conjunto K
conjA=3* (nnodeF-1)+1;
conjunto A
force dof=3* (nnodeF-1)+1;
nU=size (conjU,2); %Dimensdao do conjunto U
nK=size (conjK,2); %Dimensdo do conjunto K
mass_node=460; %N6 onde foi adicionada a
massa
mass_dof=3* (mass_node-1)+1; %Grau de
liberdade de deslocamento transversal do nd
onde se adicionou a massa
mass_mass=0.1; %Massa adicionada em
FF=zeros(sizeK(1,1),1);
vetor de forgas
FF(3* (nnodeF-1)+1)=F amp; %Vetor de forcgas
maxvalue freq=300; %Frequéncia Maxima
freqg=[2:2:maxvalue freq-1]; %Gama das
frequéncias a analisar [rad/s]
ciclos=size (freq,2); %Total de ciclos a
analisar
$Definicdo da Matriz de Massa Global da
placa modificada
DELTAM=zeros (dof, dof) ;
DELTAM (mass_dof,mass_dof)=mass_mass;
mass_modified=mass+DELTAM; S$Matriz de massa
da estrutura modificada
$Ciclo que calcula a Matriz de Rigidez
Dindmica e o vetor de deslocamentos
%da placa modificada
for i=l:ciclos

Z modified=stiff-
(freq(i))"2*mass _modified; %Matriz de
Rigidez Dinédmica da placa modificada

%$Grau de liberdade do
%$Graus de liberdade

%$Grau de liberdade do

[Kg]
%$Inicializacdo do

U modified(l:dof,i)=2 modified(l:dof,1:dof)
\FF (1:dof) ; %Deslocamentos da placa
modificada
YU (1:nU,1)=U modified(conjU,1i);
%$Deslocamentos do conjunto U
YK(1:nK,i)=U modified(conjK,1i);
%$Deslocamentos do conjunto K
Z=stiff-(freqg(i))"2*mass; SMatriz de
Rigidez Dindmica da placa original
H(l:dof,1l:dof,i)=inv(Z); S%Matriz FRF
U(l:dof,i)=Z(l:dof,1l:dof)\FF(1l:dof);
%$Deslocamentos da placa original
end
wp=freq./ (2*pi);
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$Grafico dos deslocamentos do conjunto U da
placa modificada

figure (fig num);

fig num=fig num+l;
semilogy (wp,abs (YU(:,:)), "'—

k', 'LineWidth', 1)

hold on

title('Deslocamento do conjunto U')
ylabel ('Deslocamento do conjunto U
xlabel ('Frequéncia [Hz]');

set (gcf, 'color','w');

$Grafico dos deslocamentos do conjunto K da
placa modificada
figure (fig num);

fig num=fig num+l;
semilogy (wp,abs (YK (1, :
k', 'LineWwidth', 1)

hold on
semilogy (wp, abs (YK(2, :
r','LineWidth',1)

hold on

semilogy (wp,abs (YK(3, :
b', 'LineWidth', 1)

hold on
title('Deslocamentos do conjunto K')
ylabel ('Deslocamentos do conjunto K
xlabel ('Frequéncia [Hz]');

set (gcf, 'color','w'");

$Grafico dos deslocamentos do conjunto U
com e sem modificacdo estrutural
figure (fig num) ;

fig num=fig num+l;
semilogy (wp,abs (YU (:,:)), "~

k', 'LineWwidth', 1)

hold on

semilogy (wp,abs (U(conjU, :)), '--
r','LinewWidth',1)

title('Deslocamentos do conjunto U com e
sem modificacdo estrutural')
ylabel ('Deslocamentos do conjunto
xlabel ('Frequéncia [Hz]");

set (gcf, 'color','w'");

[m] ")

[m]");

[m]");

[1:(1800/3)]1; %Graus de liberdade onde
podem estar aplicadas forgas

%(1/3 de todos os graus de
os restantes 2/3

%correspondem a rotagdes
dim_s=size(s,2); %Dimensdo do conjunto S
$Matriz que contém o erro minimo associado
a combinagdes de inc incdgnitas
%Cada linha da matriz contém a combinacéo
que minimiza o erro para inc
%incoébgnitas e o erro minimo respetivo
Matriz erro=zeros(dim_ s,dim s+1);

liberdade,

for inc=2:dim_s %N&o é necessario analisar
combinacdes de 1 incédgnita visto que

$se estd a identificar uma
logo, pelo

%$menos, a combinacdo otima

massa adicional,
tem dimensdo 2

%A condicdo necessaria satisfaz-se
analisando-se combinacdes de 2 e 3
$incoégnitas
if inc>3

break
end
if inc==
%A localizacdo da forca harmdénica de
excitacdo é conhecida (ndé 225).
%Consequentemente apenas se consideram
combinacdes de 2 incégnitas que
$incluam o né 225



$Numero de combinacdes
np=factorial (sym(dim_s))/ (factorial (sym(inc
-1))*factorial (sym(dim_s-(inc-1))));
np=double (np) ;
Matriz permut l=zeros(np,inc+l);
%$Inicializacdo da Matriz de Permutacéo
%$Criacdo das combinacdes
nchoosek (s,inc-1); %Combinacdes possiveis
de 1 incoégnita
Matriz permut 1(1l:np,1l)=nchoosek(s,inc-1);
Matriz_permut 1 (1:np,2)=nnodeF;
%$Caélculo do erro acumulado para as
combinacdes previamente definidas
for ip=l:np
ipermut=ip;
%$Conjunto A corresponde a cada
combinacdo possivel de 2 incdgnitas que
%$inclua o né onde estd aplicada a forca
de excitacéao
conjA=Matriz permut 1 (ipermut,l:inc);
error i=erro placaTD DELTAM (conjA) ;
Matriz_permut 1 (ipermut,inc+l)=error i;
end
Matriz erro(inc,l)=min(Matriz permut 1(:,in
c+l)); %Erro minimo para combinag¢des de 2
incdégnitas
[row,col]=find (Matriz permut l==Matriz erro
(inc,1)); %Row->linha da matriz de
permutagdo correspondente ao erro minimo
Matriz_erro(inc,2:inc+l)=Matriz_permut_ 1 (ro
w,1l:inc); %Combinacdo correspondente ao
erro minimo
%Grafico do erro acumulado
figure (fig num);
fig num=fig num+1;
semilogy (l:np,abs (Matriz_permut 1 (l:np,inc+
1)), 'k', '"LineWidth', 1)
ylabel ('Erro acumulado');
xlabel ('Combinacdes de forcas de 2
incégnitas');
set (gcf, 'color', 'w');
end
if inc==
%$Analisa-se combinag¢des de forcas com 3
incdégnitas que incluem a
$combinacdo dos graus de liberdade que
minimizam o erro para combinagdes
$de 2 incdégnitas
$Numero de combinacdes
np=factorial (sym(dim_s))/ (factorial (sym(inc
-2))*factorial (sym(dim_s-(inc-2))));
np=double (np) ;
Matriz permut 2=zeros (np,inc+l);
%$Inicializacdo da Matriz de Permutacéo
%$Criacdo das combinacgdes
nchoosek (s, inc-2) ;
Matriz permut 2 (1l:np,inc)=nchoosek(s,inc-
2);
for ip=l:np
Matriz permut 2 (ip,inc-2:inc-

1)=Matriz_erro(inc-1,2:inc); %Combinacdo de
2 incégnitas que minimiza o erro
end

%$Célculo do erro acumulado para as
combinac¢des de 3 incdgnitas previamente
%definidas
for ip=1l:np

ipermut=ip;

conjA=Matriz permut 2 (ipermut,l:inc);
error i=erro placaTD DELTAM (conjAa);
Matriz permut 2 (ipermut,inc+l)=error 1i;
end
Matriz erro(inc,1l)=min(Matriz permut 2(:,in
c+l)); %$Erro minimo para combinac¢des de 3
incégnitas
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[rowl,col]l=find(Matriz permut 2(:,inc+l)==
atriz erro(inc,1)); %Linha da matriz de
permutagdo correspondente ao erro minimo
Matriz erro(inc,2:inc+l)=Matriz permut 2 (ro
wl,l:inc); %Combinacdo correspondente ao
erro minimo
end
end
if Matriz erro(3,1)>Matriz erro(2,1)
%Combinacao 6tima
comb optimal=Matriz erro(2,[2 3]);
$Localizacd&o massa pontual
if comb optimal (1,1)==225
mass node estimated=comb optimal(1l,2);
else
mass_node estimated=comb optimal(1l,1);

end
disp('A massa pontual foi adicionada no né:
")
disp(mass _node estimated);
%Quantificacdo da massa adicionada
for i=l:ciclos

F_applied([1
2],1i)=(H(conjK, 3* (comb_optimal-
1)+1,1))\YK(1l:nK,1);

if mass_node_estimated<225

F mass=F applied(2,:);

mass_added vector(l,i)=F mass(1l,1i)/ ((freq(i
)) ~2*U_modified (mass_dof,1));

else

F mass=F applied(1l,:);

mass_added vector(l,i)=F mass(1l,1i)/ ((freq(i
)) ~2*U_modified(mass_dof,1));

end
end
mass_added=mean (mass_added_vector) ;
$Grafico da massa adicionada calculada para
cada frequéncia de vibracéao
figure (fig num);
fig num=fig num+l;
plot([l:ciclos],mass_added vector(l,:),'k'",
'LineWidth',1)
ylabel ('Massa adiconada [Kgl'):;
xlabel ('Frequéncia [Hz]');
set (gcf, '"color', 'w');
disp('A quantidade de massa adicionada ¢,
em Kg: ");
disp (mass_added) ;
end
end








