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Sugestão de Resolução

1. (1.5 val.) Seja (X,A, µ) um espaço de medida. Mostre que

µ(A ∪B) ≤ µ(A) + µ(B) para quaisquer A,B ∈ A.

R. Como A ∪B = A+ (B \A) (conjuntos em A), pela aditividade da medida,

µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B \A).

Como uma medida positiva é monótona e B \A ⊂ B, conclúımos que

µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B \A) ≤ µ(A) + µ(B).

2. (1.5 val.) Seja X um conjunto e A uma σ-álgebra de partes de X. Dada f : X → R mensurável,
mostre que g : X → R definida por g(x) = 3

√
f(x) é mensurável.

R. Para ver que g é mensurável, basta verificar que, para qualquer a ∈ R,

g−1((a,+∞)) ∈ A.

Dado a ∈ R,

g−1((a,+∞)) = {x ∈ X : g(x) > a} = {x ∈ X : f(x) > a3} = f−1((a3,+∞)).

Como f é mensurável, f−1((a3,+∞)) ∈ A. Conclúımos que g é mensurável.

3. (1.5 val.) Calcule

lim
n

∫ 1

0

e−nx4

√
x

dx.

R. Em primeiro lugar, repare-se que fn(x) = e−nx4
/
√
x são cont́ınuas em ]0, 1] e portanto

mensuráveis para a σ-álgebra de Lebesgue. Vamos ver se se verificam as condições do teorema
da convergência dominada:

• Para qualquer x > 0, fn(x) = e−nx4
/
√
x → 0 quando n → ∞.

• Temos a estimativa |fn(x)| ≤ 1/
√
x, que é mensurável (por ser cont́ınua, ver acima) e

integrável, já que∫ 1

0

1√
x
dx =

∫ 1

0
lim
n

1√
x
1[1/n,1](x)dx = (TCM) = lim

n

∫ 1

1/n

1√
x
dx = lim

n
2− 2/

√
n = 2.

(O teorema da convergência monótona aplica-se porque 0 ≤ 1/
√
x ·1[1/n,1](x) ↗ 1/

√
x para

x ∈]0, 1]).

Assim sendo, pelo teorema da convergência dominada,

lim
n

∫ 1

0

e−nx4

√
x

dx =

∫ 1

0
lim
n

e−nx4

√
x

dx =

∫ 1

0
0dx = 0.



4. (1.5 val.) Seja f :]0, 1[×]0, 1[→ R uma função mensurável definida por

f(x, y) =

{
e−x/y sin(x2y)

y , 0 < x < y

0, caso contrário
.

Mostre que f é integrável (para a medida de Lebesgue).

R. Como f é mensurável, |f | é mensurável e positiva. Sendo a medida de Lebesgue uma medida
σ-finita, podemos aplicar o teorema de Tonelli da seguinte forma:∫

]0,1[×]0,1[
|f(x, y)|dxdy =

∫
]0,1[

(∫
]0,1[

|f(x, y)|dx

)
dy =

∫
]0,1[

(∫
]0,y[

e−x/y| sin(x2y)|
y

dx

)
dy

≤
∫
]0,1[

(∫
]0,y[

1

y
dx

)
dy ≤

∫
]0,1[

1dy = 1.

Logo f é integrável.

OU

R. Como

|f(x, y)| ≤ | sin(x2y)|
y

≤ x2y

y
≤ 1,

temos que ∫
]0,1[×]0,1[

|f(x, y)|dxdy ≤
∫
]0,1[×]0,1[

1dxdy = 1.

Logo f é integrável.
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