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Capitulo 5. Calculo Integral

Definicao e propriedades
1. Considere a funcao f definida no intervalo [0, 2] por
1 sexe[0,1]
flx)=< 2 sex=1
3 sexz€]l,2]

a) Mostre que, para cada n € N, existe uma decomposi¢ao P, do intervalo [0, 2] tal que
as somas superior Sp, (f) e inferior Sp (f) verificam

Sp(f)—Sp ()<~ e lim Sp(f)= lim Sp(f)=4

n n—-+o0o n—-+00
2
b) Justifique que f é integravel em [0,2] e que / f(z)dz = 4.
0
RESOLUCAO

a) Escolhemos uma decomposigao de [0, 2] da forma P = {0,1 —¢,1 +¢,2}. Como

sup f(x)= inf f(z)=1

)

z€[0,1—¢] x€[0,1—¢]
sup  f(@)=3, inf f(z) =1,
z€[1—e,1+4€] z€[l—e,1+¢]
sup f(z)= inf f(z)=3,
z€[1+¢,2] x€[1+¢,2]
temos
Sp(f)=11-e-0)+3(2—(1—¢)) =4+2¢
Sp(f)=11+e—-0)+3(2—(1+¢))=4—2¢
T do, d eN, e= t
omando, para cada n € 0+ emos
Sp(f) ~ Sp,(f) =de = —— <~
i SR T LT S
e também
.= . 1 . ) 1
lim Sp, (f) =lim4 + =4, limSp (f) =lim4— ————— =4.

2(n+1) 2(n+1)



b) Da alinea anterior, limSp,(f) — Sp (f) = 0, logo f é integravel em [0,2] e
2
/ f(z)dx =lim Sp, (f) = 4.
0

. O objetivo deste exercicio é mostrar que o produto de fungoes integraveis é integravel.

a) Sendo f : [a,b] — R uma funcio integravel, mostre, recorrendo & definicio, que f? é
integravel. (Sugestdo: Considere f > 0; o caso geral segue de f2 = |f|?).

b) Sendo f : [a,b] - Reg: [a,b] — R funcoes integraveis, justifique que fg é integravel.
(Sugestao: fg = %((f + 9)2 _ f2 _ 92)‘)

RESOLUCAO

a) Seja f > 0. Para cada decomposicao P = {a = tg, t1, ..., t, = b}, tem-se, escrevendo

M;= sup f(z), my= _inf f(2),
xe[ti,l,ti] xe[ti,l,ti}

2
Mi(f?) = sup f2(w)=< sup _f(:v)> — Mi(f)?

TE€[ti—1,t:]

2

(f) = inf fXz)=( inf = milf)"
mz(f) ze[iil’tz]f (1’) (:pe[iznlytz}f(w)> ml(f)

Temos entao
Sp(f?) = Sp(f*) =D _(Mi(f) — ma(f*))(t:i — ti-1)
i=1

=Y (Mi(f)? = mi(£)?)(t: — ti1)

=1
= > (Mi(f) — mi(f)(Mi(f) +mi(f))(t: — tim1)
=1
<2M ) (M;(f) — mi(f))(ti — ti1) = 2M (Sa(f) — sa(f)),
=l

onde M = sup f(x). Dado ¢ > 0 arbitrario, como f é integravel, podemos escolher
z€[a,b]

a decomposicao P tal que Sp(f) — Sp(f) < 537+ © portanto tal que
Sp(f?) = Sp(f?) <e.

Conclui-se que f? é integravel para f > 0 integravel.
Para f arbitraria, como f integrdvel = |f| integrével e portanto, como vimos acima,
|f|> = f? é integravel.



b)

De fg = %((f +9)% — f2 — g?), temos que fg é uma soma de funcdes integréveis, e
portanto integravel.

3. Seja f:[0,1] — R dada por

a)
b)

0 sex=0,
= 1
f(@) - seme]kﬂ,k} ke N.

k

Mostre que f é descontinua em qualquer ponto da forma x = %, keN k>2.

Mostre que f é monétona crescente. Justifique que f é integravel em [0, I]EI

RESOLUCAO

2)

4.

E imediato da definigao que, para cada k € N fixo maior ou igual do que 2,

hm flx) = ]1€ e lim f($):ﬁ

% T
=_ 2 2 1

Logo, f nao é continua em .

(J4 agora: f é continua em qualquer x # %, k > 2, é continua a esquerda em 1 e

continua a direita em 0.)

Seja x €]0, 1[ek€Ntalquex€}% H Se y > x entao:
l

fseye}kﬂ,k} entao f(z) = f(y) =

— caso contrario, y 6] } com [ < k, ja que y > x. Logo f(y) = % > % = f(x).

I+1>

Em qualquer dos caso, f(y) > f(x) e f é monétona crescente (ndo estritamente). E
integravel j4 que qualquer fungéo monotona (em [a,b]) é integravel (em [a, b]).

\/ ,\\,‘,_\

a) Sendo f uma funcao continua em R, prove que, se é nulo o integral de f em qualquer

intervalo limitado, entdo f(x) = 0, para qualquer x € R.

b) Dé um exemplo de uma funcao integrével e com integral nulo em qualquer intervalo

limitado e que nao verifique f(z) = 0 para qualquer = € R.

RESOLUCAO

'NOTA: f é6 um exemplo de uma funcio integravel com um niimero infinito (numeravel) de descontinuidades.



a) Se, por contradigao, fosse f(a) > 0 para algum a, como f é continua, terfamos

f(z) > f(;) >0 em [a—c¢,a+¢|, para algum € > 0.

Da monotonia do integral,

/a+6f(t) dt > ef(a) > 0,

&

o que contradiz a hipdtese. Da mesma forma, também nao pode ser f(a) < 0. Logo,
f(x) = 0 para qualquer x € R.

(Resolugao alternativa: Tem-se por hipétese foz f(t)dt = 0 para qualquer z € R.
Derivando ambos os membros (usando o Teorema Fundamental do Célculo, ja que

f ¢ continua), temos
<A§ﬂw@)_o@f@y_m

b) E suficiente tomar f(x) = 0 excepto num conjunto finito de pontos. Por exemplo a

funcao f: R — R dada por
3 =0,
-

0 x#0.

Teorema Fundamental do Calculo
. Calcule ¢/(z), sendo ¢(z) = fj 22e5ent gt

RESOLUCAO

Como €' é uma funcao continua, do Teorema Fundamental do Célculo sabemos que

f;’ esnt dt é diferencidvel, logo ¢(z) = 22 f;’ eS°nt dt também serd e

3 4 az /
¢I($) _ (/ x2esentdt> — <—$2/3 esentdt>

3
— 2.%‘/ esentdt . x2€senx.
D

. Seja f uma fungao continua em R tal que f(x) > 0 para qualquer x € R e F(x) =
Jo f(@)dt.
a) Justifique que F é diferencidvel em R e calcule F'(z).

b) Mostre que F' é estritamente crescente e que, para x € R\ {0}, 2F(x) > 0.



c) Prove que, se f tem limite positivo quando x — +00, entao limg_, o F(z) = +00.
Mostre, por meio de exemplos, que se for lim, o f(z) = 0, entdo lim,_, 1o F(x)
pode ser finito ou +oo.

RESOLUCAO

a) Directamente do Teorema Fundamental do Célculo; F'(x) = f(z).

b) Como F'(z) = f(z) > 0, para z € R, F é estritamente crescente. Temos entao
F(z) > F(0) =0, para x > 0, e F(z) < F(0) =0, para z < 0, ou seja, xF'(z) > 0
para qualquer z € R\ {0}.

¢) Seja lim, 1o f(z) = L € Rt e M € R tal que, para z > M, tem-se f(z) > 5.
Entao, para x > M,

x M T
n@:Af@ﬁ:Ajmm+Aﬁmﬁ
M x M
>A ﬂﬂﬁ+gﬂfﬁzﬂ ﬂﬂﬁ+§@—M)

Como fOM f(t)dt é constante e lim, oo 5(xz — M) = +oo, conclui-se que
limg_, 4o F(x) = +00.
Considere F' : R — R dada por

1 se|z|>1

F<$>:{ 1 se lz] < 1.

Neste caso lim, o0 f(x) =0 e limy 1o F(x) = +00. Se

1
_J =z selz[>1
F(z) { 1 selz|<1

temos lim, oo f(x) =0 e limy 4o F(z) = 2.

7. Seja f : [~1,1] — R uma funcao continua em [—1,1]\ {0} tal que lim f(z)e lim f(x)
z—0 z—0~
existem em R e para = € [-1,1],

T

Fw) = [ swd. o= [ s
0 —x
a) Justifique que F' e G estao bem definidas.
b) Mostre que, se lim,_,o+ f(z) # lim,_,o- f(x), entdo F nao é diferencidvel em 0.

c¢) Mostre que G ¢ diferencidvel em 0 e G'(0) = lim f(z)+ lim f(x).
z—0+t z—0~

RESOLUCAO



a) f é integravel em [—1,1] porque é continua excepto num tunico ponto e é limitada
(mais precisamente: é integrdvel em [—1,0] e em [0, 1] j4 que em qualquer desses
intervalos coincide com uma funcao continua, a menos possivelmente de —1 e 1,
respectivamente). Logo é integravel em qualquer intervalo da forma [0, z] e [—z, z],
para z € [—1,1].

b) Usando a Regra de Cauchy e o Teorema Fundamental do Célculo, temos

F0) = Tim 23  im f@) = lim f(z)

z—0t+ X z—0+ z—0+

e da mesma forma F.(0) = lim f(z). Conclui-se que se lim f(z) # lim f(z)
z—0~ z—07F z—0~
entao F' nao é diferencidvel em 0.

0 T
c¢) Temos G(z) = f(t)dt—i—/ f(t)dt = —F(—x)+ F(z). Usando a regra de Cauchy,
=B 0

o Teorema Fundamental do Calculo e y = —a:
—F(— F
@y(0) = tim G, ZFEDFF@)
z—0t T z—071 x
= 1li li =1l li .
i Wl aF e e =l G ae L i)

Da mesma forma se vé que GL(0) = lim f(x) + lim f(z) = G%(0), logo G é
z—0~ z—0t+

diferencidvel em 0 e G'(0) = lim f(z)+ lim f(x).
z—0+t x—0~

8. Sejam f:R — R e g:R — R duas fungdes integraveis em qualquer intervalo limitado
e a seguinte propriedade:

' f(t)dt:2/xf(t)dt Vz € R,
° (1)
/ g(t)dt =0 VzeR.

a) Mostre que, se f é par e g é impar, entao verificam .

b) Mostre que, se f e g sdo continuas e verificam , entao f é par e g é impar.

¢) Fornega exemplos de fungdes f e g que verificam e que nao sejam par nem impar,
respectivamente.

RESOLUCAO

a) ALTERNATIVA 1: Sai da definigao de integral e de somas superiores e inferiores

dado que, por exemplo, se f é par, sup f(z)= sup f(x), logo todas as so-
[_$k+1’_wk] [xkyxk+1]
mas superiores de f em [—z, 0] coincidem com as somas superiores de f em [0, z], e da

0 T
mesma forma para as somas inferiores, concluindo-se que f(z)dx = / f(x)dx.
=D 0



ALTERNATIVA 2: Usando a mudangas de varidavel t = —y e o facto de f ser par e
g impar, vem:

ﬂf dt/f /f dy_/f ) dy,
/_m()dt /m 9= )dy_/r <)dy——/0 9(y) dy.

_xf()dt _mf dt+/f t)dt = /f dt+/f dt_Z/f
/_x (t)dt = /_I ()dt+/0 g(t)dt:—/o <)dt+/o g(t) dt = 0

b) Do Teorema Fundamental do Célculo, vem, derivando ambos os membros nas
equacoes:

fl@) = (-2) f(-2z) =2f(z) <= f'(z) + f(-2) =2f(z) < [f(z) = f(-2),
0 que mostra que f é par, e
9(z) — (—2)'g(-2) =0 <= ¢'(z) +g(-2) =0 <= g(-z) = —g(2),

0 que mostra que g é impar.

c) Por exemplo basta alterar uma func¢ao continua par / impar num ndmero finito de
pontos.

9. Considere a fungao

— , sex #0,
f@)={ = 7
0, se x = 0.
a) Justifique a integrabilidade da funcao f em qualquer intervalo limitado de R.

x
b) Definindo ¥(z) = f(s) ds, justifique que se trata de uma fungao diferenciavel em

0
R, e calcule ¥'(z),z € R.

RESOLUCAO

a) Note-se que




pelo que a fungao integranda nao é continua. No entanto, s6 difere em 0 da fungao
continua f definida por

2x 4z
e —e
~ { ——, sex #0,

1 se x = 0.

Como alterar uma fungao num ponto néao altera a sua integrabilidade nem o valor
do seu integral, a integrabilidade de f implica a integrabilidade de f em qualquer
intervalo limitado, sendo os integrais de f e f iguais.

dv d [* d [*. -
dr  de A Ir A f=F(z).
(Note-se que a nao continuidade de f nao permite aplicar o teorema fundamental do

cdlculo para calcular a derivada do integral indefinido de f e tivemos que recorrer a
igualdade com o integral de f.)

10. Considere a funcao ¢ :]0, +oo[— R definida por

a)

* t
Calcule ¢(2).

b) Mostre que ¢ é diferencidvel e calcule ¢'(x).
c¢) Estude ¢ do ponto de vista do crescimento e mostre que hd um s6 ponto ¢ > 0 tal
que ¢(c) = 0.
RESOLUCAO
a) Usando a férmula de integragao por partes,
(2) /2 Lt ! 1t2+/2 LI
_= ——— 11N _= — N —_—
1 (14 2)2 2(1 + t?) L J1 2t(1+¢2)
m2 1 [%/1 t 13 1
- —— 4+ = -~ ———)dt=—1In2— - 1n5.
10*2LK (t 1+¢2> 20 ' C 4"
t
b) Uma vez que a funcao m Int é continua em R, pelo Teorema Fundamental
do Célculo vem ¢'(z) = ﬁ Inz, para z > 0.
¢) Tem-se—2%55 > 0 para qualquer x > 0, logo ¢'(x) > 0 & x > 1, ou seja, ¢ é

(1422)2
crescente em |1, 4+o00[ e decrescente em 0, 1.
Tem-se ¢(1) = 0. Se existisse ¢ # 1 tal que ¢(c) = 0, entdo, do Teorema de Rolle,
existiria um zero de ¢ entre 1 e ¢. Como ¢'(z) # 0 para = # 1, temos que 1 é o
unico 0 de ¢.



t
cos dt.

3z
11. Considere a fungao f(z) = /

a) Determine o seu dominio e mostre que f é par.
b) Mostre ainda que é diferencidvel e calcule a sua derivada.

¢) Mostre que existe a > 0 tal que f é monétona e limitada em |0, a[. Que pode concluir
da existéncia de lin(l) f(z)?
z—

RESOLUCAO

a) Como a funcdo integranda t — ! tem dominio R\ {0} e é continua no seu dominio,
serd integravel em qualquer intervalo limitado que nao contenha 0. Como x e 3z
tém sempre o mesmo sinal, temos Dy = R\ {0}.

Fazendo a mudanga de varidvel t = —u <= u = —t (donde dt = —du), temos

) = /_;MCOStdt /:mcos(_“)(—ndu

t —U

3z
:/m Cozudu:f(x).

Logo, f é par,

cost

b) Teorema Fundamental do Calculo, f é diferencidvel uma vez que t — ¢ continua

em R\ {0}. Temos

t t 3
f'(x):(/ cost ., _/ cos > 3co§xx_co;,x

Ccos 3x — Cos &

)

X

em que tomamos a > 0, para x > 0, e a < 0, para x < 0.
¢) Como cos é decrescente em |0, 7], temos que para 0 < 3z < 7, cos(3z) < cosz, logo

f(x) = COS‘%% < 0 para 0 <z < %, ou seja f é mondtona decrescente em |0, % |.

Por outro lado, para x > 0,

3x 3z 3z
t t 1
/ C(’Sdt' / | cos dtg/ Zdt = [In#]* = In3.
z [t z U

Logo f ¢ limitada em 0, §[C]0, +-o0l.
Conclui-se que existe lim,_,o+ f(z). Como f é par, existe também lim, ,o- f(z) =
lim,_,o+ f(z), logo existe lim,_o f(z).

1—
12. Sendo ¢(x) = %, se x # 0 e ¢(0) = 0, considere a funcao g(x / o(t)



(a) Justifique que g é impar.
(b) Determine ¢'(z), para 2 # 0 e ainda ¢'(0).

(c¢) Indique as abcissas dos pontos onde o grafico de g tem tangente horizontal. Justi-
fique que g é estritamente crescente.

(d) Justifique que g é limitada.

RESOLUCAO
a) g(—z) = o(t) dt = ¢(—u)(—1) du = —g(x), notando que ¢ ¢é par.
0 0
(b) Para x # 0 temos do Teorema Fundamental do Célculo
1—cosz
9/(93) = T2
Em z =0:
- Y o(t) dt l-cosz 4
¢ (0) = lim M = lim M — lim —2*  — _.
z—0 T z—0 T z—0 1 2

(Alternativamente, poderiamos considerar a fungao g?)(:v) = ¢(x), para x # 0 e
QE(O) = il_r}r%) o(x) = %, que é continua em R, e aplicar o Teorema Fundamental do
Calculo a ¢ em R.)

(¢) ¢'(x) > 0 para qualquer z € R e

d@)=0&cosz=1ANx #0& z=2kr,keZ)\ {0}

(d) Como ¢ é impar, é suficente considerar =z > 0. Temos que g §é
limitada em qualquer intervalo [0,a], a > 0, uma vez que é continua (decorre
da continuidade do integral indefinido de qualquer funcdo integravel). Para
x € [a,4o00[ podemos majorar g(x) por

2 2

z

g(a) + =g(a) —

2 2
? = Sg(a)—i—f.
a

a a

13. Uma fungao f: R — R diz-se periédica de periodo T' > 0, sse Vx € R, f(z) = f(z+T).
Mostre que, se f é continua e periddica de periodo T > 0, entao

z+T
a) G(z) = / f(t) dt é uma funcao constante em R.

b) Sendo F' uma primitiva de f, F' serd também peridédica de periodo T se e s6 se

ST ft)dt =o.
RESOLUCAO

10



a) Usando a continuidade da fungao integranda para justificar a diferenciabilidade de
G(x) = f5+T f(t) dt pode derivar-se o integral e usar a periodicidade da funcao para
mostrar que o integral tem derivada nula, pelo que é constante. Com efeito:

/

z+T
= ([ fd) = fe+1) ) =0
x
(Note-se que a justificagdo anterior nao é possivel se nao se supuser que f é continua.
No entanto a conclusao continua a ser verdadeira! ¢ necessario nesse caso usar
mudancga de variavel e a aditividade do integral relativamente ao intervalo de inte-
gragao - verifique!).

b) Se F' é uma primitiva de f e é periédica de periodo T', temos
T
/ fit)ydt =F(T)— F(0) = 0.
0
Reciprocamente, se fOT f(t) dt =0 entao da aliena anterior, temos
z+T
G@yzmm:o@/“ f(#)dt =0 & F(z +T) — F(z) = 0.

Logo F' é periddica de periodo T'.

Formulas de Integracao e calculo de Areas

14. Calcule o valor dos integrais seguintes:

" L 2 1
a) / xarctan x du, d) / dx, g) / x arcsen <) dx,
1 0o T — 3 \/5 i

1 4 3 s
arctan x x 2
b —d d 3

) /0 122 e) /2 1 % h) /0 cos® zv/senx dx,

g 1 1 1 1
c) / sen® x dz, f) / ——; dt, i) / dx,
0 o € +e 0 1 + et

RESOLUCAO

11



a) Por partes,

™ 332 ™ g 332 7I.2 T
/ rarctanxr dx = | — arctanx| — / ———dx = — arctanm — —
1 2 1 1 2(1 + .%'2> 2 8

1 (" 1 2 1
—/ (1-— )al:c:7r—au1rctal17r—z—f[ac—aurctana:]iT
2/, 1+ 22 2 )

w2+ 1 . 37r+1
= arctan = —— =,
2 T Ty

/1 arctana: 1 tan? L2
= |- arctan“z| = —-.
;1422 P72 . 32
s 1 s
/ sen xdx—/ (1 —cos®z)senzdx = |:—COS$+COS3$
0 0 0

1 1
:—cos7r+§cos37r+c080—gcos?’O:g

1
2
/055 3 ln\x—3\]0—ln2 ln3:ln§.

4 4 1
/ dac—/ (x —i—x—i—l—i—)d:p
9 T — 2 -1
4

3 2
= [g+g+x+ln\x—1|L:830+1n3-

f) Fazendo a mudanga de varidvel z = e' & t = Inx,

1 e e
1 1 1 1
o et +e 1 x+z%x 1 22(1+2)

1 1 1 1

Tem-se

z2(1 + z) _E+ﬁ+1+x

(verifique) e portanto

¢ 1 1 1 1+e
————dr=-1——+1In(1 1-ln2=—-+41 .
/1x2(1+a:) £ ot n(l+e)+0+ n €+n< 5 )

2 2 .
g) / T arcsen (1> dr = [w arcsen ( )} / x— dzx
V2 x 2 2 1

2

1 2 1 1 2 3-1
—2arcsen2—arcsen\[+ / :c 7?:—14—[\/302—1} ﬂ-—i—\[ .

V2 \/ﬁ 2 v 12 2
h) /2 cos’ zv/senz dv = /2 cos z(1—sen” z)y/senx dx = /2 COSQU(\/SGT:U—seng x)dx
0 0 0
2 % 2 % 2 2 2 8
= |=-senz2z — —senzz| =-—==—
3 o 3 7 21

12



i) Fazendo a substituicdo e =t < x = Int, temos

Lo | ¢ 1
/ da::/ dt:/ + dt
0 1+€x 1 t(1+t) 1 1+t

- [—ln|1+t|+ln|t|}l:—ln(1+e)+1+ln2.

. ) 1 1+e* —e* er
(em alternativa, poderiamos escrever = =1— ——, e notar
14 e* 14 e* 14 e*
que temos a diferengas de duas fungoes com primitiva imediata.)

15. Calcule a 4rea limitada pela elipse de equacdo % + y? = 1.

RESOLUCAO

De % +1y? =1temos y = +4/1 — %. A drea fica (fazendo a substitui¢do = = 2sent):

o
A=14 / 1—dx—4/ 2cos? tdt

4/ (cos2t +1)dt = 4[sen2t+t} = 27.
0 2 0

16. Calcule a area limitada pelas linhas de equacoes:

a) y=In(1+z),y=—-In(l+z),z=e—1 ¢) y=lhzey=In’z,

b) y =In(1+2?),y =In2, d) > =4(1—-2)ey? =2(2—2).
RESOLUCAO
e—1 e—1 T
) A:/o 21n(1+a:)dx1: [2x1n(1+a:)]81—/0 x+1dx
e— 1 o
= 2(6—1)—2/ L - —do = 2e — 1) — 2[z—Injz+ 15" =

2(e—1)—2(e—1) —1—02:2.

13



b) Os pontos de interseccio sdo em x = 1 e x = —1 e, em [—1, 1], In(1+2?) < In2, logo

1 1
A:/ 1n2—ln(1+x2)d:p:2/ In2 —In(1 + z?) dz
-1 0

211 122
:21n2—2[x1n(1+:1:)]0+2/0 xz—i—ldx
1
—21n2—21n2—|—4/0 1—x2+1dx:4[x—arctanx](l):4(1—2):4—7T.

¢) As curvas intersectam-se nos pontos (1,0) e (e, 1), e para = € [1,¢], Inz > Inz.
Temos

A:/ (lnx—ln2x) dxz[x(lnx—anx)]i—/ x(l—ilnx>d:p
1 1

X

=e(l-1)-1(0-0) — [x]'f+/1821nmd$

:—e—l-l—l—[lenx]f—/ 2dr =3 —e.
1

d) Azg/ol <\/2(2—x)—\/4(1—:v)) dx+2/12\/2(27—x)d:v
=2 [ VI wae—2 [ VAT o=

2 2
Alternativamente, integrar em y: as linhas sdao x = 1 — Y ex=2- % e temos

4
2 2 2
y y
A=2 2-Z —1+= ) dy.
/0( 2 +4) !

17. Calcule a area de cada uma das seguintes regides do plano:
a) {(z,y) eR*: (z+1)*<y<2@+1)}, b) {(z,y) eR*:0<y < (1—2z)arctanz}.
RESOLUCAO
a) Temos (x+1)2? =2(z+1) ©z2+1=0Vz+1l=2&c=-1Vz=1e

2(x+1)> (z+1)? &z €] —1,1], logo

1 1 1 "
A:/ 2 +1) — (z+1)%dx = (:U+1)2—§(x+1)3 =3

14



b) Temos (1 —z)arctanz =0z =1Vzx=0e (1 —x)arctanz > 0 < z €]0, 1], logo
1 22 1 1, 22
A:/ (1 —x)arctanx dx = [(m—)arctanx] —/ 2 dx
0 2 o Jo

14 22
1 (! 1 1—In2
m(l+z2)3+= ] 1—- —dz = .
[ +x>1o+2/0 s de =1

|3
DN | =

18. Calcule a area da regiao plana limitada pelas linhas definidas pelas equagoes

In2
y=20 , y:nx e Tr =

V2

€
5 -
Resolugao.

Um esboco da regiao,

Designando por A a drea da regiao pretendida, tem-se

/2 1n2x e/2 @2 g e/2
A= dr = [V2x1n2 / ——dx = — |2v2 =2— .
[/2 \2x * [ v $:|1/2 1/2 v 2x v \/é |: x:|1/2 \/E

19. Calcule a area da regiao plana limitada pelas linhas definidas pelas equagoes

:U:y2 e :E2:—8y.

Resolugao.

A figura seguinte descreve a fronteira da regido em questao

15



Estabelecendo —+/z = —7 /8 tem-se = 0V z = 4, assim a a seguinte expressao para
adrea da regiao plana

4
/0 228 — (—/7) dx .

vindo, da férmula de Barrow,

20. Calcule a area da regiao plana A definida por

51

A= {(x,y) eR?: S:cgz

T
1 A cosx <y<senx}.

Resolugao.

A figura seguinte descreve a fronteira da regiao A

A area da regiao A é dada por:

57

/4 (senx — coszx) dr.

7
4

Tem-se, pela formula de Barrow, que

5w
T 5m

/ (senz — cosz) dx = [—cosx —senz] 4t =2V2.
jus 4

4

21. Calcule a area da regiao plana limitada pelo grafico da fungao f(x) = arctanz pelas
rectasz =1ey =0.

Resolucgao.

16



Apresentando a regiao plana limitada pelo gréafico da fungao f(x) = arctan x pelas rec-
tasz=1ey=0.

O valor da area da regiao apresentada é obtido por

1
/ arctan rdx
0

1 1
/0 arctan xdz = (Int.por partes) = [z arctanx](l) —/0 Hg_viﬁd:ﬂ =
m 1 L
=T | Zm@+2?)| =2(E —m2
- [5m th .

22. Calcule a drea da regido plana situada na regido 1 < z < €? e limitada pelas curvas
y=Inz/z?ey=1/2%

Resolugao.

As curvas cruzam-se em x = e na regiao x > 1, elnx < 1 para 1 <z < e. A drea da
referida regiao é

e/1 Inzx ¢z 1 1 1 2 2 1
— )4 e \de=-4 (22 )=2(1-2).
[G5)es [ (G -m)e=i+(-3)=2(-2)

uma vez que

/1 1 1
/1 <x2 - 25) dz = /1 ?(1 — Inx)dx = (int. por partes) =

17



_ [_iu —lnaz)I +/16 L Ddw=1+ ml —-.

e o segundo integral obtém-se diretamente dos cédlculos anteriores.

2

23. Calcule a 4rea da regido limitada pela curva de equacio y? = x(1 —x)? e as retas = 0

-1
exr=3.

Resolugao. Esbocando a regiao tem-se,

A 4rea da regiao é

1/2 1/2
2/ \/x(l—:v)2d:v:2/ VvV (l—z)dr =
0 0
1/2 1/2
=) / 2V 2dx —/ 232z | =
0 0

9 1/2 9 1/2 7
—of [232 _|4.5/2 -
(B, - () e

24. Calcule a 4rea do seguinte subconjunto de R?:
{(z,y) eR*: z<y< —2*+2}.

Resolugao.
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A érea do subconjunto de R? é

-2

/1 ((—x2+2)—x)dac:[

19
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