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Capitulo 6. Sucessoes e Séries
Sucessoes

1. Determine, se existirem, os limites em R das sucessoes que tém por termo de ordem n:

n

n n__ 4

a) d) 3" — (2n)! o) 5" —n

1000 L000en 37 + nl
b) (2n)! e) (n!—n"")

n! 7, 1000 n™ —n!

n+1 n h) ——.
c) n" —n f) 1.0001" ) 3" +nt+2
RESOLUCAO:
) n —( i )n Como lim —— = 400, temos lim n =+
& To00n — \1000/) OO MM gpp T OO POHOS M g00n T

Alternativamente, como

(n+1)ntt

. To00RET . + 1" 10000 (n41) (n+1\"
Jim 100077 _ (n _ _ >1
T T T T 000 1000\ e
temos lim % = +00.
2n)! 2n)!
b) ( Tt) =n+1)(n+2)...(n+n) >n" Como limn" = 400, entao lim@ = +o0
n! n!
Alternativamente, como
(2(n+1))!
. (ntD)! . 2(n+1) nl . (2n+2)2n+1)
@n)t o 2n)!  (n+1)! o n+1 oo
n:
temos lim % = +o00.
¢) limn"™ —n" =limn"(n — 1) = +o0.
d) lim 3" —(2n)! = lim(2n)! <(231:)! - 1) = —00, ja que pela escala de sucessoes a" << n!
para qualquer a > 1, e n! << (2n)!.
e) lim(n! — nlooo)” = lim (—nl’})!oo — 1)” plo00n — 4 g,
f) Como, para qualquer « € R e ¢ > 1, lim ’Z—: =0, tem-se lim % = 0.



5n—mnd B7(1—nd/5m) 5n

g) limm = hmm = lima = 0, j& que pela escala de sucessoes
a"<<nlen?<<a", a>1,peN.
. n" —n! ) n™(1 —nl/n") »

h) hmm = lim 71 T /3" 1 23 = 400, jad que n! << n" 3" << n"e

nt << 3",

. Considere as sucessoes definidas da seguinte forma, com a,r € R:

u; = a, v = a,

Up+1 =T + Up, Up+1 = TUp.
(A sucessao (uy) é uma progressao aritmética de primeiro termo a e razao r e a sucessao
(vp) é uma progressio geométrica de primeiro termo a e razao r.)

a) Mostre por inducdao matematica que u, = a+ (n — 1)r e v, = ar™ !, n € N.
b) Dé exemplos de valores de r e de a tais que
(i) (uy) seja mondtona crescente;
(ii) (uy,) seja mondtona decrescente;
(iii) (v,) seja mondtona crescente; (iv) (vy,) nao seja mondtona.

c) Mostre que (u,) nao é limitada, para quaisquer a € R, r # 0. Para que valores de r
e a serd (v,) limitada? E convergente?

RESOLUCAO

Sejam a,r € R, e (uy), (v,) sucessoes tais que u; = a, Upy1 = T + U, € V1 = a,
Un41 = T'Up.

a) Mostrar que up, =a+ (n—1)rev, =ar" !t neN:
Vamos considerar s6 a progressao aritmética (uy,):
en=Luy=a=a+(1-1r.

e Hipédtese de indugao: u, = a + (n — 1)r, para certo n € N. Queremos ver que
Un+1 = a + nr. Entao, por hipétese,

Unt1 =T+ up=r+a+ (n—1)r=a+nr

b) (i) (u,) mondtona crescente: em geral, u,41 — u, = r, logo (u,) serd mondtona
crescente sse 1 > 0, com a qualquer (se r = 0, (u,,) é a sucessao constante igual
a a). Por exemplo, u; = 1, upt1 = 3 + up.
(ii) (u,) mondtona decrescente: r < 0, a qualquer. Por exemplo, u; = 1, uyq1 =
—3 + uy,.



(iii) (v,) monétona crescente: em geral, v, 1 — v, = ar™ —ar" ! = ar""(r — 1).
Logo, (v,) serd mondtona crescente sse a > 0Ar > 1oua <0A0<r <1
(se r < 0, 7"~! muda de sinal, e (v,) ndo é mondtona). Por exemplo, v; = 2,
Unt1 = 3Up, V1 = —2, Upy1 = %Um

(iv) (vn) nao seja monétona: de (iii), (v,) nado é mondtona sse r < 0 (a qualquer).
Por exemplo, v1 = 2, vp41 = —3v,.

¢) (up) nao é limitada: temos, por a), u, = a+ (n — 1)r, logo dado b € R qualquer,
para r > 0,
b—a

Uy >bsn > +1

r
e portanto (u,) nao é majorada. Se r < 0, (uy) nao serd minorada.

Quanto a (vy,), de a), v, = ar™ !, logo (v,) sera limitada/convergente sse r"~! for
limitada/convergente, ou seja, serd limitada para —1 < r < 1, convergente para
—1 < r <1, a qualquer.

3. Sendo z, o termo geral de uma sucessao monétona, y, o termo geral de uma sucessao
limitada e supondo verificada a condicao

1
Vn e N |$"_y”|<ﬁ

prove que x,, é limitada e que as duas sucessoes sao convergentes para o mesmo limite.
RESOLUCAO:

De |z, — yn| < %, para qualquer n € N, temos que ¥,, — % < Xy < Yn —I—% =y, — 1<
Th < yYnt+tl=>a—-1<uz, <b+1, em que a,b € R sdo tais que a < y, < b, para
qualquer n € N. Logo (z,) é limitada. Como é monétona, serd convergente.

De z,, — % < Yn < Ty + %, e lim(z,, + %) = lim(z,, — %) = lim z,,, conclui-se, do critério

das sucessoes enquadradas, que (y,,) é convergente e limy, = lim z,,.

4. Sejam A e B os conjuntos A = RT\ {1}, B = {—% ,n € N} . Diga, justificando, quais
das seguintes proposicoes sao verdadeiras. Para as que forem falsas forneca um contra-
exemplo:

a) Toda a sucessao de termos em A que seja limitada é convergente.
b) Qualquer sucessdao monétona de termos em A NV 5(0) tem limite real.
¢) Qualquer sucessao de termos em AU B que seja estritamente decrescente tem limite

+
em Rj.

RESOLUCAO:



a) Falso: por exemplo, u,, = 3+(—1)", é limitada, tem termos em A e ndo é convergente,
uma, vez que tem dois sublimites diferentes: 2 e 4.

b) Verdadeiro: se (u,) é monétona e tem termos em A N Vj/(0), serd monétona e
limitada, logo convergente em R.

c¢) Verdadeiro: se (u,) é uma sucessao de termos em A U B com limu,, = a < 0 entao
u, < § a partir de certa ordem. Em particular, u, € B e o conjunto BN{z : = < 3}
é finito. Logo (uy) nao poderia ser estritamente decrescente.

. Sejaug >1leupp =2— i para n € N;. Mostre que u,, é convergente e calcule lim u,,.

(Sugestao: comege por provar por indugdo matemdtica que 1 < w, < 2, para todo o
inteiro n > 2.)

RESOLUCAO:

Notemos que, se x > 1, entao 0 < % < 1 e, portanto 1 < 2 — % < 2. Como u; > 1,
concluimos que 1 < us < 2. Por outro lado, se, como hipotese de inducao, considerarmos
1 < u, < 2, entao, usando o mesmo argumento concluimos que 1 < un4+1 < 2. Provamos
assim que Vn > 2, 1 < u, < 2, e que, portanto, a sucessao ¢ limitada.

2 _9u,+1 —1
Como Upi1 — Uy = 2 — ui — Y, = —2n “"+ = (u"u K < 0, dado que, como vimos
n n

u, > 1, concluimos que u, é decrescente Logo a sucessao é monétona e limitada e,
portanto, convergente.

Seja [ = limu,,. Entao, dado que limu,+; = lim u,,, temos

1 1
limunH:lim(Z—) & l:2—7 & =1
Un

. Seja (uy) a sucessao definida por recorréncia por u; = 1, Upt1 = V2 + up.

a) Prove por indugao que 1 < u, < 2, para todo o n € N.

b) Prove por inducao que (uy,) é crescente.
(Alternativamente, verifique que w41 — u, = %)

c) Justifique que (u,) é convergente.

d) Aplicando limites a ambos os membros da expressdo de recorréncia, determine o
limite de (uy,).

RESOLUCAO:

a) 1 <wu, <2 paraneN:

en=1 wu; =1, logo 1< u; <2 éuma proposicao verdadeira.



e Hipotese de indugao: 1 < u, < 2, para certo n € N. Queremos ver que também
1 < upyr < 2. Como upt1 = /2 + uy, usando a hipétese de indugao temos
V2 1< U1 < V2428 V3 < U1 <2= 1< Uupy <2

b) (un) é crescente: vamos usar indugdo matematica para mostrar que uyy1 > U, para
qualquer n € N.

en=1 u =1, uy=+v2+1 =13, logo us > u; é uma proposicio verdadeira.
e Hipotese de inducao: un41 > uy, para certo n € N. Queremos ver que também

Upt2 = Upt1. 1€mMOoS Upia = /2 + Upy1, €, de Upy1 > Up, vem que /2 + up 1 >
V2 4+ up, ou seja, que Up42 > Up41, COMO queriamos mostrar.

¢) (un) é mondtona crescente e limitada, logo convergente.

d) Seja l = limw,. Entao, dado que limu,; = limu,,, temos

limuy; =limvV2+u, ©l=vV2+1aP=24+IA1>0c1=2.

Séries Numéricas

1. Determine a natureza das seguintes séries, usando critérios de convergéncia apropriados:

o [e.e]

o0
n+1 2" n—4
a)z\/m’ b>Zn2+n!» C)Zn4_1’

n=0 n=0 n=2

<. 9on 14 2n > n n
d f S —
PO PO 'S (s
B pEias wy (1+2) oy (i-2)"
i n=1 1+3n 7 n=1 n ’ n=1 n ’

= n > n =, (1000)™

k 1

;1);23”6 - );)wmr );} R

. p—n s 1 > arctann
m) z:;)nQ 3n’ n) nz:;(lnn)”7 o) nz:; n2—1"~

> 1 > 1 1
p) n_lnsenﬁ, q) nzz:lsen 3 r) nzzm.

RESOLUCAO

NOTA: uma série de termos nao negativos converge se e s6 se converge absolutamente
(j& que ay, = |ay)|).

a) Trata-se de uma série de termos nao negativos. Comparemos com a série » \/L—S =
n



S~ - a qual é divergente. Como,
n2

n+1

ynitni+l 4 £ 0, 400,

lim (verifique)

3
T o

concluimos que a série dada e a série Y < tém a mesma natureza. Logo a série
n2
dada é divergente, ja que é uma série de Dirichlet da forma n% coma=1/2<1.

Trata-se de uma série de termos nao negativos. Usando o critério de d’Alembert,

2n+1 )
Iy 2n’4nl) _, onl  Grdl
11227—‘,-11,! (n+1)2 4+ (n+1)! (n+1)! (n+1)% 11

Como este limite é menor que 1, concluimos que a série dada é (absolutamente)
convergente.

Procedendo como em a) concluimos que a série tem a mesma natureza que a série
S~ 2. Logo, é (absolutamente) convergente.
n

Trata-se de uma série de termos nao negativos. Aplicando o critério de d’Alembert,

2n+1

et _ 2" (2n)! 2
2 = Tom |~ Gnr Dy 0
Gl 27 2n+2)! (2n+1)(2n+2)

Como este limite é inferior a 1 concluimos que a série é (absolutamente) convergente.

e =l
1-27 — 2=n_1

Trata-se de uma série de termos nao negativos. Tentemos aplicar o critério da raiz
(ou de Cauchy):

Como — —1 # 0, concluimos que a série é divergente.

n
” n _ n _ 1 . 1
2n+vn)  2n+yn  o4p3 2
Como este limite é inferior a 1 concluimos que a série é (absolutamente) convergente.

(Comece por reparar que, contrariamente a e), a sucessao do termo geral desta série
converge para 0 o que nao nos permite tirar qualquer conclusao sobre a convergéncia
ou divergéncia da série.)

Tratando-se de uma série de termos nao negativos, podemos tentar usar o critério
de d’Alembert:

n+2
T 12 1oy peWiageman g

LT T [ gnFl 1§ 3eF 3G 113743 3
+ n

Como este limite ¢ inferior a 1 a série é (absolutamente) convergente.

(Alternativamente: usar o critério geral de comparagao com Y (%)n)



h)

Trata-se de uma série de termos nao negativos. Tentemos aplicar o critério de Cau-

chy:
2\"*
)
n

Como este limite é superior a 1 concluimos que a série é divergente.

Como em h), neste caso a série converge.

Como em a) concluimos que a série tem a mesma natureza que a série y % Logo,
é divergente.

Como em a) concluimos que a série tem a mesma natureza que a série » ﬁ Logo,
é divergente.

Trata-se de uma série de termos nao negativos. Aplicando o critério de d’Alembert,

(1000)"+1 | 1000
. (n+1)! .. n: _ e .
1 ooy = lim 1000 7(71 e lim it 0

n!

Como este limite é inferior a 1, a série é (absolutamente) convergente.

n—2"
n273n

n? < 3", para qualquer n € N (por indugéo)ﬂ

Repare-se que > o é uma série de termos nao negativos, ja que n < 2™ e
n=0 )

Aplicando o critério de d’Alembert,

n41—2nt! 9
. 1)2_3gn+1
lim M =—<1
n=2n 3
n2—3n
(verifique), logo a série > 7 % converge (absolutamente) .

Trata-se de uma série de termos nao negativos. Tentemos aplicar o critério de Cau-
chy:
1

1
o =— = 0<L
(Inn)®  Inn

Logo, a série é (absolutamente) convergente.

Trata-se de uma série de termos nao negativos. Comparando com a série convergente
[e’s) 1.
ZT’L:Z ﬁ'

arctann ng -
2_1

== = arctann ——— — — # 0, 00.
L n2—1 "2 ’
n2

o0 arctann

Logo, as séries tém a mesma natureza, ou seja, » .~ , “5%%

convergente.

é (absolutamente)

Temos

1
sen = . senx
T n — lim =1.
= z—0 X
n

limnsen — = lim
n

Como o termo geral ndo converge para 0, a série diverge.



q)

2. a)

b)

Trata-se de uma série de termos nao negativos. Comparando com a série convergente

Dt #: .

sen 2

1
=

lim

=1+#0,00.

Do critério geral de comparagao, as séries tém a mesma natureza, ou seja, convergem
(absolutamente).

Trata-se de uma série de termos nao negativos. Comparando com a série divergente
oo 1
Zn:2 n
1
Inn
1
n

=]

n
= — — +00.
Inn

1 1 q q on 2.0 =
Logo, 5, > 7, a partir de determinada ordem, e do critério geral de comparagao, a
série diverge.

Justifique que se f é uma funcao real tal que

lim =) _ L € RY,
z—0t X

entdo, para qualquer sucessao a, > 0 com a, — 0, as séries Y a, e > f(ay) tém a
mesma natureza.

Determine a natureza das séries seguintes, para cada o € R:

leen <n°‘> , Z (en% — 1) , Zlarctan (n‘“) .
n= n=

n=1

RESOLUCAO

a)

Para a, > 0, as séries > a, e Y, f(an) s@o de termos ndo negativos, ji que se

lim,_,q+ @ =L > 0, entao f(z) > 0 em |0, a[ para algum a > 0, logo f(a,) > 0.

Como a, — 0T, tem-se
lim £00) i 1@ _ g

Qn z—=0t &

Como L # 0, +00, segue do critério geral de comparagao que > ay e Y f(a,) tém a
mesma natureza.

Segue directamente de a), notando que

sen(x et -1 . arctan(z
():1, lim = 1 1m#:1
z—0 xT z—0 xT x—0 xT

que as séries dadas convergem se e s6 se a > 1, por comparacao com as séries de
o o 1
Dirichlet ) .



3. Determine se sao absolutamente convergentes, simplesmente convergentes ou divergen-
tes, as seguintes séries alternadas:

Fﬂg

(1 +n> 7 0) i(_l);jfooo, e) i(_l)n - (i) :

TL=1 n= n=1

Z(g”””, O S Watio v, 5y oY

n=1 " n=0 n=1 \/ﬁ
RESOLUCAO

a)

b)

O termo geral da série é uma sucessao divergente ja que possui dois sublimites
diferentes: 1 e —1. Logo, como o termo geral da série nao tende para 0 concluimos
que a série é divergente.

NOTA: Comece por observar que, contrariamente ao caso anterior, a sucessao do
termo geral da série converge para 0 o que nao nos permite tirar nenhuma conclusao
sobre a convergéncia da série. Observe igualmente que nao se trata de uma série
de termos nao negativos pelo que os critérios anteriormente usados para esse tipo
de séries (comparagao, d’Alembert, Cauchy) nao podem ser directamente aplicados
aqui.

Estudemos a série de médulos correspondente. Como

2 [ (=1)"n B = n
D lwia| = X we
n=1 n=1

por comparagao desta série de termos positivos com a série convergente » n% con-

cluimos que esta série é convergente e, portanto a série dada é absolutamente con-
vergente.

Esta série é absolutamente convergente, uma vez que a série dos médulos é dada por
3000 , LG
> o0 | B, que é convergente (usando o Critério de d’Alembert: “2 — 1 < 1).
- n

Yoo (vVn+1—y/n) = 27, (\/(;3r ok Consideremos a série de termos posi-

e comparémo-la com a série divergente

_ =D
tivos Y >, ’ e = o m»

>t

1

Ty 1 1

( JTMNZ = 40,400
N ntlq 2

logo a série de médulos considerada é também divergente. Concluimos que a série
dada nao pode ser absolutamente convergente.
Tratando-se de uma série alternada tentemos usar o critério de Leibniz: considere-se
Jn 1
a série dada na forma —-1)"a, com a, = ———+ > 0. Como
2 (=1)%an " (Vntl+y/n)

Vn—vn+2
(\/n+2+\/n+1)(\/n+1+f)

ap+1 — An



0 que mostra que a sucessao de termo geral a,, é decrescente, e como a,, — 0, podemos
concluir, pelo critério de Leibniz, que a série é convergente.

Logo, a série é simplesmente convergente.

Uma observagao: o critério de Leibniz s6 decide da convergéncia de uma série,
nada dizendo sobre a convergéncia ser simples ou absoluta. O resultado anterior foi
obtido depois de termos verificado previamente que a convergéncia nao poderia ser
absoluta.

E uma série alternada. Considerando a série dos mddulos correspondente

1 .
g sen < , vemos que serda divergente, uma vez que
n

1
i sen () _

S|

e portanto a série dos moédulos tem a mesma natureza que a série harménica. Con-
cluimos que a série dada nao pode ser absolutamente convergente. Escrevendo a
série dada na forma > >°  (—1)"an, com a, = sen( ) temos que an —> 0ea,é
decrescente, uma vez que a funcao senx ¢ crescente para 0 <z < 3 e ﬁ é decres-
cente. Do critério de Leibniz, a série dada converge. Logo, a série é simplesmente
convergente.

Z. 2 o 2 o , , fe'e) 1
E uma série alternada. A série dos médulos é dada por >, T
el nla converge sse a > 1). Concluimos que a série dada nao é

que é divergente

uma vez que
( D

absolutamente convergente. Escrevendo > 2 ; (Ql%n =3, (-1)"ay, com a, = ﬁ,
temos que a, — 0, a, >0 e

4 :i 1 _Vn+ f\f
T Ve ekl Ve lvm

ou seja, (a) é decrescente. Assim, pelo critério de Leibniz, a série é convergente.
Logo, a série é simplesmente convergente.

Séries de poténcias e séries de Taylor

. Determine para que valores de z € R as seguinte séries de poténcias convergem absolu-
tamente, convergem simplesmente ou divergem:

0 n22n n

2z 2 nl(z—1)"
2 o Zzi ’ )2 T
o0
Z —

—_

(x+2)" i
= (n+2)2n n0n+1”

RESOLUCAO

10



n
a) Temos Zz—n = Z (g) ¢ uma série geométrica de razao 3. Logo, converge
n=0 n=
absolutamente para ‘2‘ <le|z| <24 -2 <z <2 e diverge para }2‘ >lexr<
—2ANx > 2.
o
(z+2)" . - o L
b ————— é uma série de poténcias, centrada em —2, cujo raio de convergéncia
)27(n+2)2n poténcias, , cuj vergénci
¢ dado por
1
m+2)27 2 3
R:Iim% :lim(n+2) =9
N ()

Logo, a série é absolutamente convergente para |z + 2| < 2 & —4 < x < 0O e
divergente para |z + 2| > 2 < x < —4 /\ x > 0. Para |z + 2| = 2, temos:

e Se z = 0: obtemos a série > - que é divergente por comparacio com a

n=0 n+2’
série harmoénica 7 | .

. ) -
e Se x = —4: obtemos a série alternada » % Ja vimos que a série dos
modulos correspondente é divergente, logo esta série nao é absolutamente conver-

gente. No entanto, aplicando o critério de Leibniz, como 0 < -+ ¢ decrescente,

(="

tem-se que Zn—O o é convergente, logo converge sunplesmente.

Conclui-se que Y > (7;]ch2))2” converge absolutamente para x €] — 4,0[, converge
simplesmente para r=-4e dlverge para x €] — 00, —4[U[0, 400l
9 (_1)n22nxn
¢ —_— = = fazendo = —4z. E uma série de poténcias
com raio de convergenc1a dado por
1
R=lim -2 =1.
2n-+2

Logo, a série é absolutamente convergente para |y| < 1 < —i <z < i e divergente
para |y| > 1< 2 < —1 Vz > 1. Para |y| = 1, temos:

e Sex = —i: obtemos a série Y o7 que é divergente por comparacao com a

1
1 n=1 2n
L s

série ) 07 | -

_ 1. - oo (=)™ ;- 2.9
e Se v = ;: obtemos a série alternada ) 7, *5/~. J& vimos que a série dos
modulos correspondente diverge, portanto a série nao converge absolutamente.
Do critério de Leibniz, uma vez que ﬁ — 0 e é decrescente, a série converge, e

portanto converge simplesmente.

1)n22n n
Conclui-se que Z -

2n
n=1

converge absolutamente se x € ]—i, i [, converge

simplesmente para x = Z e diverge se x € }—oo, —%] U } %, +oo[.

(nx) - n" . - L .
d) — = ———— 12" é uma série de poténcias, centrada em 0, cujo raio de
RS
convergeéncia é dado por
1 1
R=— — —im™2 -1
R (I n
lim (nil)"

11



Logo, a série é absolutamente convergente para |z| < 1 e divergente para |z| > 1.
Para |z| = 1, temos:

TL n
e Se z = 1: obtemos a série y ° Tt = ) (#) . Uma vez que

n \" 1 \"
=(1- — et
<n+1) < n—i—l) €

concluimos que a série diverge uma vez que o termo geral nao converge para 0.

= 6_17

J— o £ o0
e Sex =—1: obtemos a série Y 7 0(_1)n(n+1) n+1)
logo (—1)™ (n+1) tem dois sublimites e ' e —e™!, e a série é portanto divergente,

uma vez que o termo geral ndo converge para 0.

Conclui-se que > 7 (gﬁ;n

x €] — 00, —1] U [1, 4+00].

Ja vimos que lim (=)

converge absolutamente para x €] — 1,1 e diverge para

nl(z —1)" - - o L
e) E Q: é uma série de poténcias, centrada em 1, cujo raio de convergéncia

nl+1
n=0
¢ dado por
T | (a4 DI+1
R=lim L — fim—— TS
(TEZT)ll)—Jl—l (n+1)! nl+1
. (n+D+1 . n+1)!+1
= lim———— =1lim
(n+1)(n!+1) m+ 1)+ (n+1)
_1
= hmmz
L4 =

Logo, a série é absolutamente convergente para |z — 1| < 1 < 0 < x < 2 e divergente
para |zt — 1| >1<z<0Vz > 2. Para |z — 1| =1, temos:

2 418 n!
e Se z = 2, obtem-se a série Y °° que ¢ divergente uma vez que 7 — 1 =4

0.

e Se x = 0, obtem-se a série Y -
n”
i

0.
Conclui-se que > >
z €] — 00,0] U [2, +00l.

n=0 n'—i—l’

nl(=D"
nl4+1

tem dois sublimites —1 e 1, logo o termo geral da série nao converge para

que também é divergente, uma vez que

nl(z—1)"
nl+1

converge absolutamente para x €]0,2] e diverge para

5. Determine para que valores reais de x sao absolutamente convergentes, simplesmente
convergentes e divergentes as seguintes séries:

L (2z)3" >, 2" (n!)?
" 2 (n—g 1’ b) 2 (2(n))! (z* —a)".

RESOLUCAO

12



a) Facga-se y = (2z)3:

i (2x)3n B 0 yn
nt 1 gnt 1
Esta é uma série de poténcias cujo raio de convergéncia e dado por

L
R =1lim 'f =1.
n+2

Logo, a série é absolutamente convergente para |y| < 1 e divergente para |y| > 1. Se

y = 1 obtemos a série > - 737+ Como — 1, esta série tem a mesma natureza que
n+1
a série harmonica Z , ou seja, é divergente. Se y = —1, obtemos a série alternada

Z( Dk Dado que ;-7 — 0 e que

pra < 0, deduz-se, aplicando

n

1 1 1
n+2  n+l (n+1)(n+2)
o critério de Leibniz, que a série é convergente. Como Z

T‘f‘l = Z _1"_1 eJa vimos
que esta série é dlvergente, concluimos que para Yy = —1 a série é Slmplesmente

convergente. Entao, como

1
ly <1 < |22)3<1 & |z|<=

2 Y
1< L 1< !
= == e = — r=——=,
Y 2 Y 2
concluimos que a série de poténcias dada ¢é absolutamente convergente se x € ] — %, % [,
simplesmente convergente se x = —5 e divergente se x € ] 00, —% [ U [%, —i—oo].

b) o raio de convergéncia da série ano 222(2;? y™ é dado por

Tl 2 1)(2 2
@n)! :hm(n+ )@2n+2)

20 ((nt DY 2(n 4 1)?
@t D)) (n+1)

R = lim

(verificar!), logo a série converge absolutamente para |y| < 2 e diverge para |y| > 2.
Para |y| = 2, temos que

4ntl((n41)1)?

(2n+2)! 2n + 2
= 1
()2 M+l
(2n)!
n 2 n
(verifique!), logo >~>° 1 (2(:;;? é divergente (48# é crescente, e assim nao converge
para 0).
n 2

— se y = —2, obtemos a série alternada Efzo(—l)”zl(ézg que é também diver-

gente uma vez que o seu termo geral ndo converge para zero (terd dois sublimites

diferentes).

n 2
Conclui-se que a série > 7 2 (Q(Z;? y" converge absolutamente para |y| < 2 e diverge

2

para |y| > 2. Fazendo y = z° — x e resolvendo em ordem a z, temos entao que

n 2
) 2 n') (a: x)™ converge absolutamente para —1 < x < 2 e diverge para
< -—1 \/ > 2.

13



Mais exercicios:

6. Analise a natureza das séries numéricas indicadas e determine a soma de uma delas
—+o00

+oo
1 E —_—— (2] E —_—
) ~ 3/n2 + 5 ) 37’L

n=1

Resolugao.

vn h — Vn

o o ~ n
1) Sejam as sucessoes a, = 54— e = =
) J n Vn?+5 " Vn2

|~

com O mesmo comportamento

ol

n
quando n — +oo. Tem-se

Vo 1
VS i = = 1R,

31_*_%

lim

§j§

W
$
[V}

Do critério de comparacao as séries > | % e Y >, - tém a mesma natu-
=1 Foazs © Zen=1 1

L 6 uma série de Dirichlet divergente, > °° , 2

s . o0
reza. Como a série ) >, . n—=1pp COM

+o0 N
p <1, asérie > T/QL% é também divergente.
n=1

+oo n
ii) A série Y 322 é uma série convergente pois ¢ a adicdo de duas séries geométricas

3TL
n=1 +00 n —+o0 n
convergentes > (%) e > (%)
n=0 n=1

A soma da série é obtida a partir da soma das anteriores séries geométricas

+OO?)—@"_JFOO 1\" X ex® 1 e/3 _3/9 e
2 3n _;)(3) _21(3> T 1-1/3 1-¢/3 23—,

n=1 n—

7. Analise a natureza das séries numéricas

+oo \/ﬁ +oo nl
’L) E ‘ m ’ll) E 1 — COS(TLW).
n= n=

Resolucgao.

i) Seja

7 3
n3 4+ n2 nz n

vn__vn_ 1

Do critério geral de comparagao a série » - ; % é convergente, uma vez que
T n34n2
a série y 02, # é uma série Dirichlet convergente, > o0 | L com p > 1.

14



ii) Seja > o0, !,%COS(WTN = a1 7%"

Tem-se
1)l " I(n + 1)n" 1 1
i S g (D P, @D g ——-<1,
an (n+ 1)+t nl (n+1)*(n+ 1)n! 1+ e

Assim pelo critério de D’Alembert a série Y’ ;| 1= é convergente e consequente-
Ja) ! 7 o)
mente a série » 20—1 cos(nm) é uma série absolutamente convergente.

|
8. Determine, se possivel,o valor da soma das séries
IX gn+1 fo 2
) €n_1 ) 1+ n2
n=1 n=1
Resolugao.
i) A série
+oo
2 n
2e g (=)
e
n=1
é uma série geométrica convergente uma vez que tem razao inferior a um (2/e). O
valor da sua soma é:
X gntl 0o 2/ de
= e =
en—1 1-2/e e—2
n=1 /

ii) A série nao satisfaz a condigao necessiria da convergéncia de séries ja que

2

. n
A T2 ~ 17

2
n 7 s . . ~
oo é uma série divergente nao tendo soma.

consequentemente a série » "% Ton2

]
9. Analise a natureza das séries
LR 3 LR X s T
i) nzl T35 i7) ; S Qi) nzl (COS(TZ " 1) — cos(n)>
Resolucgao.
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i) Tem-se

3m 31
T
Ora .
o0
1 n
> )
n=1

é uma série geométrica convergente consequentemente, do critério geral de

377/
comparacio a série S 7% —~ & uma série convergente.
n=1 1 + 32TL
ii) A série
+o0 "
ALY
n=1

é uma série divergente, j4 que do critério de D’Alembert:

(n+1)" 1
Unt1  2F (g1 (n4+1)"(n+1) 2"n)
an n" 22"(n + 1)n!
© 1 n41"
lim 2= lim () =S >0
n—+oo  ap, n—+o0 2" N 2

iii)

—+00
Z (cos( T ) — COS(W)> é uma série de Mengoli convergente
ot n+1 n

ja& que é um caso particular da classe de séries Z:g (an, — ap+1) com a sucessao

T
an = cos(n i 1) convergente.

10. Considere a série N
o0
Z(,l)HL
n3vn? +1

i) A série é absolutamente convergente? Justifique.

n=1

ii) A sucessao
1 2
—+£—...+(—1 n__yn
V2 8V5

Up = —
é convergente? Justifique.

Resolucgao.
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i) Seja

—+o0
W Vvn
Z Y !~ 2 v
€ as sucessoes
Vn b 1
V" . -
n3vn? +1 " g

com o mesmo comportamento quando n — +oo. Tem-se

Ay =

e as séries > a, e .7 by, do critério de comparagio, tém a mesma natureza.
A série Y7 b, é uma série de Dirichlet convergente e consequentemente

“+o00 f
n= 1n3 /7712

n
A série Z:g(—l)”L é pois absolutamente convergente.

n3vn? +1
if)

é uma série convergente.

n
Como Z(—l)"L ¢ uma série absolutamente convergente

n3vn? +1
é uma série convergente. Assim a sucessao das somas parciais

1 V2 N

Up = ———= + 22 (D)
V2 85 (=1) n3vn? + 1

¢ uma sucessao convergente.

11. Analise a natureza das séries numéricas indicadas e determine o valor da soma de uma

delas. . . .
e o 0 2
. —(2n+1) .. vn+1 n
i) E 3 i1) g o 1i1) E T+ o
n=1 n=1 n=1
Resolugao.
i) A série

+o00 n
Z 3—(2n+1 1/3 Z (;-)
n=1 n=1

é uma série geométrica de termos positivos convergente uma vez que tem razao
inferior a um (1/9). O valor da sua soma é :

n=1

17



vn+1

ii) A série
Z 7'L4 +n

é uma série convergente pelo critério de comparacao ja que para as sucessoes com

0 mesmo comportamento quando n — 400

vn+1 1
YT e by=—
n2

Qy, =
nt+n

se tem
n—-4o0o

b, é uma série de Dirichlet convergente

e a série Y 12

iii) A série
+00 2
> e
= 14 en
é uma série convergente pelo critério de D’Alembert
(n+1)°
T entl 21/entt 41 1
im = g LECT gy g l) et tle 1y
n—+oo  a, n——+o0o n n——+o0o n 1/€n+1 +1 e
14 en

[
12. Considere a série de poténcias
+oo
3n

5n+1
n=1
) Indique o maior intervalo aberto onde a série é absolutamente convergente

; .
) Determine no intervalo indicado em i) a soma da série

Resolugao.

=1 g g = 3

) Tem-se para o raio de convergéncia
g B

Gn+1
O maior intervalo aberto onde

r = lim|

Assim série converge absolutamente se |1 —2x| <
a série de poténcias é absolutamente convergente é

| =55l
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i)

_(1—2:1:)3+O° 3—6x\" (1-2z)® 352 3(1-22)
a 5 5 1-35 " 5(2+6x)

13. Determine o intervalo de R onde é convergente a série de poténcias

B n+2
ST (x —1)"", xz eR.
n=1
Resolugao.
Tem-se para o raio de convergéncia
1
N2
r—hm\ " | =lim —2— =2
On+1 7 F I (nt1)2

Assim a série converge absolutamente se [z — 1| < 2 i.e. se x €] — 1,3][.
+oo

Para z = —1, a série ) # ¢ uma série de Dirichlet convergente. Para z = 3, a série
n=1
(ED0F
Z || = Z é uma série de Dirichlet convergente.

n=1
Em conclusao a série de poténcias converge absolutamente para x € [—1, 3].
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