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A. SUCESSOES.

A1l. Introducao e exemplos. Uma sucessdo real ndo é mais do que uma sequéncia infinita de
nimeros reais, como por exemplo

2,21, 3001, 3, 2, 5,...

Usa-se normalmente o conjunto N dos nimeros naturais para indexar os termos dessa sequéncia:
u(l) =2, u(2) = 21, u(3) = 3001, u(4) =3, u(b) =2, u(6) =5, ...
Temos assim a seguinte:

Definicao 1.1

Uma sucessao real é uma funcdo de dominio N:
u:N—R

n— u(n).

Para cada n € N, designaremos u(n) por termo geral ou termo de ordem n da sucessao u,
representando-o normalmente por u,. Para o exemplo acima, escrevemos:

up =2, ug =21, uz = 3001, ugy = 3, us =2, ug =5,...

Usaremos qualquer dos simbolos u, (un)nen ou (u,) para representar uma mesma sucessio real.
Existem véarias maneiras de explicitar exemplos particulares de sucessoes reais, como se ilustra
de seguida.

Exemplo 1.2

Uma sucessao real pode ser definida através de uma férmula explicita para o seu termo
geral. Por exemplo:

Un =3 (3,3,3,...);
Up =2+ 3n (5,8,11,...);
Up =3-2" (6,12,24,...).
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H4 duas classes muito importantes de sucessoes reais, cuja definicdo pode ser feita usando uma
férmula explicita para o seu termo geral.

Exemplo 1.3: Progressoes aritméticas

Progressoes aritméticas sao sucessoes caracterizadas pelo facto de
Up+1 — U, = constante , para todo on € N.
O seu termo geral é da forma
up, =a+ (n—1)r,
onde a,r € R sao respectivamente o primeiro termo e razao da progressdao aritmética
(un,) (notem que a diferenga u, 11 — u, = r é, de facto, constante).

A sucessio u, = 2+ 3n, do Exemplo 1.2, é uma progressao aritmética, com primeiro termo
a=>5erazao r = 3.

Exemplo 1.4: Progressoes geométricas

Progressoes geométricas sao sucessoes caracterizadas pelo facto de
Untl _ constante , para todo o n € N.
u”l
O seu termo geral é da forma
Up =a-r" L,
onde a,r € R sao respectivamente o primeiro termo e razao da progressao geométrica
(un,) (notem que o quociente uy,41/u, =1 é de facto constante).
A sucessao u,, = 3-2" do Exemplo 1.2, é uma progressdo geométrica, com primeiro termo

a =06 erazao r = 2.

Exemplo 1.5: Sucessoes definidas por recorréncia

| \

O termo geral de uma sucessao real pode também ser definido por recorréncia. Um
exemplo famoso é dado pela sucessao de Fibonacci:

up =us =1,

Up42 = Up+1 +Up, VN €N
cuja lista de termos é pois:

(1,1,2,3,5,8,13,21,34,...)

Exercicio 1.1. Defina progressoes aritméticas e geométricas por recorréncia, com primeiro
termo a € R e razao r € R.

Exemplo 1.6

Sucessoes reais podem também ser definidas por uma regra clara que permita identificar,
um a um, todos os seus termos. Um exemplo é a sucessao de todos os nimeros naturais
primos, i.e. a sucessao (u,) cuja lista de termos é

(1,2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,...) .

N3&o se conhece uma férmula em termos de fungoes elementares que forneca o termo geral
desta sucessao.

A2. Limite de uma Sucessao.
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Intuitivamente, dizemos que uma sucessao (u,,) tem por limite o nimero real a € R se eventual-
mente todos os termos da sucessao (u,,) se aproximam de a € R. De uma forma matematicamente
mais precisa, temos a seguinte

Definicao 1.7

A sucessao real (u,) diz-se convergente para o nimero real a € R, ou que possui limite
a, se

Ve>03INeN:n>N=|u,—a|<e.
Neste caso, escrevemos:

lim v, =a ou limu, =a ouainda u, — a.
n—oo

A sucessdo real (u,) diz-se convergente para +o0o (resp. —o0), ou que possui limite +o0o
(resp. —00), se

1 1
Ve>03dNeN : (n>N:>un>g) (resp.n>N:>un<—g).

Nestes casos escrevemos:

lim u, = +c0 ou limwu, = +oo ouainda wu, — +oco.
n— o0

Exemplo 1.8

Vamos provar que u,, = % — 0. Suponhamos dado um € > 0 arbitrario. Existe um natural

N € N tal que 0 < % < . E imediato verificar que
1
n>N=|--0|<e¢,
n

provando-se assim que, de facto,

1
(1) lim — =0.

n—oo N

Nota 1.2. Observem que, se pensarmos numa sucessao (u,) como uma fungio u : N — R, entéao
a definicdo de limite de sucessbes coincide precisamente com a nocao de limite de fungoes que
estuddmos anteriormente, i.e., temos que

limw, = ngrfoo u(n).

Proposicao 1.9

Se f:R — R é uma fungao e -
lim f(zx)=1€R,

T—+00

entdo a sucessao u, := f(n) é convergente e lim,, o Uy = I.

Demonstracao. Recordando o conceito de limite relativo de uma fungao, é claro que

witee ) = 12 7). -
zeN

Esta proposicao reduz muitas vezes o calculo de limites de sucessoes ao cédlculo de limite de
fungoes.
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Exemplo 1.10

(1) Para mostrar que

observamos que

1 xr
lim <1 + —) = lim e*P0HY2) — el —¢
T

T—>+00 r—+00
pois
In(1 1/(1
lim (14 1/z) = lim 20EEY _Orey LA+y)
r—+00 y—0 Y 0 y—0 1

(2) Seja 0 < a < 1. Para mostrar que

lim a™ =0,
n—o0
observamos que
lim o® = lim "% =0,
r—r+00 T—r+00

pois Ina < 0.

Exercicio 1.3. Completem este exemplo mostrando que:

nao existe, se a < —1,
. 0 se la| <1
o JO selal <1,
n—»00 1, sea=1,

+o0, sea>1.

A3. Propriedades do Limite de Sucessoes.

A correspondéncia entre limites de sucessoes e limites de fungoes leva a que muitas das propri-
edades dos limites de funcoes se estendam imediatamente a propriedades de limites de sucessoes.
Por exemplo, o limite de uma sucessao, quando existe é tinico. Listamos de seguida outras pro-
priedades basicas, que vocés devem também verificar.

Teorema 1.11: Limites e Propriedades Algébricas

Se u, = a, v, = b, w,, = ¢ com w, # 0, Vn € N, e se « € R é uma constante, entao:
(i) (up £v,) = a+£b (limite da soma = soma dos limites);

(ii) (up - vy) — a- b (limite do produto = produto dos limites);

(iii) (upn/wy) — a/c (limite do quociente = quociente dos limites);

(iv) (- up) = a-a.
Com as convengoes introduzidas no Capitulo 2 (secgdo Operagoes algébricas na reta
acabada e resultados sobre limites) estes resultados sdo validos para a, b, c € R, excepto
no caso em que temos uma indeterminagao.

Exemplo 1.12

Usando as propriedades algébricas do limite, especificadas no Teorema 1.11:
3n+2 . n-(B+2)  3+2 340

= 11m 1 = l1m = =
n+1 n-(1+2) 1+ 1+0

3,

lim

3=[3 o

onde usamos e o facto de que lim% =0.
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Teorema 1.13: Limites e Relagcao de Ordem

Sejam (u,) e (v,) duas sucessoes convergentes tais que u, < v, para n > N, entdo.

limu, <limwv,, .

Exemplo 1.14

Para as sucessoes

uy, :=sen(1/n) e v, :=sen(1/n) + 1/n?
temos que u, < v,. Logo os seus limites, caso existam, satisfazem limwu, < limv,. Na
verdade, estas sucessoes convergem e podemos calcular facilmente estes limites:

. 1 - 1
lim sen <) =0, pois lim sen () = sen(0) = 0,
n T—

+o0 x

1 1 1 1
lim {sen () + 2] =0, pois lim [sen () + 2] =sen(0) +0=0.
n n T—+00 x x

Notem que apesar de u,, < v, temos limu,, = limv, = 0.

Teorema 1.15: Principio do Encaixe ou da Sucessao Enquadrada

Sejam (u, ), (v,) e (w,) sucessoes reais para as quais existe N € N tal que
n>N=u, <v, <w,.

Se (up,) e (wy,) s@o convergentes com lim u,, = a = lim w,, entdo (v, ) também é convergente
e limv, = a.

Exemplo 1.16

Para determinar lim #, observemos que, para qualquer n € N, tem-se

1 < (771) < l
n n n
Como lim —% = 0 =1lim &, conclufmos pelo Principio do Encaixe que
. (=nn
2 lim —— =0.
(2) im -

Nota 1.4. E altura de ir ao final do Capitulo 2 ler ou reler o Material Extra: Equivaléncia
entre as definigoes de limite segundo Heine e segundo Cauchy e ver em particular o
Teorema ?7, onde se explica a equivaléncia entre a definicao de continuidade (segundo Heine) que
deram no secunddrio, e que usa sucessoes, e a definicdo a Cauchy que vimos pela primeira vez
nesta cadeira, que usa € — 4.

A4. Sucessoes Monétonas e Limitadas.

Os resultados que vimos anteriormente permitem calcular os limites de muitas sucessoes a partir
de manipulagoes no seu termo geral. No entanto, por vezes, estamos interessados em saber se uma
dada sucessao é ou nao convergente, sem entrar numa andlise detalhada do seu termo geral. Vamos
agora estudar critérios gerais que permitem decidir se uma sucessao é convergente.

As seguintes defini¢oes sdo inteiramente anédlogas ao que se passa com fungoes (recordem que
uma sucessao real u = (u,) ndo é mais que uma fungao u : N — R).
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Definicao 1.17

Seja (u,) uma sucessao real. Entao:
(i) (up) diz-se crescente (resp. estritamente crescente) se u, < upy1 (resp. u, <
Un+1) para todo o n € N.
(ii) (upn) diz-se decrescente (resp. estritamente decrescente) se u, > Upt1
(resp. U, > Upy1) para todo o n € N.
(iii) (uy,) diz-se majorada se existir M € R tal que u,, < M para todo o n € N.
(iv) (uy) diz-se minorada se existir m € R tal que u,, > m para todo o n € N.

Uma sucessao diz-se mondétona (resp. estritamente mondtona) se for crescente ou de-
crescente (resp. estritamente crescente ou decrescente). Uma sucessao diz-se limitada se
for majorada e minorada.

Exercicio 1.5. Mostre que, se uma sucessao (u,) é convergente, entdo é limitada.

Notem que uma sucessao limitada pode nao ser convergente: a sucessio u, = (—1)" é clara-
mente limitada, mas nao é convergente. No entanto, temos o seguinte resultado, que ja conhecem
desde o secundario mas que s6 apds o que vimos nesta disciplina podemos demonstrar com rigor.
Notem da demonstragao como, tal como foi dito de forma mais vaga no Capitulo 1, este resultado
é uma consequéncia do Principio do Supremo!

Teorema 1.18

Seja (u,) uma sucessio real.

(i) Se (uy,) é crescente e majorada entao é convergente e
limu,, =sup{u, : n €N}

(ii) Se (uy,) é decrescente e minorada ent&o é convergente e
limu,, = inf {u, : n € N}.

Em particular, toda a sucessao monétona e limitada é convergente.

Demonstra¢do. Faremos o caso em que (u,) é crescente e majorada (o caso em que (u,,) é decres-
cente e minorada é completamente andlogo).
Como a sucessao (u,) é majorada, temos (pelo Principio do Supremo) que existe

a=sup{u, : n €N} eR.
Queremos portanto provar que
up >a & Ve>03INeN: (n>N=|u, —a|<e).

Seja entao dado um ¢ > 0 arbitrario. Pela Proposicao 77, existe algum uy tal que a —e < uy < a.
Como (uy,) é crescente, vemos que para todo o n > N:

uy <up<a =>a—-ce<u,<a.

Temos entao que

|up, — a| < € para todo o n > N,

como se pretendia mostrar. O

Nota 1.6. Decidir se uma dada sucessao monétona é ou nao limitada pode ser um problema
dificil. Por exemplo, tentem decidir se a seguinte sucessao crescente é ou nao majorada:

1 11 111 111 1
I+, I+t + o, I+ o+ o+-+,...

1, 14—
’+2’23 2 3 4 2 3 4 5
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A5. Escala de Sucessoes. Suponhamos que u,, v, — +0o. Tal como para fungoes, também o
limite

Un,

lim —

Un
¢ uma indeterminagdo (do tipo 22). O resultado depende da “velocidade” com que u, e v, vao
para infinito. Tal como ja foi visto para fungoes, também para sucessées. Terminamos esta breve
incursao pelas sucessoes

Em geral, se u,,v, > 0, dizemos que

Unp, . . Un
= 0 — 4oo(ou, equivalentemente,lim — = +00).
Un Un

Uy << v, se lim—

Diz-se nesta situacao que u,, é desprezavel em relagdo a v,, ou que u, € muito menor que v,.
Quando uy,,v, — 400 e u, << v, isso significa (informalmente) que v,, vai para mais infinito
“muito mais depressa” que u,,.

Teorema 1.19: Escala de sucessoes

Escala de sucessoes: se p >0 e a > 1, entao

Inn << n? <<a” << nl << n®

Vamos usar o seguinte lema na prova de todas as afirmagoes; note-se no entanto que as duas
primeiras podem fazer-se com recurso & Regra de Cauchy e ao estudo de fun¢oes (combine-se (77)
com a Proposicao 1.9).

Proposicao 1.20

Seja a, > 0. Se
lim Ol _ L
Up

)

entao
(1) se L > 1 entdo limu,, = +o0;
(2) se L < 1 entao limu, = 0.
Se L = 1 nada se pode concluir.

Demonstracao da Proposicao 1.20. Note-se em primeiro lugar que, para qualquer sucessao con-
vergente a, — a € R, com a # 0, temos “Z% — 1 (porqué?). Por outro lado se a,, = n — 400
ou a, = 1/n — 0, também temos
concluir acerca de lim a,,.

Para (1): se lim a"“ = L > 1, entao a”“ > 1 para n suficientemente grande, logo a, é
crescente, a partir de determlnada ordem n > “N. Se a, fosse majorada, seria convergente a,, —
a >0 (Ja que a, € crescente e positiva) e nesse caso tinhamos L = 1 - o que é contrdrio ao
assumido. Assim a,, é ndo majorada e como é crescente para n > N, tem-se a,, — +00.

Para (2): se lim “+ = L < 1, toma-se b, = -- e aplica-se (1) a b,. O

“otl — 1. Em particular, vemos que se L = 1 nada se pode

Demonstracao do Teorema 1.19.
(i) lim "—p = 0 porque fazendo u,, = ”—:, temos lim M = l < 1 para a > 1.
Usando uma mudanca de Varlavel deste resultado segue também que lim =2 ln” =0.

(ii) lim 2 W = 0 porque fazendo u, = <y, temos
7an+1 n+1 |
N . ! .oa n. . a
lim 22 — gy DY g = lim =0<1.

Un, o am (n+1)! n+1

n!
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(iii) lim nLT'L = 0 porque fazendo u,, = nli, temos
(n+1)!
o Ung1 (nzl)")‘*'l . (n4+1)! n" . n \"
lim —— = lim ——F— = lim 7 = lim
n o n!  (n+ 1)t n+1
1 |
= lim (1 — ) =-<1
n+1 e
O
Exemplo 1.21
1,00001™ . - n
(1) lim — 10000 = 400 directamente da escala de sucessoes nP? << a™ paraa > 1,p >

0.
2n n>
22n 3 2 1 + 53T 4 n
(2) m 2Ty M = lim (3) -0

T T )

5’".
on 5
(3) lim ﬁ = 0 (complete os detalhes)
(4) lim m = 400 (complete os detalhes)
n®2n
(5) lim 1 = 0. Nao sai da escala de sucessoes directamente - aplica-se a Pro-
n/
posicao 1.20 visto acima.
n
(6) lim 3Z ; = 0: também néo sai da escala de sucessoes directamente.
n!
Em geral: lim a’};! =0,sea>eelim a’,ﬁ—l, = +o00, se a < e.

B. SERIES NUMERICAS.

B1. Introducao e exemplos.

O tema que agora vamos iniciar é motivado pelo seguinte problema: dada uma sucessao real
(ug), determinar quando é que é possivel atribuir significado preciso & soma de todos os elementos
da sucessdo (ug):

Uy +ug +ug +---

Nao definimos ainda uma soma com um numero infinito de parcelas. Podemos no entanto definir
as somas parciais:

S1 = U1,
So = uy + Uz,

S3 = u1 + us + us,

Sk = U1 + Uz +uz+ -+ U

e definir a soma de todos os termos da sucessao como o lims;. E claro que este limite pode ou
nao existir.



10 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I

Definicao 1.22: Séries

Uma sucessao (u,) diz-se somavel se a sucessao (si) das somas parciais:
k
Sk = up - ug :Zuny
n=1

é convergente com limite finito. Usaremos a notagao

o0

Zunzul +ustug+---Fup+---

n=1

a que chamamos série. Quando a sucessao (u,) é somdvel dizemos que a série é conver-
gente e que a sua soma é lim s,,. Caso contrario dizemos que a série é divergente.

Exemplo 1.23

Consideremos a série:
1+1+1+1+1+ —001
2 4 8 16 o
Serd que esta série diverge ou converge? Para isso consideramos a sucessdo das somas
parciais:
S0 = 17
1 3
= 1 - = =
S1 + 2 27
14 1 . 1 7
ZEITy T T
4 1 . 1 n 1 15
° 27178 ®
TRLOE SO Bk
S = — — . e _ =
i 24 oF 2F
Podem verificar esta tdltima férmula por indu¢ao. Como temos:
2k 1 1
concluimos que a série é convergente e a sua soma ¢ igual a 2.

Este é um caso particular do seguinte:

Séries Geométricas
Suponhamos que (u,) é uma progressao geométrica com primeiro termo igual a 1 e razao
r € R, ie., u, :=r", (n € Ny). A série correspondente é:

o0

Zr” =14r4+r2+r34.-.

n=0
Séries deste tipo sdo designadas por séries geométricas. A sucessdo das somas parciais
é dada por (vejam o ?7):

1— 7,k:+1

k k
sk:Zun:Zr"—i,VkGNoeTGR\{l}.

1—1r
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Logo, se |r| < 1, temos que

1 — phktl 1
lim s = lim = .
k—o00 n—oo 1 —r Il =

Portanto a série é convergente quando |r| < 1, e a sua soma é:

(3) > o= %, (Jr| < 1).

O Exemplo 1.23 corresponde ao caso r = 1/2. Para a descrigdo completa da convergéncia
ou divergéncia para um r € R arbitrério, veja-se (6) a frente.

Nota 1.7. Notem que (se |r| < 1) e comegarmos a somar a partir de n = 1, o resultado é:

> > 1 r r
4 "= "—1= —1= = .
() ;7’ T;OT 1—r 1—7"r 1—r

Exemplo 1.24

Consideremos a série:

D (-1)"=-141-141-14+1-1+-
n=1

Esta série diverge, pois a sucessao das somas parciais é dada por:

81:—1,
52:—1—1—1:0,
s3=—14+1—1=-1,

si=—141-141=0,

que é uma sucessao divergente.

Séries de Mengoli ou Telescépicas.
Sao séries em que a sucessdo de somas parciais se pode calcular usando a propriedade
telescopica dos somatdérios (relembrar Capitulo 1), por exemplo da forma
(oo}
(b = bn+1).-
n=1

Neste caso, temos
sk = (b1 —b2) + (b2 —b3) + ... 4 (bg—1 — bx) + (br — bry1) = b1 — br41

(é a propriedade telescopica dos somatérios) logo a série é convergente < s; é convergente
& by — b1 € convergente < b, é convergente e a sua soma ¢é

o0

> (bn = bog1) = lim (by — bpy1) = by — limb,.

n=1
Mais geralmente, se tivermos uma série da forma

o0

Z (bn - bn+p)

n=1
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para algum p € N, a série converge se b,, é convergente em R e s, = by + ...+ b, — b1 —
... —bg4p, donde a soma é

oo

> (b = bpgp) =b1+ ...+ b, — plimb,

n=1

Exemplo 1.25

— (1 1
(1) Z (ﬁ ey 1) : série de Mengoli da forma Y (b, —bp+1) em que b, = L. Como

n=1
limb,, = 0 existe em R, temos que a série é convergente e a sua soma ¢é
S = b1 —hmbn =1
(2) ; (cos <%) — cos (#)) : série de Mengoli da forma > (b, — b,11) em que
b, = cos (%) Como lim b, = cos 0 = 1 existe em R, temos que a série é convergente
e a sua soma é
s=b; —limb, =cosm — 1= —2.
> 1
(3) 7; (2—12 - #) : Mengoli da forma > (b,11 — bn) = — > (by — bpy1), con-
vergente, s = —(by — limb,) = —1/2+1=1/2.
oo n o0
4 In = In(n) —In(n+1)) : série de Mengoli da forma b, — by,
0 3 () = L tnt -tnin 1) : (b bier)
em que b, = In(n). Como lim b,, = +00, temos que a série é divergente. (Terfamos
sp="b;—bgr1=Inl—In(k+1) > —oc0.)

- 1
(5) Z ——— : para ver que é de Mengoli, podemos escrever
— (n+1)(n+3)
1 A n B  An+3A+Bn+ B
n+Dn+3) n+l n+3  (n+1)(n+3)

logo A= —B =1/2 e temos

> 1 1 & 1 1
Z(n+1)(n+3) :§Z<n—+1_n—+3>’

n=1 n=1
série de Mengoli da forma > (b, — by42), em que b, = nLH Como limb,, = 0,
temos que a série é convergente e a sua soma €
1 1 5
=by +by—2limb, ==+ - —-0=—.
S 1+ 02 1m o0, 5 + 3 6

\. J

Nota 1.8. E féacil ver que a natureza de uma série nao depende de um nimero finito de valores -

oo o0
embora a sua soma sim!. Ou seja, se u, = v, paran # ny,...,ny, entdo E Uy, converge < g Up

n=1 n=1
converge. Em particular, as primeiras p parcelas sao irrelevantes para determinar a natureza da

série (mas nao para determinar a sua somal!) E isso que justifica que por vezes passemos
a escrever apenas E u, ou até E u, para designar uma série, sem especificar os

n
indices.
B2. Operagoes algébricas sobre séries.
E um exercicio muito simples mostrar, a partir da definigao, as seguintes operacoes algébricas
sobre séries convergentes:
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Proposigcao 1.26: Soma e multiplicacao por escalar

Sejam Z an € Z b, séries convergentes e c € R.

n=1 n=1

(ca,) também sdo convergentes e

NE

Entao, as séries Z(an +b,) e

n=1

Il
—

(8 .

o0 o0
(an +by) Zan—i—an,
n=1 n=1
oo
(c~an):c~Zan.
n=1

3
Il
i

M2

3
Il
—

7

Exemplo 1.27

Consideremos a série:
oo
> o
3n-
n=1

Tendo em conta que
o0

2 —2-3 — (1\"
Sy ee Y (5)
n=1 n=1 n=1
vemos que a série é geométrica com razao r = 1/3. Concluimos assim que se trata de uma
série convergente, pois |r| = 1/3 < 1, e podemos usar a férmula (4) para calcular a sua

soma:
o0 2
= 6 . =
§ : —1
= 3n 1-—

W=
I
()

ol
ol

B3. Condicao necessaria para convergéncia.

Em geral, dada uma série, é dificil calcular a sucessao da somas parciais e verificar se converge
ou nao. Precisamos pois de critérios que permitam decidir facilmente se uma série converge ou
diverge.

Teorema 1.28: Condigao necessaria para convergéncia

Z u, convergente =— lim wu, =0.

n—oo
n=1

Demonstracdo. Sendo a série convergente, sabemos entao que a sucessao de somas parciais

k
Sk — E Un
n=1
é convergente com limite finito: lim s = [ € R. Temos entao

0=I01-1= hm Sk — hm Sk_1

k— oo
k k—1
= lim (s — sp—1) = hm E E Uy, lim wy, . O
k—o0 — — k—o0
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Importancia pratica deste resultado: O Teorema 1.28 pode ser usado como
critério de divergéncia para séries numéricas, pois o seu resultado é logicamente equiva-
lente ao seguinte:

(5) Uy = 0 = Z u, divergente.

n=1

Por exemplo, no caso das séries geométricas, tendo em conta que
r"™ - 0 quando |r| > 1

e que séries geométricas sdo convergente quando |r| < 1, isso permite-nos concluir que

Classificagao de séries geométricas.

0o convergente (com soma ), se [r| < 1;
(6) "t é
=L divergente, se |r| > 1.

Nota 1.9. A implicacdo contraria a especificada no Teorema 1.28 ndo é verdadeira, ou seja,
o0

podemos ter u,, — 0 e ainda assim a série g u,, divergente.

n=1

(oo}
Um exemplo é dado por u,, = ﬁ — 0 em que a série Z diverge:

1
1V
1
=n—— =+/n — +o0.

1
Vn n

n=

As séries da forma
na
n=1
chamam-se séries de Dirichlet, e a sua natureza depende de . Usando o mesmo argumento que
acima, pode ver-se que divergem se 0 < o < 1 (se @ < 0 também divergem, porqué?). Veremos &

frente que se a > 1 entao a série converge.

O caso a = 1, ou seja tomando a sucessao u, = % converge para 0, mas a série correspondente
o0

é a chamada série harmdnica E — que, como veremos adiante, é divergente.
n=1 n
B4. Séries de Termos Nao-Negativos e Critérios de Convergéncia.
Séries de termos nao-negativos (STNN) sdo séries da forma

o0

g ap,, com a,>0,VkeN.

n=1

o0

Proposigao 1.10. Uma STNN E an € convergente se e S0 Se a Sua sucessao de somas parciais

n=1
(sg) for majorada.
Demonstracao. Por definigao, a série é convergente se e s se a sucessao das somas parciais s =

2
> mq Gn for convergente. Como
Sk+1 — Sk = ag+1 > 0,

vemos que a sucessao (si) é mondtona crescente. Logo, segue do Exercicio 1.5 e do Teorema 1.18
que (sg) é convergente se, e s6 se, for majorada. O



CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I 15

Este resultado nao é muito 1itil na pratica, pois pode ser dificil verificar se a sucessao de

somas parciais é ou nao majorada. Vejam o exemplo da Nota 1.6, que nao é mais do que a sucessao
o0

de somas parciais da série harmonica E — referida na Nota 1.9. No entanto leva a um critério
n

n=1
muito util.

Teorema 1.29: Critério Geral de Comparagao para STNN

Sejam (ay,) e (by,) duas sucessoes reais tais que
0<a,<b,, VkeN.

Entao:

oo o0
E b, converge — E Gy, CONVeErge;

n=1 k=1
(o) o0
Z a, diverge — Z b,, diverge.
n=1 n=1

Demonstragdo. Sejam (si) e (tx) as sucessoes de somas parciais das séries dadas, i.e.

Temos naturalmente que
0<a,<b,,VneN = 0<s,<tp, VkeN.

Usando a Proposigao 1.10, podemos entao concluir que:

. Z b, converge = (t;,) majorada = (sj) majorada = Z a, converge.

n n
o Z a, diverge = (si) ndo-majorada = (t;) ndo-majorada = Z by, diverge. O
n n

Nota 1.11. Nas condigoes do Teorema 1.29, ou seja assumindo que 0 < a, < b, para todo o
n € N, as implicagbes contrarias as especificadas nao sao verdadeiras. Assim, em geral,

(o) o0 (o] (o)
Z a, converge Z b, converge e Z b, diverge = Z a, diverge.

n=1 n=1 n=1 n=1

Exemplo 1.30

(1) O critério de comparacao para STNN permite, por vezes, mostrar a convergéncia
de uma série cujo termo geral é muito complicado, como no seguinte exemplo:

i 1 +sen3(n+ 1)
— 3n—1 4 p2 :

Como temos:
0 < 1 +sen®(n + 1) 2
— 3n—1 + n2 — 3n-1 )
e j& sabemos que > >~ :,’n% converge (vejam o Exemplo 1.27), concluimos que a
série original converge. Pensem no que é que podemos dizer sobre a soma desta
série.
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1
(2) Z é convergente do critério de comparacao, ja que

3" +n
1 1 1\"
0<—-<—=|{2
3 +n 3" (3)
1 n
e a serie Z (§> e convergente, por ser geometrica de razao r =1/3 €] — 1, 1].

L+ (=", <
—————— é convergente do critério de comparagao, ja que

1+ (=" 2 "
< — — = =
0 %1 <)

Teorema 1.31: Outro Critério de Comparacgao para STNN

Sejam (ay,) e (by,) duas sucessoes reais de termos positivos, tais que

lim 2 — I, com 0 < L < +oco.

n

(oo} (oo}
Entao, as séries E an € E b, s@o da mesma natureza, i.e., ou ambas convergem ou ambas
n=1 n=1

divergem.

Demonstracdao. A hipétese
a
limb—":Lcom0<L<+oo,

mn

garante que existe N € N tal que
L L
n>N = §<Z—"<2L = §-bn<an<2L-bn.
Basta agora aplicar o Critério Geral de Comparacao do Teorema 1.29 a estas desigualdades. 0O

Exercicio 1.12. O que é que se pode dizer quando L = 0 ou L = +o0? Escrevam o teorema
que corresponde a estes dois casos!

Exemplo 1.32

Queremos determinar a natureza da série

1
Z 3n —9n '
Tendo em conta a ordem de grandeza do termo geral desta série, é natural comparé-la com

a série geométrica Y 1/3™. De facto, como
1

o . 3m=2n . 2\"
lim 31 :hm3—:1—hm<—> =1-0=1 e 0<1<+00,
Fiow 3" 3

sabemos pelo Teorema 1.31 que as séries sao da mesma natureza. Como a série geométrica

1 1
Z 3 de razdo r = 1/3 < 1 converge, concluimos que a série Z Fr—T também con-

verge.

J

. s ~ 4o ~ . Up .
Para aplicar o critério de comparacgao, é 1til usar a notagdo u, ~ u, se lim — = 1 (informal-
v

n
mente, u, € v, sdo semelhantes / tém o “mesmo comportamento” no infinito). Assim, no exemplo
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anterior, usamos o facto de
1 1

R
Para aplicar o critério de comparacao também ¢é til e essencial recordar a escala de sucessoes:
paraa>1lep >0,

Inn << n? << a” << nl << n™
Exemplo 1.33

1
(1) Z é convergente: de facto =1— ~ =, ou seja

3n —n 3n—n 3n
1 n
. n__ .
hmgln:hm =1,
= 3" —n
3’".

1
logo a série é da mesma natureza que —, que converge por ser uma série
3n’

geométrica de razdo r = 1/3 € (—1,1).

2t 2" 4+3 2
(2) Z 30 I 5 converge, da mesma forma, notando que m 1 5~ 3

4n — _ qn

(3) +§¢0 3 7:; diverge, da mesma forma, notando que ﬁ ~ o
(EM ALTERNATIVA, poderfamos simplesmente observar que

. 4" —n . 4" 1—n/4"

lim— =lim————

3" —n? 3" 1—n2/3n

e invocar o critério de divergéncia (5))

:+oo

J

Como vemos, para aplicar este critério precisamos de ter séries de referéncia, ou seja séries que
saibamos a partida que convergem ou divergem. J4 vimos:

o Séries Geométricas: Z r’ converge & —1 <r < 1;
e Séries de Mengoli: Z (by, — bpt1) converge < b, é convergente (em R ).
Veremos mais a frente:

1
e Séries de Dirichlet: Z — converge < « > 1.
na

Por agora, mais trés critérios:

Teorema 1.34: Critério da Razao (ou de D’Alembert) para STNN

Seja Y, a, uma série numérica, com a, > 0 e tal que
lim 27+ — €R.
Qn
Entao:
(a) se r <1 a série Zan converge;
n
(b) se r > 1 a série Zan diverge.

n

Demonstra¢ao. Suponhamos que r < 1. Se escolhermos r < s < 1, existe um N € N tal que:

An+1
an

<s, VYn>N.

Logo:

aNtn < 8aNtn-1 < 82anin-2 < --- < s"ay.
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o0 (o]
Como s < 1 a série geométrica E ans" =an E s™ converge. Pelo Critério Geral de Comparacao
n n

para STNN, concluimos que a série E an também converge.

n
Suponhamos agora que r > 1. Neste caso, se escolhermos 1 < s < r, existe um N € N tal que:

a
n—+1>s, Vn > N.
(279

Isto mostra que:
ANtn > SAN{n-1 > $°AN4n_2 = -+ > s"ay > an,

donde lim a,, # 0 e a série Z a, diverge. O

Exemplo 1.35

Seja r > 0 e suponha-se que queremos determinar a natureza da série

n

o
r

>

n=1

n ~
Fazendo a,, = 77, temos entao que

Tn+1
lim 2L = iy (DL —0<1.
an o n+1

Concluimos pelo Critério da Razao que, qualquer que seja r > 0, a série dada é convergente.

Nota 1.13. O critério da razao nada diz quando r = 1. Por exemplo, para a série harmonica
o0 oo

L. . anJrl
— € para a serie — temos, em ambos os casos, lim
n n n—00 (O

= 1. Como veremos de seguida,

n=1 n=1
9]

a série harmonica diverge enquanto a série E —; converge.
n

n=1

Teorema 1.36: Critério da raiz (ou de Cauchy)

Seja uy, > 0 e lim Yu, =r:

(o)
(a) se 0 <r < 1, entao Z Uy, converge,

n=1
o0

(b) se r > 1 entao Z u,, diverge. (Se r =1, nada se conclui.)

n=1

Demonstragdo. Se lim {/a, = r < 1, entdao para algum ¢ > Ocomr + ¢ < 1, temos para n > p,
Yan, <T+e<1=a, <(r+e)", e (i) sai do critério de comparagao, ja que y_(r 4+ &)™ converge
por ser r + ¢ < 1. Para (ii), se lim {/a, = r > 1 entdo tomando r —e > 1,a, > (r —)",n >p, e
lim a,, = +00 logo a série diverge. O

Usando o critério da raiz, é imediato ver que

n+1\"
(1) Z o 1) converge.
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2) > <1 - i)nQ converge.
3) > <1 + i)n diverge.

Teorema 1.38: Critério Integral para STNN

Seja f : [1,00[— R uma funcdo positiva decrescente.
Entao a série Y -, f(n) converge <= existe e ¢ finito o limite:

0o b
/1 f(z) de = lim f(x) dz.

b—+o0 1

J

~ . . o . oo . b . ,
Demonstragdo. Primeiro observamos que o limite [ f(x) do = limy_, o [} f(z) do existe e é
finito se, e s0 se, a série

/12f(:z:) da:+/23f(x) dz+/34f(g;) dr 4 -

converge. Deixamos como exercicio simples verificar que, como f é positiva e decrescente, temos:
n+1

fln+1) </ f(x) dz < f(n).

n

O resultado segue-se do Critério Geral de Comparacao para STNN. O

Veja-se uma aplicagao muito importante deste critério. Pretendemos estudar a convergéncia
das chamadas séries de Dirichlet, i.e., séries da forma
o0
E ! eR
— , com .
P ’ p +
n=1

Pelo Critério Integral para STNN a convergéncia desta série é equivalente a existéncia finita do

integral:
> 1 b1
/ — dxr = lim — dx.
1 xP b—+4oco J1 P

Observando que:

L(l—b,,%l), sep#1, b 400, se0<p<l,

b 1 p—1 1
/ — dr = = lim — dx =

1 aP b—+o00 1 xP
Inb, sep=1, =17 sep>1,

vemos que o integral existe e é finito se, e s6 se, p > 1. Portanto:

Séries de Dirichlet. A série de Dirichlet:
o 4 divergente, se0<p<1;
(7) Y. ¢

o=l convergente, sep > 1.

Considerando o caso particular p = 1, obtemos finalmente que, de facto,
o0
a série harménica Z — ¢é divergente.
n
n=1
As Séries de Dirichlet sdo bastante tteis para determinar por comparagao a natureza de muitas
outras STNN.
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Exemplo 1.39

Queremos determinar a natureza da série

e
nn+1)
Tendo em conta a ordem de grandeza do termo geral desta série, é natural compara-la com
a série harménica Y 1/n. De facto, como

% vn?+n 1

1
lim —F = lim =1 (ouseja, —————=~—) e 0<1<+o00,
—— n nn+1) n
vn(n+1)
sabemos pelo Teorema 1.31 que as séries sdo da mesma natureza. Como a série harménica
1 3: . - 1 , .
>~ o diverge, podemos concluir que a série ) —\/m também diverge.

Exemplo 1.40

1 1
(1) Z m converge, por comparagao com a série Z o

2 1 1
(2) Z n* 4+ diverge, por comparagao com Z g ou seja,

nd3+1
2,1
lim Z3+1 = lim n® + n? =1
1 n3+1

n
logo a série é da mesma natureza que » %, e portanto diverge, por ser a série
harmonica divergente.

2y/n+3
®) Xt

n24+n+1

1
n3/2°

diverge, por comparagao com g

converge, por comparagao com E

1
n3/a

@ L AT D DR D

B5. Convergéncia Simples e Absoluta.
Vimos que as STNN sao particularmente simples de estudar, uma vez que as somas parciais
sao crescentes. Se tivermos uma série de termos nao positivos ), a,, com a, < 0 entao

D an == (~an)

n

ey . (—ap) é uma STNN cuja convergéncia é equivalente & da série original, por isso os critérios
que vimos podem aplicar-se.

Se ZZO=1 a, é uma série em que a, nao tem sinal fixo, ou seja a, assume valores positivos e
negativos para n arbitrariamente grande, por exemplo,

n (=)™ (=)™ cosn
E (_1) ) E ) E ) E .
2n n?2 n!
entao a sucessao de somas parciais é nao mondétona, e por isso mais dificil de estudar em geral.

Neste caso, podemos considerar a série dos médulos >~ | |a,|, que é uma STNN e & qual
podemos aplicar os critérios ja vistos. O resultado seguinte mostra que este procedimento é util:

Teorema 1.41

Temos que

(o) o0
g |ay| converge —> E a, também converge;

n=1 n=1
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nesse caso,

%) oo
D_an| <D lanl.
n=1 n=1

Demonstracdo. Para a demonstragao, introduzimos a seguinte notagao. Se a € R é um numero
real, entao

at = max{a,0} = parte positiva de a;

a” = —min{a,0} = parte negativa de a.
E imediato verificar que
a=a"—a" |a|=a"+a, a+:7|a|2—|—a _:7|a|2—a

Em particular, temos a desigualdade:
0<at,a” <|al

Esta desigualdade, aplicada & sucessdo (a,), em conjunto com o critério geral de comparagao,
mostra que se »_ |a,| é convergente entdao ., a} e Y a, também sdo séries convergentes.

Como
dSoan=(af —ay) =Y af = a,,

podemos concluir que ), a, converge.
Relativamente a sua soma, temos que

Doan = || 2 |~ {2
n n n

< Za: + Za; (pela desig. triangular)

O

:Z(ai—l—a;) =Z|an|, (porque a;',a;, > 0).

n

Exemplo 1.42

Consideremos a série:
o0 n
(-1
§ : n2
n=1
o0

A série de médulos correspondente é a série de Dirichlet E — que converge. Pelo Teo-
n
n=1
rema 1.41, concluimos que a série original converge.

Definicao 1.43

Uma série ), a, diz-se

(i) absolutamente convergente se a correspondente série de médulos ) |a,| é
convergente.

(ii) simplesmente convergente se é convergente, mas a correspondente série de
moédulos ) |a,| é divergente.
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Reparem que da prova do Teorema 1.41 vemos que as séries absolutamente convergentes, ou
seja tais que Y |a,| converge, sdo aquelas para as quais a séries da parte positiva e da parte
negativa convergem.

Para STNN, ou seja ) a, com a, > 0, temos a, = |a,|. Assim, para STNN, se houver
convergeéncia, é sempre absoluta.

Exemplo 1.44

oo
(1) Série geométrica E r’:
n=0
Ja sabemos que esta série converge se |r| < 1 e diverge se |r| > 1. Para vermos
se a convergéncia é absoluta, vemos a série dos médulos:

Yo=Yl
n n
que converge por ser também geométrica de razao |r| < 1. Logo, a série geométrica
YTt é
e absolutamente convergente se |r| < 1 & —1 <r < 1;

e divergentese [r| > 1< r<—-1Vr>1

- —H" . .
(2) A série Y7, ( ng) é absolutamente convergente, como vimos acima. Em geral,

o~ (1"

Z o é absolutamente convergente se p > 1.
n=1

Se p < 1, a série dos médulos é divergente, por isso nao ha convergéncia absoluta, mas para

sabermos se a série diverge ou converge (simplesmente, nesse caso), precisamos de outro

tipo de critério.

B6. Séries Alternadas e Critérios de Convergéncia.
O Teorema 1.41 mostra que, dada uma série,
convergéncia absoluta —> convergéncia.
O reciproco nao é verdadeiro, ou seja podemos ter Y |a,| divergente e > a, convergente. Para
construirmos um exemplo vamos recorrer ao seguinte critério de convergéncia para séries alter-
nadas, i.e., séries em que termos consecutivos trocam de sinal, verificam a,, - ap+1 < 0, Vn € N.
Estas series podem sempre escrever-se numa das formas

Z(_l)nbnﬂ Z(_l)n+1bn

em que b, >0, Vn € N.

Teorema 1.45: Critério de Leibniz

Suponha-se que b,, > 0 é decrescente,
by >by>b3>--- >0,
e que:
limb,, =0
(de forma abreviada, escrevemos b,, \, 0). Entéo a série alternada
S (1) = by — by + by — by -
n=1
converge.

Demonstracdo. Vejam uma das referéncias da bibliografia. A ideia é ver que, sendo sj a sucessao
de somas parciais, temos sof_1 crescente e majorada, e sgi decrescente e minorada, logo convergem
e lim sop_1 = lim s9, = s, dado que sgi_1 — Sk = bop, — 0. O
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Exemplo 1.46

(1) Como
1
b, = — \,4 0,
n
concluimos pelo Critério de Leibniz que a série harmdnica alternada
o0
(—1)ntt 1 1 1
e e
Z n 2 3 4
n=1
é convergente. A série dos médulos correspondente é a série harménica que diverge.
Portanto, a série harmonica alternada é simplesmente convergente. Em geral,

o~ (1)

Z o converge absolutamente, se a > 1
n=1

o (="

Z v converge simplesmente, se0<a<l
n=1

e n

Z ( n? diverge, se a < 0.
n=1

o
1"
(2) Z (=1 converge simplesmente. Como

Inn
n=2

1
bn: \Oa
Inn

concluimos pelo Critério de Leibniz que a série converge. Por outro lado, a série

dos médulos 3 - é divergente (Exercicio: compare com a série harménica, por
n Inn o

exemplo), logo a convergéncia é simples.

J

Reparem que o critério de Leibniz sé garante a convergéncia da série, nao diz nada sobre o tipo
de convergéncia (para isso é sempre preciso analisar a respectiva série dos médulos).

Os seguintes dois resultados ilustram bem a diferenca entre o comportamento das séries abso-
lutamente convergentes e o das séries simplesmente convergentes.

Teorema 1.47

Qualquer série obtida por reordenacao dos termos de uma série absolutamente convergente
é também absolutamente convergente, com soma igual a soma da série original.

Teorema 1.48: (Riemann)

Sejam ) b, uma série simplesmente convergente e 3 € R arbitrario. Entao, existem séries
obtidas por reordenagao de >, b, com soma igual a 3.

Podem encontrar as demonstracoes destes resultados no livro do Spivak ou em qualquer outra
referéncia da bibliografia. Por exemplo, para a série harmonica alternada, que converge simples-
mente, teriamos

logo
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‘somando termo a termo’,
3 1 1 1 1 1 11 1 1 1

S R DU NE R DU IR DR SR N I
55 =113 17517 g™ ty3 gty tr gt

obtém-se uma reordenacao da serie harmonica alternada com soma %S #£s.

C. SERIES DE POTENCIAS.

C1. Definicoes e resultados gerais.
Vamos considerar séries da forma

o0
ap + a1z + asx® + ...+ apz” + ... = g anpx”
n=0

que sdo uma generalizagao de polinémios, mas nao estao, em geral, definidas em R. Para cada
r € R, temos uma série numérica, e a primeira questao serd para que valores de z € R é que esta
série é convergente. Comegamos por ver um exemplo ja nosso conhecido.

Exemplo 1.49

o0
(1) Z " =1+4+ax+a224 .. +2" + ... — série geométrica de razio R = z, logo:

n=0

oo
. Z a" converge absolutamente se |z] <1 & —1<z <1

n=0

oo
o Zm" diverge se [z| > 1< < —-1Vz>1.
n=0
Dominio de convergéncia: ] — 1,1[. Calculando a soma:

> 1

g 2" =—— Vxel-1,1].
1—=x

n=0

(2) Z(w )" =14+ —-2)+(x—2)*+ ...+ (z —2)" +... é uma série geométrica de
n=0

razao R = x — 2, logo:

. Z(x — 2)" converge absolutamente se |z —2| <1< 1<z <3

n=0
0o

. Zx" diverge se [t —2| > 1«2 <1Vzx >3
n=0
Dominio de convergéncia: ]1,3[. Calculando a soma:

o0

Y (z—2)" = 1_(;_2) :3ix’ vz €]1,3].

Defini¢ao 1.50: Série de poténcias

Chama-se série de poténcias centrada em a € R a uma série da forma
o0

(8) Zan(ac—a)":a0+a1(m—a)+a2(m—a)2+~-~
n=0

O seu dominio de convergéncia é o conjunto

D= {x eR: Z an(z —a)™ é convergente} .

n=0
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Observe-se que ficamos com uma fungao bem definida f : D — R,

oo
flz) = Z an(z —a)® ou seja, para cada x € D, f(z) é a soma da série para z € D.
n=0

Exemplo 1.51

Consideremos a série de poténcias
o0
1
E —(z—-1)".
2n
n=0
Fixado = € R, esta série é de facto uma série geométrica de razao r = (x — 1)/2. Sabemos
entao que a série é absolutamente convergente quando:

r—1

<lelz-1<2eze]-1,3],

e também que a série é divergente quando:

z—1

‘21<i>|3:—1|22®m€]—oo,—1]u[3,+oo[.

Assim, neste exemplo, o dominio de convergéncia é: D =]—1, 3.

J

O resultado seguinte diz que o dominio de convergéncia de uma série de poténcias centrada em
a é sempre um intervalo centrado em a.

Teorema 1.52: Raio de Convergéncia

Dada uma série de poténcias . an(z — a)™, existe um nimero 0 < R € R, designado por
raio de convergéncia, tal que:
(i) a série é absolutamente convergente quando |z — a| < R, i.e. para = €
la—R,a+ R[;
(ii) a série é divergente quando |z — a| > R, i.e., para x € |—00,a — R[U]a + R, +0o0[;
(iii) a série pode convergir ou divergir quando t =a+ Re z=a— R.
O raio de convergéncia é dado por

An

(9) R = lim

Ap+41
ou, alternativamente, por

(10)

1
R=—7—,
lim {/|ay,|

desde que estes limites existam em R.

Nota 1.14. Este resultado diz-nos que o dominio de convergéncia de uma série de poténcias
> n(x —a)™ é sempre um intervalo centrado em a, também designado por intervalo de con-
vergéncia, da forma

la—R,a+R] ou [a—R,a+R] ou Ja—R,a+R] ou [a—R,a+R|.

Quando R = 0 o dominio de convergéncia da série de poténcias é D = {a}, como acontece no
Exemplo 1.53. Quando R = 400 o dominio de convergéncia da série de poténcias é D = R, como
acontece no Exemplo 1.54. No Exemplo 1.55 o raio de convergéncia é R = 2 e o dominio de
convergéncia é da forma D =]a — R,a + RJ.

A demonstracao do Teorema 1.52 serd feita com base no seguinte lema.
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Lema 1.15. Suponhamos que existe um nimero real 0 # y € R tal que a série ) a,y™ €

z

convergente. Entdao, a série de poténcias ), a,x™ € absolutamente convergente para qualquer
x € R com |z| < |y|.

Demonstracao do Lema 1.15. O Teorema 1.28 diz-nos que
Zany” convergente — lim a,y" =0,
n—oo
n
pelo que existe N € N tal que
n>N = Jay"| < 1.

Logo, para n > N temos que

n n

x x
n| __ n
ana® = lans|-[2] <[
Y
Assumindo que |z| < |y|, temos que a série geométrica de razdo r = |z/y| < 1 é convergente.
Podemos entao concluir, pelo critério de comparagao, que a série ) |a, x™| é convergente, i.e., a
série de poténcias ) a, 2™ é absolutamente convergente. ]

Demonstrag¢ao do Teorema 1.52. Substituindo (z — a) por z, podemos assumir que a = 0. Consi-
deremos entdo o conjunto A C RT definido por

A=SreRt: r=|z|e E an x™ é convergente

n
Tem-se imediatamente que:

e se A =0 entao R = 0 satisfaz as condigoes especificadas no enunciado do teorema;
e se A nao é majorado entao o Lema 1.15 garante que R = +oco satisfaz as condigoes
especificadas no enunciado do teorema.

Suponhamos agora que A é ndo-vazio e majorado, e seja R = sup A € R. Entao:

e R > 0 porque R > r > 0 para qualquer r € A;

se |z| > R entdo a série ) a, 2" diverge, porque neste caso r = |z| ¢ A;

se |z| < R entao a série ), a, x™ converge absolutamente, porque neste caso existe r € A
com |z| < r < R e podemos entdo usar o Lema 1.15.

o Exemplo 1.55 abaixo, mostra que a série pode ser tanto convergente como divergente
quando |z| = R.

Isto mostra que R € R satisfaz as condigoes especificadas no enunciado do teorema.
Finalmente, suponhamos que o limite (9) existe. Vamos aplicar o critério da razao & STNN
> onbn =2 lapaz™|. Para isso, calculamos

r = T 2L gy [t ] [l | lim | 224
bn |anz™| |an] n
e temos que:
(i) A série Y, |a, z"| converge se r < 1, i.e., se:
|| lim Intll 0] = |z| < lim n ;
(2% Ap41
(i) A série > |a, 2| diverge se r > 1, i.e., se:
z/lim |2 > 1 = 2] > lim |2
[e3% Ap41

Concluimos que o raio de convergéncia da série ) a, 2" é dado por (9). A segunda igualdade
(10) segue da mesma forma aplicando o critério da raiz. g

Vamos agora a exemplos.
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Exemplo 1.53

Consideremos a série de poténcias
oo
E n! ™ .
n=0

Podemos calcular o seu raio de convergéncia pela férmula (9):
: n! :
= lim = lim =
(n+ 1! n+1
Assim, neste exemplo, o dominio de convergéncia é apenas o ponto onde a série estd cen-

trada, i.e. D = {0}.

0.

R =lim

an+1

| \

Exemplo 1.54

Consideremos a série de poténcias

> e
= nl
Calculando o seu raio de convergéncia pela férmula (9):
1/n!
R =lim =lim - ———— =lim(n+1) = +0,
Gn+1 1/(n+1)! ( )

concluimos que esta série de poténcias é absolutamente convergente para qualquer = € R.
Este é assim um exemplo em que o dominio de convergéncia é D = R.

Exemplo 1.55

Pretende-se determinar o conjunto dos pontos x € R onde a série de poténcias
(x4 3)" 1
= . 3 n
zn:(n—i-l)Z" zn:(n+1)2" (z+3)

é absolutamente convergente, simplesmente convergente e divergente.

Trata-se de uma série de poténcias centrada em x = —3 com coeficientes a,, = m
Podemos calcular o seu raio de convergéncia pela férmula (9):
1 2)2ntl 2
R =1lim|—"—| = lim ) T -
An+1 (n+1)2n 1 n+1

Temos entao que a série de poténcias é absolutamente convergente para
[t+3|<2& 2<z2+3<2& bS<ax<—-1sze]|-5-1],

e é divergente para
|t 43| >2 e xe]-00,-5[U]-1,+00[ .
Falta ver o que se passa quando x = —5 e z = —1. Quando z = —5 temos que

(x+3)" B (=5+3)" (=2 (=)™
<;m>z:5 _;m _; (n+1)2n _; n+1"

Trata-se de uma série alternada com a, = n+r1 N\ 0, pelo que o Critério de Leibniz
(Teorema 1.45) garante a sua convergéncia. A correspondente série de médulos

(=™ 1
Zn: :Zn+1

n+1
n
é claramente da mesma natureza que a série harmonica >, 1/n, logo divergente. Con-
clufmos assim que a série de poténcias é simplesmente convergente para x = —5.
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Quando x = —1 temos que

(z+3)" (143 @7 1
(;m)ZZl_; (n+1)2n _;(n—l—l)% _Zn—l—l’

n

que, como ja vimos, é uma série divergente. Logo, a série de poténcias é divergente para

r=—1
Resumindo: o dominio de convergéncia é D = [—5, —1], a série converge absolutamente em
] — 5, —1] e converge simplesmente em z = —5.

J

A semelhanca do exemplo anterior, nos extremos do intervalo de convergéncia, ou seja, quando
T —a = R, as séries dos médulos coincidem sempre.

Assim, conclui-se que, se a série divergir num extremo e convergir no outro, esta convergéncia
serd simples. E também que, se a série converge absolutamente num dos extremos, também
converge absolutamente no outro extremo do intervalo.

Exemplo 1.56

1 n
(1) > m(m —1)", centrada em 1, R =1

e série converge absolutamente em [z — 1] <1< 0 <2 < 2;
e série divergeem |z — 1| > 1S a2 <0Va > 2;
e em z = 0,2 converge absolutamente (comparagdo com Y. -3)
Doml’ilio de convergéncia: D = [0, 2].
n .
(2) Z W(m + 1)", centrada em —1, R = 2 (como acima) logo
e série converge absolutamente em [z + 1| < 2 & -3 <z < 1;
e série divergeem |z + 1| >2 < < -3V > 1

. . . . 1
e em z = 1 diverge, j4 que obtemos a série harménica E —eemx = —3
n

1
converge pelo critério de Leibniz, ja que obtemos a série alternada g —(=1",
n
e a convergéncia é simples, ji que a série dos modulos diverge.
Dominio de convergéncia: D = [-3,1[.
1\" .,
(3) E (2 + E) 2™, centrada em 0, R = 1/2 ji que

1 11

lim §/an]  pmoy L
n

Logo:
e série converge absolutamente em |x| < 1/2 & —1/2 <z < 1/2;
e série diverge em |z| > 1/2 @z < —1/2V e > 1/2;

n
eem x = +£1/2 diverge, j& que se obtém as séries g <1+—n> e
1 n
1+ — -1

> (143;) e
. 1\" i . 1\" nos s
lim({14+—] =e’/°#0, lim(1+— ] (—1)" néo existe.

2n 2n

Dominio de convergéncia: D =] —1/2,1/2].
2n

(4) Z ﬁjt fazer y = x2.
Dominio de convergéncia: D =] — 2,2][.
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C2. Séries de Taylor.
Um série de poténcias Z;’LO:O an(xz —a)™ determina uma fungao f : D — R, onde D é o dominio
de convergéncia da série de poténcias:

(11) f(x):=aop+ai(x —a) + az(x — a)? Zanx—a (x € D).

Exemplo 1.57

Por exemplo, ja vimos com a série geométrica:
oo
DY
n=0
> 1
(2) Y (-1 = ,-l<z<l,

(3)

\. J

, —l<z <,

1 T

0
o> 1 =
<" 21-az/2 2-a’

“l<z/2<1le& 2<x<2

Ao processo de escrever uma fungdo como uma série de poténcias chama-se desenvolver a
funcdo em série. As fungoes dadas por séries de poténcias tém uma natureza muito especial,
que se deve ao seguinte resultado:

Teorema 1.58

Seja f: D — R definida pela série de poténcias (11). Entao
(i) f é continua em qualquer ponto do interior de D, logo é primitivdvel e uma sua
primitiva é dada por primitivacao termo-a-termo:
(12)

/f(x)dx = C+a0w+%

(xfa)2+%(xfa)3+~ o0 = C+Z nfl(xfa)"ﬂ, (r € int D).
n=0

para algum C € R.
(ii) f é diferencidvel em qualquer ponto do interior de D e a sua derivada é dada por
diferenciacao termo-a-termo:

(13)  f'(z) = a1 + 2a2(z — a) + 3az(z — a)® Zan n(z —a)"" ', (z €int D).

7

Demonstragiao. A demonstragdo deste resultado recorre ao conceito de convergéncia (uniforme)
de sucessoes de fungoes. Por falta de tempo, nao poderemos discutir esta nogao. Podem encontrar
uma discussao detalhada no Capitulo 24 do Spivak, listado na bibliografia. O

O raio de convergéncia da série (13) (e também da série (12)) ¢ igual ao raio de convergéncia da
série original (11). Podemos, entédo, diferenciar novamente e concluir que a fungao f tem derivada
de segunda ordem, em qualquer ponto do interior de D. A segunda derivada é dada pela série:

f"(x) = 2a0 +2 - 3az(z — a) + 3 - 4(z — a)? Zan n-(n—1)(z—a)"? (z€int D).

E claro que podemos continuar este procedimento, concluindo que:

Corolario 1.59

Se uma funcdo f é dada por uma série de poténcias entdo possui derivadas de todas as
ordens em qualquer ponto do interior do dominio de convergéncia D.
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Notem que a derivada de ordem k é dada pela expressao:
o0
FB(z) = Zan-n-(n—l)---(n—k)~(m—a)"7k, (z € int D).
n=k

Calculando ambos os lados em x = a, obtemos:

e, portanto, concluimos que:

Corolario 1.60

Se uma fungao f é dada por uma série de poténcias centrada em x = a e com dominio de
convergéncia D, entao essa série é dada por:

© £n)(q
f(x)zzfi()(w—a)", (x € int D).

Seja f : D — R uma fungao com derivada de qualquer ordem n em a € D. Chama-se série
de Taylor de f em a a série de poténcias:

Exemplo 1.62

(1) Com f(z) = L, jé vimos que

142
1 oo
f@) =1 nzzjo( )z, 1<z <1,
logo, do Corolério anterior, a série a direita é a série de Taylor de f no ponto a = 0.
Temos que
) (o
/ nf ) (C1) e £ (0) = (~1)al
. !
(2) Com g(x) = 1o substituindo x por 22 no exemplo anterior, temos
x
1 - n,.2n 2
logo temos a série de Taylor de g no ponto a =0 e
(2n)
g™ (0) =0, sen éimpar, e g(2n§?) = (-1)" < ¢ (0) = (=1)"(2n)!.
1
(3) Com h(z) = —— podemos escrever

1 1 1 o
h = - _ - - - _ 4" = — L 4 4
(z) r—4 41— z/4 4;(1/) n§:04n+1, <<

\.
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que é a série de Taylor de h no ponto a = 0. Se quiséssemos o desenvolvimento em
poténcias de x — 1 , por exemplo, escreviamos
1 1
(x—1)-3 y-3

comy =x — le seguiamos O mesmo processo.

\. J

Nota 1.16. Usando os desenvolvimentos em série dados acima, e a decomposi¢ao em fracgoes
simples vista no Cap. 4, pode ver-se que qualquer fungao racional se pode escrever como série de
Taylor num dominio apropriado.

Assim como uma série de poténcias é o limite quando n — oo de polinémios de grau n, uma
série de Taylor é o limite quando n — oo de polinémios de Taylor de grau n (cf. Definigdo 7?7 e
exemplos seguintes).

Tendo em conta que, & medida que aumenta o grau do polinémio de Taylor de uma funcao
num ponto a, melhor é a aproximacao que esse polinémio faz da func¢ao numa vizinhanca de a, é
natural fazermos a seguinte pergunta: quando é que a série de Taylor de uma fungdo num ponto
a é igual & prépria fungdo numa vizinhanca de a? O Teorema de Taylor (Teorema ?7?) diz-nos que

- f(k)(a) Kk f(nH)(H) n+1
f(z) = ; o (x —a)"+ Rypo(z) com R, .(x)= W(m —a)"
onde # é um valor entre a e x. Assim:
_ f* E_ — f(k)(a) k
se nl;rr;oRna( x) =0 entao f(x —HILII;OZ (x —a) —; i (z —a)".
Lema 1.17. Sea=0 e f € a funcdo e, senx ou cosx, tem-se
lim Rmo(l') =0.
n—oo
Demonstragao. Se f(x) = e*, dado x € R e 6 entre 0 e x, tem-se
(n+1) n+1
f (9) T — a)n+1 < e\x| |x| =0,
(n+1)! (n+1)!

pela escala de sucessoes. No caso f(z) =senx ou f(z) = cosx é idéntico, usando a estimativa:
n+1 n+1
f( )(9) T — a)n+1 |.’I3‘
(n+1)! ~ (n+1)!
Conclui-se que as fungoes e*, senx e cosx coincidem com a sua série de Taylor no respectivo

dominio de convergéncia. Relembrando os polinémios de Taylor para estas fungoes, temos assim
que:

— 0. O

e " 2 .133 .134
27_14—:6—1—*—1—5—1—*—1- (z €R);
oo N 1.2n+1 SCB I5 fE7

sens =) (Vo m e gt At @R
ee nl,Qn 1.2 $4 1.6

cosx:Z(fl) (2n)!717§+4lia+.” (x €R).
n=0

A férmula da soma de uma série geométrica (3) diz-nos que

1
(14) —:Zx":1+x+x2+x3+m (Je| < 1).

1—
n=0
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Os exemplos seguintes mostram como se pode usar esta série de Taylor (verifiquem que se trata
de facto da série de Taylor da fungdo 1/(1—z)) para obter as séries de Taylor das fungdes In(1+x)
e arctan z, no ponto a = 0.

Exemplo 1.63

Recorrendo & série de Taylor (14)), temos que:

1 1 =
15 = =1—=z x2_x3 e — —1) "
(15) I+2  1-(-2) - o= 0
n=0
desde que | — z| < 1, ou seja & €] — 1,1[. De facto, R =1 é o raio de convergéncia desta
série de poténcias (verifiquem!). Concluimos pois que a fungao HLZ é representada por uma
série de poténcias para |z| < 1.
Primitivando a série (15), obtemos a série:
2 3 4 o n
x x x B (=)™
oty ot _7;0 nris —@
que também tem raio de convergéncia R = 1 (verifiquem!). Assim, obtemos uma fungao
f(z), definida e diferencidvel para |z| < 1, cuja derivada é 1-+z Como a fun¢ao In(1 + x)
também tem derivada 1—+z’ concluimos que:
2 3 4
x T T
1n(1+$)=0+1‘—?+§—z+"' (Jz| < 1),

onde C € R é uma constante. Para determinar C, calculamos ambos os lados em x = 0
obtendo:

In(l)=C+0 = C=0.
Concluimos que a fungao In(1+ ) admite uma expansao em série de poténcias, vélida para
|z| < 1, dada por:

2 23 ot e (—1)”
(16) n(l+z)=x 5 + 3 1 + ngzon_’_lx (Jlx] < 1)

Esta é a expansao em série de Taylor da funcdo In(1+ z) em torno de a = 0, como também
podem verificar directamente calculando as derivadas de In(1 4+ x) em z = 0.
Por exemplo, com z = 1/2 temos

X 1\n X 1\yn+1
In(3/2) =) (ni)l =" =ik Tgn :
n=0

n=1
e também, por continuidade uma vez que a série converge, com = = 1 temos
e (_1)n+1
In(2) = ————, série harmonica alternada
n

n=1

Exemplo 1.64

Recorrendo a série de Taylor (14), temos que:

1 1 ~
(17) 1—|—$2:1_(_x2):1_332-1-334—%64-"':Z(—l)nx%,
n=0

desde que 22 < 1, ou seja x €] — 1,1[. De facto, R = 1 é o raio de convergéncia desta série
de poténcias (verifiquem!). Concluimos pois que a fungédo lez é representada por uma
série de poténcias para |z| < 1.
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Primitivando a série (17), obtemos a série:

a® a4’ - (=1)" ons1
P T T L g @),

T —

que também tem raio de convergéncia R = 1 (verifiquem!). Assim, obtemos uma fungao

f(z), definida e diferencidvel para |z| < 1, cuja derivada é lez Como a fungéo arctanz
também tem derivada ﬁ, concluimos que:
3 5 7
oz’
arctanx:C+m—?+g—7+~- (Jz| < 1),

onde C' € R é uma constante. Para determinar C, calculamos ambos os lados em = = 0
obtendo:

arctan0=C+0 = C=0.

Concluimos que a fungao arctan x admite uma expansao em série de poténcias, valida para
|z| < 1, dada por:

3 x® 2T (=)

arctanx:x——+___+...zz

2n+1 1
575 7 o1 (<)

Esta é a expansao em série de Taylor da fungao arctan x em torno de x = 0. Notem que o
célculo directo da série de Taylor, através do calculo das derivadas de arctanz em = = 0,
é bastante mais trabalhoso (experimentem!).

J

A partir das séries de Taylor de e”, senx, cosx e da série geométrica saem agora desenvolvi-
b) b

mentos em série de muitas outras funcoes:

Exemplo 1.65

oo oo oo
B —1)"pm N 5 xQn—i—l
(1) e7* = E L, e = E ,  xet = E ,
n! n! n!
n=0 n=0 n=0

n22n+1 2n+1

s X (_1\n22n,.2n
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Tomando i = —1 e admitindo que este desenvolvimento em série é vélido em

C, temos cosh(iz) = cos(x) e senh(iz) = isenz, e e'* = cos(z) + isenz.

%Notem que os desenvolvimentos em série reflectem que e* = coshx + senhz: coshx poténcias pares e
senh xz as poténcias impares.

J

Uma funcao que pode ser representada por uma série de poténcias chama-se uma funcao

analitica. O estudo das fungdes analiticas é uma parte da Andlise Compleza, que vocés estudarao
no segundo ano. Esse estudo explicard, por exemplo, porque é que o raio de convergéncia da série
de Taylor (17) é R =1, algo que nao é 6bvio olhando para a expressido da fungido que representa

(que é uma fungao racional definida em todo o R).
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