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Capitulo 4. Primitivas

1. Usando o método de primitivagao por partes, calcule uma primitiva de cada uma das

funcoes:

a) T cosz, f) sen3, k) \/zarctan /z,
b) zlnz, g) arcsenz, 23

c) x?senz, h) xarctanz, 1) V1t 22

d) ln(l—i-a:) i) In?z, .7

e) cos’u, j) senzln(l +senx), m) 1— 252
RESOLUCAO

a) Com f'=cosz = f=senzxeg=x — ¢ =1, temos
Pxcosr =xsenx — Psenx = xsenx + cos .

b) Com f'=2 = f=2?/2eg=Inz = ¢ =1/, temos

Pol z?lnz x? 1 22lnz 22
n = — _—— = —_—
e 2 2 T 2 4
c) Com f'=senz = f=—coswzeg=a> = ¢ = 2x, temos (usando a))

Pz’senx = —x?cosx + P2rcosz = —z2cosz + 2xsenz + 2cos .
d) Com f'=1 = f=zxeg=In(l+2) = ¢ = 1+$,temos

Pln(l+z) = zln(l + z) — P——
n z) =zln z) —
1+=x
1

=zlIn(1 — Pl —
zIn(1l+ z) T2
=(x+1)In(1+2) —=.
(NOTA: Também podiamos ter feito feito f' =1 = f =2z + 1, donde
Pln(l+z) =(x+1)In(l +2) — P1
=(z+1)In(l+2z)—x)



e) Com f'=coszx = f=senzeg=cosz — ¢ = —senx, temos

Pcos’z =senzcosx + Psen’z =senzcosx + Pl — cos’ x

=senzcosz +x — Pcos’z,
logo,
1
2 2
2P cos“x =senzcosx +x < Pcos“z = §(senxcosx+:v).

(NOTA: Uma forma alternativa e direta de fazer o exercicio era recordar a seguinte
identidade, que devem memorizar:

1 cos(2x)
2. = .
8" T = 5+ ———

daqui segue que

1 cos(2x) x  sen(2z)
Pcos’z =P~ +P =S4+ —"
cos” w 5 T 9 5 + R

que coincide com o resultado anterior [porqué?]).

2

f) Com f'=senz = f=—cosxeg=sen*sx — ¢ = 2senxcosz, temos

2 2 2 3

32 = —coszsen®x + P2senz cos’x = — cosx sen x—gcos xT.

Psen

(NOTA: Uma outra forma de fazer o exercicio passa pelo uso da identidade cos? z +

sen?z = 1:

Psen®z = Psen? zsenz = P(1 — cos® z)sen

= Psenxz + P cos® z(—senz)

COS3 T

= —cosx + ,
3

que coincide com o resultado anterior [porqué?].)
1

g) P arcsen x :xarcsena:—Pajﬁ = x arcsenx + 1—1;27
=7
2 2
1
h) Prarctanz = T arctanz — P~
2 2 1+ 22
x? 1 1 1 5
= ?arctanx - §P1 1722 3 (—z + (2 + 1) arctanz) ,

i) Primitivando por partes 3 vezes, fazendo sempre f' =1 = f = z, e escolhendo
primeiro g = In? (e depois u = In?, e uw=1In x):
Pln¥z =zln®z — P3In’z = z(ln®z —3Inz) + P6Inz)
= z(Ind2z — 3In%z + 6lnz) — P6) = z(In®>z —3In’z + 61lnz — 6).



j) Fazendo f'=senz = f = —coszeg=1In(l+senz) = ¢ = {37 temos
cos?
PsenzlIn(l+senz) = —coszln(l +senz) + P———
1+4+senx
1 —sen’x
= —coszIn(l +senz) + P——
1+senx

= —coszIn(l+senx) + Pl —senx

= —coszIn(l +senz) + x + cosx.

1

k) Com f'=z=2? = f= %x3/2 e g =arctan/r = ¢ = Ta(iTa) temos
P+/zrarctan/z = gx3/2 arctan/z — ng?’/Q ;
3 3 2y/z(1+ z)
2 1
= §x3/2 arctanv/z — §P1 jia:
2 1
= §x3/2 arctan /z — g(x —In(1+x))
(note que = > 0 no dominio da fungao).
1) Com f' = \/ﬁ =z(1+22) V2 = f=v1+a22eg=12%> = ¢ =2z, temos

3

X
P—— — 221+ 22— P2x\/1+ 22
V14 x2

2
=z°v/1+ 22— 5(1 +22)s.

2

(OU, fazendo primeiro a substituicdo y = x°, vem dy = 2x e temos

ZES Yy

p—* __p_ Y
V1 + 22 2y1+y

depois primitivamos por partes e por fim retornamos a variavel x.)

3
m) Comf’:(l_mT)2 = f’:meg:x4 — ¢/ = 423, temos

z3 1
P—— =Pz* —— - =z
A—a2 T a—at2 "
x 1
=+ ZIn(1-2%.
i—en Tat-2)

1
S S Y7 . S
MY BTG ey

(OU, em alternativa, fazendo primeiro a substitui¢ao y = z%.)

2. Calcule uma primitiva de cada uma das fungoes racionais, utlizando uma decomposigao



em fracgoes simples adequada:

) 1 b) z+1 )1‘2+ZE74 ) z+3
a) 5 S c) ——+ o E—
2?2+’ x(r —1)%’ z(x2+4)’ xt — 22
RESOLUCAO:
1 1 - -
a) P——— = P——— . Usando a decomposigao em frac¢oes simples, sabemos que
2+ z(z+1)

existem A, B € R tais que

1 B B
z(z+1) z z+1
Temos
1 _A+ B  Arz+A+Br (A+B)xz+A
riz+1) =z z+1  zz+1) = z(z+1)
logo A+ B=0e A=1,ouseja, A=1e B =—1. Portanto
1 1 1
— = == =lnlz|—Injz+1|=In ° |
2+ x x+1 z+1
b) Usando a decomposigao em fracgoes simples x(iﬂﬁ = % + % + ﬁ, temos

r+1 _é+ B N C
zx—12 =z =xz-1 (z—1)2

A(x—1)2+ Bz(z— 1)+ Cx

x(r —1)2
Ax? — 2Az + A+ Bz? — Bz + Cx
- z(z —1)2
(A+B)z?+ (—2A—-B+C)z+ A
- x(x —1)2

logo A+ B=0, 2A—B+C=1,A=1,ouseja, A=1, B=—1, C = 2. Temos
entao

rz+1 1 1 2 2
P—— =P— — = —1 —1] = .
x(z—1)2 x :c—1+(a:—1)2 nle] —lnjz —1] -1
Q= ~ : z’4x—4 _ A Bz+C
¢) Usando a decomposigao em fracgoes simples o@D = = + 2> temos

£L‘2+£Ef4_A Bz +C
z(z?2 + 4) =z z? +4
_Ax2+4A+Bm2+C:E
B z(x? +4)
(A+ B)z? +4A + Cx
x(z2+4)




logo A+ B=1,C=1e4A = —4,ouseja, A=—1, B=2,C =1. Temos entao

2+ —4 1 22+1 1 .
et po B 4+ e ()
(22 +4) x+x2—|—4 n|z| + In(z” + )+2arcan >
3 3

d) P% - P$2(x _:1: $($+ 1) para x € R\ {-1,0,1}. Usando a decomposicao

em fraccoes simples

T+ 3 _é+E+ C D
2?(x—1)(z+1) =z 22 z—-1 z+1

tem-se A= —1, B= -3, C =2, D= —1 (verifique). Logo,

x+3 3 3 (x—1)2
— == —+21 —1] -1 ll=—+Inh——F—.
o n]w[—i—x—i- njz—1]—Inz + 1| ~+ n]m(x—i—l)]

P

3. Determine uma primitiva de cada uma das seguintes funcoes, utilizando substituigoes

apropriadas:
2) 1+ x b) 1 . Vo —1
z(4 = r)’ V(14 V) z
1 e4x e&r
d) —— - f
) 1+ 2’ e) e?r +1’ ) (1+e?)(er — 1)’
) 2lnz — 1 ) Inz i 1—tanzx
& rlnz(lnz —1)2’ z(lnz —1)2’ 1+ tanz’
RESOLUCAO:

a) Fazendo a substituicio v/z =t < x =12, com x > 0, z # 16, e t > 0, t # 4, temos
(note-se que = 2t):

1 1 1
P +ve _p 1Tt o _op Tt
2(4— /7) 2(4—1) t4—t)

Usando a decomposicao em fracgoes simples:

2+ 2t A B

t(4—t) T i




e assim, retornando a varidvel original (z

p ltVE Va
PN (= vy |

b) Fazendo a substituicio /z =t < x = t3 (donde = 3t?), temos (verifique)

1 t
Pt p D arctan Va2
Yr(1+ Vxh) T 1+t 2

In

),
1
2

c¢) Fazendo a substituicio vz — 1 =t < o =t>+1,com x > 1 et > 0 temos (verifique)

vz —1 2t2
P T :Pt2+1 =2Vz —1—2arctanvzx — 1
T

d) Fazendo a substituicio e** =t < z = %ln t,com x € R et >0, temos

1 1 1 1 1
P

P = 2 L= == :
1+ e2= 1+t 2t 2 (1+1t)

Usando a decomposicao em fracgoes simples:

1 A . B
(1+t)t 1+t ¢t

temos A = —1, B =1, logo

1 1 1 1 11 1 t

—-P = 4+ —P— = —In|——

20 (141t 20 (14t 2t 2 |1+t

e assim, com t = e?* > 0,
1 1 2z
P— =-In|—).
I+e 2 \1+e®

1 = — 22 9

e) Fazendo a substituicdo e** =t < z = $Int, com z € R e t > 0, temos (verifique)

6490

t 1, 1
e2r 41

_} v . 2x
—2Pt+1—26 2111(6 +1).

f) Fazendo a substituigdo e* =t < = =Int, com z € R\ {0} et > 0, ¢ # 1, temos

e3® t3 1 12

P(1 + e2r) (e — 1)2 P(l +e)(t—-1)2t P(l +2)(t—1)2°

Usando a decomposicao em fraccoes simples:

t2 _At+B C D
(1+)t-1)2 1+t  t-1 (t—1)2




temosA:—%,B:O,C:D:%,logo

i# 1 t 1 1
P ——p_
A1 —12 2 1+ -1 G-17
1 1 11
= CIn(1 44 -Inlt—1]— =——
) gl =1l =gy
e assim
e’z 1 1 1 1
P e Il 4e®) 4 -Inle* —1|— = .
AT emye 1z ~ ard+e) gl —1-55—

Fazendo a substituigdo Inx =t < x = ¢e', com z € RT\ {1,e} et € R\ {0, 1}, temos

2lnz -1 2t—-1 2t -1

zlnz(lnz —1)2 ett(t — 1)2 ¢ t(t—1)2

Usando a decomposicao em fraccoes simples:

L _é+ B N @
tt—12 t t—1 (t-1)2

temos A =—1, B=C =1, logo

2t — 1 p 1+ 1 + 1 ! t—1 1
- = — = In -
t(t —1)2 t =1 (t—1)?2 t | t—-1
e assim
2lnx —1 Inx —1 1
=In - :
zlnz(lnz — 1)2 Inz Inz—1

Fazendo a substituigdo Inz =t < 2 =¢', com z € R\ {e} et € R\ {1}, temos

Inx t 1
=P =ln|lnz—1| -
wma—12  La-pe ~ rlnz-ll

lnx —1°

Fazendo a substituicao tanz =t & 2 = arctant, comz €] -5, 5[, v # —F et # —1,
temos (verifique)
1—tanzx 1—-t

- =1 In |t 1.
1+tanx (1+t)(1+t2) n|cosz| + In|tanz + 1|

NOTA: Esta substituicao ¢é invertivel para x €] — 5, [, mas como a fungao tanz é

periddica de periodo m, o resultado é valido no dominio de tan x.



4. Determine, ou justifique que nao existem, fungoes que verifiquem as seguintes condigoes:

arctan x

&) f’(x) = W, hmx_>+oo f(SU) = 0.

1+ x

b) f(x) = A= va) x > 16, limy_ 1o f(x) = 1.
¢) f(z) = 1+1e2r limg s 4o f(2) = 1.
RESOLUCAO

a) Temos f(z) = 3 arctan®z + ¢, com ¢ € R; limy o0 f(2) = %2 + ¢, logo ¢ = —%2.

b) Temos f(z) = 51n \ﬁ] + ¢, para > 16 (Ex. 3.a)); lim, 4+ f(x) = 400, logo
nao existe f nas condicoes do enunciado.

e

¢) Temos f(z) = %m (1 ::2x> +1 (ver 3.d))

5. Usando a substituicao indicada num dominio apropriado, determine uma primitiva de
cada uma das seguintes fungoes:

1 sen x

- - d t=
a) itz l+z=t ) sen?(x) + 3(cosx — 1)’ cos e
1 1
b) ———, 2 =14¢" ‘=
V1+e? °) cosz(l —senx)’ sen(z)

) i@y Tl £) VI—2?, o —sent.
RESOLUCAO

a) Fazendo a substituicio v/1 +z=t< 2z =t*—1,com 2 > —1 et > 0, temos
1 1 4¢2
P — P 43 = p—— .
zy1l+z (t* — 1)t -1

Usando a decomposicao em fracgoes simples:

42 442 _ A, B Ct+D
th—1 @E-D)E+1D)E2+1) t—-1 t+1 2+1°

temos A =1, B=—1, C =0, D = 2 (verifique). Logo,

442 1 1 2
P =P - =1
T R R R

t—1
t+1

' + 2arctant

e assim,
1 Vi+zr-1 a
P———— =In|———| + 2arctan v'1 + .
zv1l+z \4/1+Jc+1‘




b) Fazendo a substituicdo t = /1 + e? <= x =1In(t? — 1), para z € R, t > 1, temos
1 1 2t 2

P——— =P- = /7 :
V1+e® tt?2—1 (t—1)(t+1)

Usando a decomposicao em fraccoes simples:

2 _ A B
t-—1)¢t+1) t—1 t+1
temos A =1e B = —1. Logo
2

P(t —1)(t+1)

=lnjt—1—-Inlt+1]=1In

t—1
t+1

e assim

P =In
v14e® vi+er +1
c¢) Fazendo a substituicio Inx =t <= x = ¢!, para x € R"\ {e72, €2}, t # £2, temos
1 B 1, 1

Py ~Tea—m ¢ “feovery

Usando a decomposicao em fraccoes simples:

1 1 \/1—0—69”—1‘

1 A N B AQ2+t)+B(2-1)
2-t)2+t) 2—-t 2+t  (2-1)(2+1)
temos A = B = 1/4. Logo
1 1 1 1 2+t
P——— =—In2—t|+-In|2+¢t = -1
Gopnery 2R fdrghl2at=gnio—
e assim
1 1 2+Inz
— ="l :
z(4—In"(x)) 4 |2—-Inx
d) Temos
senx _r sen x
sen?z + 3(cosz —1) 1 —cos?x + 3(cosz — 1)
—senx

cos?x —3cosz+2°

Fazendo a substitui¢ao ¢t = cosx <= x = arccost, com z €]0, 7[, temos

P —senx _p 1 _p 1
cos?x — 3cosx + 2 t2—3t+2 (t—1)(t—2)
B 1 1
S =2 #=1
e assim
sen x cosx — 2
P = — .
sen?(z) + 3(cosx — 1) cosx — 1




e) Fazendo a substituicdo ¢t = senz <= x = arcsent, com x €| — 7, 5[, temos

1 CcOS T 1

P _p —P :
cosz(1 — senx) (1 +senx)(l —senx)? (1+1¢)(1—1¢)2

Usando a decomposi¢ao em fracgoes simples:

1 A N B N C
(1+t)(1—-t)2 14+t 1—-t (1-—1t)?2

temos A = B =1/4, C = 1/2 (verifique). Logo

1 1 ‘1+t 1

Paspa—ee 2™ 1—t’+2(1—t)

e assim
1

2(1 —senz)’

1 11 ‘l—l—senx

cosxz(l —senz) 4 |1—senx

f) Fazendo a substituicio x = sent <= t = arcsenz, com t €] — 5, —F[,

Pv/1—22 = P\/1—sen2tcost = P cos?
Pl n cos(2t) _t  sen(2t)

2 2 2 4

1 1
= 5 arcsen + 1 sen(2 arcsen x)

= 5 arcsen + 5 sen(arcsen x) cos(arcsen x)

1 1
== arcsen r + §x\/ 1— 22.

10



