CDI1-2223 - LEIC-T, LEE, LETI, LEGI
Primitivacao - Solugdes

1.

1
a) x> + x> +x*, b)2\/§+lnx—;,x>0,

2_x+1 2 2 2 2
c)p(%)zp(x%_x%+x—%)=5x%_§x%+2x% R RSN

& - 3yT, e>p(M]:p(x—% #) =244 2R,

~~(x2 - 1)8, g) %ln(l + 2¢%), h) In(1 + senx), i — %cos(Zx),

) sen(2x) (2 sen x cos x
Pl—=  |=p(——2
) (1+sen2x) 1+ sen?x

cos(2x) + 1 ) 1

) = In(1 + sen®x),

5 = —sen(2x) + g, 1) tgx, m) e'8”,

k)P(coszx) =P( 1

n) % sen(x? + 2), 0) — cos(e"), p) jIVS (1+x3)4, qQ - L

14 e’

1
= —arcsen(2x),

S”’(ﬁ)ﬂ’(ﬁ)-z

r) — arctg(cosx),

t)P( x+1 )—P( ad ) ( ) 1 — x2 + arcsen x
Vi —3x2 V1 — x2 V1i-ax2 '
X 1

1 +x2) = 41+ b

2
=P (cos x(1 — sen” x) Vsen x) (cos x(Vsenx — sen? x)) = Zsenix - - sen? X,

u) P (cos X senx)

1 3
w) P(tg”x) = P(sec*x — 1) = tgx — x , X) §x7 + ng +x°3 +x; z) &3,

1 .. 1\ 1 N N
aa) 2", ab)P(m)——EP(—Z(l—Zx) 5)——§(1—2x)5,
CcOS X
ac) P (cotgx) = (senx) = In|senx|;

ad) P (3sen2 *sen 2x) =P (356“2 *2 sen x cos x) =P (3“’“2 *(sen? x)’) = %3@@ X,

te \x 1 ,
ae)P( g\/}x) :ZP(ﬁtg \/§) :2P((\/§) tg \/E) = —2In|cos Vx|;




af) arcsene’; ag) P(cosxcos2x) = P (cos x(1 — 2 sen? x)) =P (cos x — 2 cos x sen? x) =
=senx — 2 sen’ x;

3 4
ah) P (sen3 x cos* x) =P (sen x(1 — cos” x) cos* x) =P (sen x(cos* x — cos® x)) =

= —% cos’ x + % cos’ xai) P(tg® x + tg* x) = P((sec® x — 1) tg x) + P((sec’ x — 1) tg* x) =

P(sec”® x tgx) — P(tgx) + P(sec® x tg2 X) — P(tg2 X) =

L2 L5
Etg x+ln|cosx|+§tg x—tgx +x.

. 2 3 1 _x2 3 ]. 2 3/2
aj) V2x3, ak) —3cosx + 35 al) — 5¢ am) TRTp— an) 3 (1 +x ) ,
1
ao) EeZSe“x, ap) —In(1+¢™), aq) —In|cosx|,
1 1 1
ar) 3 sec’ x, as) 1 sen* x — ‘ sen® x,

at) In|arctg x|, au) 2 arctg(Vx),
av) % arctg ( %e") , aw) % +/(arcsen x)?3,

arcsen ( \/Exz) , ay) sen(Inx), az) In(Inx),

ax) =i

2. a) Calculamos primeiro uma primitiva de ﬁ:
( 1 ) 1 P 1 1 ¢ 3x
— = ——— | = —arctg =x.
1192 W8

e ()) 6

Temos entdo, para x € R, f(x) = } arctg 2x + ¢, com ¢ € R. Para determinar ¢ temos

f(0) =c=1,logo f(x) = ¢ arctg 3x + 1.
b) P((xlj) = In|x — 1|, para x # 1. Temos entdo

In(x—1)+c;, sex>1
8(x) =
In(1-x)+c;, sex<l.

com c1,c; € R. Para determinar as constantes, temos g(0) = In1 + ¢, = 0, logo
c;=0,eg(2)=Inl+c; =3,logoc, =3.
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¢) O dominio da secante, secx = , € R\ {3 +kmt : k € Z}. Neste conjunto temos

P(sec” x) = tg x, e portanto para x € ]g +(k-Dm, 5+ kn[, para cada k € Z, temos
h(x) = tgx + cx. Como kmt € ]g +k-Dm, 5+ kn[, temos que 0 + ¢ = k, ou seja,
Cr = k.

e P(xsen(x?)) = 1cos(x?), x € R, logo a forma geral das primitivas é F(x) =
1cos(x?) +C, com C € R.

a) F0)=0& 1+C=0,logoC=-1.
b) lim,_, . F(x) ndo existe, para qualquer C € R, logo ndo existe uma primitiva
nas condi¢des dadas.

o P( 2f;,() =In(2+¢"), x € R, logo a forma geral das primitivas é F(x) = In(2+¢*) +C,

com C € R.
a) F0O) =0 In3+C=0,logoC=-In3.
b) lim,_ o F(x) = +00, para qualquer C € R, logo ndo existe uma primitiva nas
condicdes dadas. .

P(Wm) = arctg(arctgx), x € R, logo a forma geral das primitivas é
F(x) = arctg(arctgx) + C, com C € R.
a) F0)=0e C=0.

b) lim,, ;e F(x) = lim,,, arctg(arctg x) + C = arctg 7 + C, logo C = —arctg 7.

1 1 1
) P(7=)= -t -x, b)P((x—3)3):_2(x—3)2’
X

X
+1) 1 »
C)P(x2+1)— 2ln(x + 1) + arctg x,
O P(— )= Lin@ + (r= 12 + arcte(x - 1)
1+(x-12) 2 & '
2x+1\ ) 1 x 1 B
e)P(x2+4)—ln(x +4)+2arctg(2), f)P(—x2+2x+2)—arctg(x+1)

1 4 x \_1,( 2x \_1 2 _ 2.
g) 71n(3+ Y, h)P(1+x2)—2P(1+x2)—21n(1+x)—1n\/1+x,

_ o)1 4\ 1 N
1) P(x8 n 1) = ZP (W) = Z arctg(x ),
) 1 1

Vod—a)d + 2

1
sea#1,In Vl+x2,sea=1; k)§1n|1+x3

4

m) 1 arctg (xz), n) g arctg ( \/gx) ,  0)x+3Injx-2|

1) L arctg >

N A



5. a) P(x2 +x) P(x(x+1) Usando a decomposi¢do em fracgdes simples x(x = =445
temos
1 _A+ B Ax+A+Bx (A+Bx+A
x(x+1) x x+1 x(x+1) xx+1)

logoA+B=0eA=1,o0useja, A=1eB = -1. Temos entdo

1 1 1 X
P(x2+x)—P(;—x+1)—ln|xl—ln|x+1|_ln‘x+1‘.

x+1 AL B 4
X -1

b) Usando a decomposi¢do em frac¢des simples e G temos

(xl

x+1 A B C

x(x —1)2 AR +(x—1)2
_ A(x—1)"+Bx(x - 1) + Cx

x(x —1)?
_ Ax*—2Ax+ A+ Bx* - Bx + Cx
B x(x —1)2
_(A+Bx*+(2A-B+Qx+A
B x(x —1)2

logpA+B=0,-2A-B+C=1,A=1,0useja, A=1,B=-1,C =2. Temos entdo

x+1 1 1 2 2
P(m)—P(;—x_l'l‘(x_l)z —lnlxl lnlx 1|—Tl

s 5 ~ : ¥ix—4 _ A Bx+C
¢) Usando a decomposicdo em frac¢des simples {755 =  + T3, temos

X2 +x—4 _é+Bx+C
x(x2+4) x x2+4
_ Ax*+4A +Bx* +Cx
B x(x? + 4)
_(A+B)x* +4A+Cx
- x(x% +4)

logoA+B=1,C=1e4A =-4,0ouseja, A =-1,B =2,C = 1. Temos entdo

2 —
(M): (1 2x+1):—1n|x|+ln(x2+4)+%arctg(g).

-+
x(x2 + 4) X x2+4



1 o2 1.,
d)21n|x—1|—ln|x|+;, e)Z+7+Eln|x -1,

x+2 2 x? 1
)1 - — +1 1|+ —
)nx+1‘ iz g ikl

1. |x=-1| 1 A1 » xy 1. |x-=2
h)x+zlln x+1‘—§arctgx, 1)§ln(x +4)+arctg(§)+§ln Tl

6. a) O dominio de 1+x é R\ {-1,0}. A forma geral das primitivas desta funcéo é:

x2

Inx —In(x+1) + Cy, sex >0,
In(—x) —In(x + 1) + Gy, se—-1<x<0,
In(—x) —In(-x-1)+ C;5, sex<-1,

em que C;, Cy, C5 sdo constantes reais arbitrérias.

b) O dominio de =* é R\ {0,1}. A forma geral das primitivas desta funcgao é:

x(x—1)2
Inx—In(x-1) - %5 +C, sex>1,
Inx —In(-x+1) - % + G, se0<x<1,

In(-x) —In(-x+1) - %5 +C;, sex <0,

X

em que C;, Cy, C3 sdo constantes reais arbitrérias.

c¢) O dominio de ﬁ;’ﬂj é R\ {0}. A forma geral das primitivas desta funcao é:

—Inx + In(x? +4) + %arctg(%) +Cy, sex >0,
—In(-x) + In(x? + 4) + Larctg (%) + Co, sex <0,

em que C;, C, sdo constantes reais arbitrarias.

d) O dominio de 4 g R \ {0,1}. A forma geral das primitivas desta funcao é:

x2(x—1)
2In(x—1)—Inx+1/x+ Cy, sex > 1,
2In(1 —x)—Inx+1/x+ C,, se0<x<1,

2In(1 —x) —In(—x) +1/x+ C5, sex <0,
em que C;, Cy, C3 sdo constantes reais arbitrérias.
7. Sendo P (ﬁ) = In(x + 1), para todo o x € ]-1, +oo[, temos
Y'(x) =In(x +1) + C;.
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A condigdo 1’(0) = 1, resulta em C; = 1. Usando primitivagdo por partes (verifique!)
temos
PInx+1)+1)=(x+1)In(x+ 1),

ouseja Y(x) = (x + 1) In(x + 1) + C,. Dado que ¢(0) = 1, obtém-se o resultado
P(x)=(x+1)In(x+ 1)+ 1.

a) P(xe*) = xe* — P(¢*) = (x — 1)e%,

x? o1
b) P(x arctgx) = > arctg x — P(? T x2)

1 1 ,
P(l — 1+x2) = E(—x+(x + 1) arctgx),

(x5

¢) P(arcsen x) = xarcsenx — P ) = xarcsenx + V1 — x2,

d) P(xsen x) = —x cos x + P(cos ) = —x CcosXx + senx,

e) P(x%¢") = P(x? - xe*’) = x2§ - P(Zx%) =(x* - 1)%,

f) P(In* x) = xIn’ x = PBIn*x) = x(In’ x = 3In*x) + P(6Inx) =
x(In®x = 31In*x + 6lnx) —P(6) = x(In®x = 3In’x + 6Inx — 6),

g) P(x In x) ¥ inx - P (_xn+1 1) n+1 " nx — n+1

n+1

h)P(a x4)2) :P(x4 <1x;4)2) = g5 P(4 s ) -
Ln(1 - x%).

(n+1)2x

4(1 x4)

2 2x arcsen x
i) P(arcsen? x) = x arcsen? x — P(—)
) ( ) 1/1 22

xarcsenx )| _ V1-x2
P(%) =-V1 —xzarcsenx+P(\/1_7),
e +x—1)—e*/2, k) e*(sen x — cos x)/2,
) —e(2+1)/2, m) xarctgx — 1 In(1 + x?),
n) 2x3 <lnx— %) 0) 1(1 + x?)*arctgx — x/4 — x*/12,

p) 33 V1 +x% — (1 +x%)%2, @ xIn|l/x + 1|+ Injx + 1,

r)%lnzx—élenx+%x3, s) xIn®x — 2xInx + 2x,

t) —isenl - cosi, u) 1 sen(2x) In(tgx) — x,

v) — (1 —x?)%%arcsenx + x — x°/3, X) —

w) 2(shxcosx + chxsenx), y) 1+11 33"(sen x +In3cos x),
z) 5(cos(Inx) + sen(In x)), 2z) — 375 +  arctg x.




a) 3¢¥ —1In(e* +1), b) 2 arctg V2, c)2Vx—1-2arctg Vx -1,

d) gx\%—g\ﬁ—§W+2\/§+3€/§+6{/E—31n|1+{/§|+6arctg\6/§,
= 2(11@«)' f) —2arctg V1 -x,

e) In |¢
g) In|cosx|+In|tgx + 1], h) In|lnx —1| -
i) 3In(+v/x + 1),

10. a) Fazendo a substituicio Vx =t © x=t>,comx > 0,x # 16,et > 0, t # 4, temos

T+ x| 1+t B 1+t
P )5 =2 )

Usando a decomposicdo em fracgdes simples:

2+ 2t A B

t4—-t) t 4-

temos A = 3, B = 2, logo
1+t 1_/1 5 1
2P =P+ -2 )==
(t(4—t)) 2 (t+4—t 2 ‘(4—1‘)5

PV |
xd-x)) 2 |(d- Vo3|

b) Fazendo a substituicdo Vitx=tox=tH- 1,comx>—-1et >0, temos

1 1 4>
o)~ lema) = 5)

Usando a decomposigdo em fracgdes simples:

e assim,

42 412 _A B C+D
#—1 (t=-DE+D(+1) t-1 t+1 £2+1°7

temosA=1,B=-1,C=0,D =2. Logo,

4t 1 1 2 -1
p =P - =In|——| +2arctgt
(t4—1) (t—l t+1+t2+1) t+1 T oarcts
e assim,
Vi
( ' s 2 arctg V1 +x.
x 1+x Vi+x+1




c) Fazendo a substituicdo e*™ =t & x = %ln t,comx €Ret >0, temos

1 1 1
P =P(— =).
(1+e2x) (1+t Zt)

Usando a decomposigdo em fracgdes simples:

1 _ A B
1+12t 1+t ¢
temos A = —3, B = 1, logo
1 1 1 1 1 t
P(m'z)zl’(‘zmt)W):z““m
e assim, . . ’
e
Plra)= 3|

d) Fazendo a substituicdoe* =t © x =Int,comx € R\ {0}et > 0,t # 1, temos

e £ 1 £
p =P|l———— - |=P|———— .
(1 +e)(ex —1)2 Q+2)(t-1)2t¢ (1 +2)(t—1)2
Usando a decomposi¢do em frac¢des simples:

£ _At+B C D
1+2)(t-12 1+£ t-1 (t-1)?

temos A=—-1,B=0,C=D = 3, logo

12 1 t
Pl— | ==P(-
A+2)(t=1)2) 2 1+t2 (t—
1 ) 1 1 1
= 4ln(1+t)+ Inlt—1|- 5T
e assim
e 1 1 1 1
P ~In(1 + &* Inje* — 1| - = .
((1+32x)(ex 1)2) —ynd e +anl =1 =55

e) Fazendo a substituicioInx =t © x =¢’,comx € R* \ {1,e} et € R\ {0, 1}, temos

2Inx -1 26-1 \ [ 2t-1
P(xlnx(lnx—l)z) :P(eft(t—l)Ze) ‘P(t(t—1)2)‘




Usando a decomposicdo em fracgdes simples:

2t -1 A B C

— ==+ +
HE—12 t  t—1 (t—1)72

temos A = -1, B=C =1, logo

2t—1 1 1
P(t(t—nz)zp(‘?* <t—1>2) 05

2Inx -1 In Inx -1
xInx(Inx —1)2]

e assim
1

S Inx-1

Inx

f) Fazendo a substitui¢do senx = t & x = arcsent, obtem-se (verifique)

( 1 ) 1 1 1+ senx
= - +=In|l——|.
sen? x cos x senx 2 |1-senx
11.
1, |1+ 1
a)En%, b) 4/1— 1- x2+§arcsenx
3/2
d) In e) — 3 (; — 1) , f) —2arcsen V1 —e¥,
1+2
g) —x+tgx+secx, h) 2 arcsen Vb, i) IHI%I,
1. [1+senx 1 1 1 ‘1+senx sen x
j) = 1In + - =5In
4 |1-senx| 4(1-senx) 4(1+senx) 2 Ccos X 2 cos? x

1 1
= §1n|secx+tgx| + 5 secxtgX, k) Infx + Vx2 +1],

senx V1 -x2-1 V1 +ex —
DIn|l——{, m)In|l——x—"{, n)ln|l—oou-"—|,
L+senx Vi-x2+1 Vi+e+1
X\ x x\2
0)2In 1+(§)+§ +x 1+(§),

N
P) xz 1(x—2)+%ln‘x+ Vx2+1‘.

12. a) ixlx,

2
b) % arcsen i+ 1x /1 — %, (por partes, por ex.)

c) 3sen(Inx + 1) — 7 cos(Inx + 1), (por partes, por ex.)
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d) § - 35 sen4yx,

e) —x3/2 arctg Vx — 2x + 1 In(1 + x), (por partes, por ex.)

f) —Inx+2In|l + Inx| + &= 1“ X (substituicdo t = Inx, por ex.)

g) £ —1e™ — 1In(e* — 2¢* + 2), (substituicdo ¢ = ¢*, por ex.)

h) 2Vx® - x + 4 yx — 4In(Vx + 1), (substituicdo t = V7, por ex.)
i) senx — sen’x,

j) 2x+ }sen2x + § sendy,

k) 162 —1)In|=x| -

(x—1)(x+3)
(x+2)2

7

1) 3In

m) 1in’(In),

n) xIn(x + Vx) —x+ vx —In(1 + V), (substituigdo t = /x e por partes, por ex.)
0) — (% + 1) ex, (por partes, por ex.)

p) senxIn(1 + sen® x) — 2sen x + 2 arctg(sen x),

q) InxIn(Inx) —Inx,
r) £ arctg? x — xarctgx + 1 In(1 + x?),

s) 2V1 + x(In(1 + x) — 2),

sen x
t) 111 |c0sx+1

_ senx
u) sen x + 11‘1 cosx+1V

V) —7‘/_ arctg ( V3 cos x),
w) —1In*(cosx),

‘/’T 1' (substituicdo t = Vx + 2, por ex.),

X) In

y) x(arccos x)? — 2 V1 — x2 arccos x + 2x (por partes),

1 l+senx
Z) 4 1n|1—senx| +

T Senx) (substituicdo t = senx, por ex.).
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