Aula de Hoje: O Integral de Riemann



Somas de Darboux

a=xg I1 T2 I3 T4x5 Tg o T1 T2 X3 T4x5 Teg=b

> Uma particao P de |a,b] é um conjunto de pontos
Aa=20<T1<To<--<xp,=0~>0
> Em cada intervalo [z;_1,x;| tomamos
m; = inf f(x) ¢ M; = sup f(x)

|zi—1,2:] |zi—1,24]

» Soma de Darboux inferior: Spf = >, m;Ax;
1=1

» Soma de Darboux superior: Spf = Y M;Ax;
=1

7



Integrais Inferior e Superior

A definicao do integral deve satisfazer, para qualquer P:

b
Spf < J f(z)dx < Spf

b
> Integral inferior de f: J f(zx)dxr =sup Spf
a P

B b
> Integral superior de f: J f(z)dx = ir]gf Spf

Os integrais inferior e superior satisfazem:
> O Teorema do Valor Médio;
» O Teorema Fundamental do Calculo;

> A Regra de Barrow.



O Integral de Riemann

» Uma funcgao f é integravel a Riemann em |a, b| se for
limitada em |[a,b] e

)  fla) d = Lbf(:v) dx

> Entao o integral de Riemann de f em |[a, b| é

[[rras - [ sras- ' sy



Exemplos Importantes

» Uma funcao continua em |a, b| é integravel & Riemann em
la,b]: se G é uma primitiva de f entao

[ rae = [ s)ar = a0y~ ota

a a

> Se f é descontinua apenas num ponto c € |a, b| entao f é
continua em |a, c| e em |c, b| logo

Jf dx—ff )ydx e be(m)dxszf(a;)dx

C

~ b b IN b I
Entao: o f={f+if=Yaf+1f =131
>» Uma funcao com um numero finito de descontinuidades é
integravel.



Teorema

Uma funcao mondétona e limitada é integravel.

Demonstracao.

A

Spf

>

>

b

Spf—Spf =

b b
Spf < | f@)do< | fl)do < Spf

b b B
f f(x)d:z:—f fle)de < Spf —Spf =

A

Spf

a

=95 0) — fa)

n

Tomamos uma particao em n intervalos iguais:

A

Spf—Spf

"% 50) ~ (a)

Basta agora tomar o limite quando n — +00.



Teorema

> Se f é integravel em [a, b| entao f é integravel em qualquer
intervalo [c,d| c |a, b|;

> Se f é integravel em |a, c| e em [c, b] entao f é integravel
em |a, b].

Demonstracao. Sabemos que

£f=£fffff£f o ff=ff+ff+ﬁf

gf entao SZf<Szf

> Se §of<§
:ff;£f+ff o ﬁ}:£7+f}



Linearidade

0
Seja D(x) a funcao de Dirichlet: D(x) = { sex ¢ Q

1 sexzeQ

0 sex¢@Q

>D<x>{
—1 sexzeQ
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> OD( )d:U—O e J_D(x)d$=—1

l e
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g ; D()dx—FJD ) dx #J —D(x) + D(x) dz
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Linearidade e Integral Inferior

Dada uma particao P = {a:o, X1, ... ,azn} de |a, b]:
» Se x€|xi_1,xl, inf ]f < f(x) e | inf ]g < g(x)
Li—1,L5 Li—1,T4

» inf f4+ inf g¢g< f(x)+ g(x)

|zi—1,24] |zi—1,2;

>Z inf fAx;+ >, inf ¢gAx; <> inf (f+g) Ax;

[zi—1,2] i=1Ti—1,%i] i=1|Ti—1,%i]
b

> Spf+Spg < Sp(f+g) < f (f(z) +g(x)) da

a

Tomando o supremo sobre todas as particoes P:

Jabf@:) &z + _ng(:c) ir < [ () + o)) da

Ja



Linearidade
Teorema

Se f e g sao integraveis em |a, b| entao f + g é também
integravel em |a, b| e

Jf d:z:+f ()d:z:—fb(f(x)Jrg(x))da?

a

Demonstracao. Comecamos por notar que

Lbf+£g<£(f+g)<£b(f+g><£bf+£bg

Mas como [ e g sao integraveis,



Linearidade
Teorema

Se f e g sao integraveis em |a, b| entao f + g é também
integravel em |a, b| e

Jf d:z:+f ()d:z:—fb(f(x)Jrg(x))da?

a

Demonstracao. Comecamos por notar que

Lbf+£g—£(f+g)—E(Hg)—fﬂfg

Mas como [ e g sao integraveis,



