Aula de Hoje: O Integral de Riemann



Supremo e Tnfimo

sup f = max f

min f nao existe




Primit 1vas

» Qualquer funcao continua f tem primitivas:

f f(t)dt ¢é uma primitiva de f

» Mas nem sempre existe uma “formula” para uma primitiva
de f. E o caso da funcao e .
b 2
> Integrais do tipo J e” ¥ dr sao muito importantes em

a
estatistica.

> Nestes casos temos de usar outros métodos para calcular
integrais



Calculo Aproximado do Integral

Podemos aproximar um integral usando rectangulos:

f

a=xg I1 T2 X3 T4X5 Tg 0 T1 T2 X3 T4x5 Te=Db

> Uma particao P de |a,b] é um conjunto de pontos
a=20<T1<To<---<xp=0">
> Em cada intervalo |z;_1, ;| tomamos
m; = inf f(x) ¢ M; = sup f(x)

|zi—1,2:] |zi—1,24]

» Pondo Ax; = x; — x;_1 e somando as areas dos rectangulos:

Zn: m; Ax; < fb f(t) dt < Zn] M;Ax;
1=1 a 1=1



Somas de Darboux

Definicao (Somas de Darboux)

Dada uma fun¢ao f limitada num intervalo |a,b] = Dy, e uma
particao P = {xq,...,z,} de |a,b|, chamamos soma inferior de
Darbouzx e soma superior de Darboux, respetivamente, as somas:

Spf = i m; Ax; e Spf= i M;Az;
i=1 1=1

em que, paracadat=1,...,n, Ax;=x;, —x,_1 €

m; = inf f e M, = sup f.

[x’i—laxi] [xi_l,xi]



Exemplo

Vamos aproximar 7 usando a férmula

dt

Ly
m =4 arctan 1 =J
o 1+t

» Tomamos uma particao P de [0, 1] em n intervalos iguais.

> f(x) = 4/(1 + 2?) é decrescente em [0, 1], logo o infimo e o
supremo de f em [z;_1,x;| sao f(x;) e f(xi—1)

A

A

- -

O=x9 1 T2 X3 X4 T5 Tg To T1 X2 X3 T4 Ty Tg=1




Exemplo (continuagao)
Spf= Zf(ﬂfvz)Asz' e Spf=2 f(zi-1)Az; logo

4 _
Ax; = .
Zl+x i =>5rf

Péa partl(;ao em n intervalos iguais: x; = i/n e Ax = 1/n.

n 1 n
e T
Z,Zl n2 + 72 STS ; (2 —1)2
A Tabela mostra as somas de Darboux para n = 10, 100, 1000:
n Sp Sp

10 | 3,0399... | 3,2399...
100 | 3,1316... | 3,1516...

1000 | 3,1406... | 3,1426. ..




Adicionando Pontos a Particao

Dada uma particao P = {xg < x1 < --- < xp,} de |a, b],
podemos juntar um ponto c € |a, b| a particao P.

A A

Y

Sy



Adicionando Pontos a Particao

Dada uma particao P = {xg < x1 < --- < xp,} de |a, b],
podemos juntar um ponto c € |a, b| a particao P.

A A

v

Sy

a T C ro b a T c T2

Entdo:  Spf<Spoif e  Spf=Spoiaf

Se P < Ps: Sp,f<8p,f e Sp,f=8pf



Axiomas para o Integral

Para definir um integral precisamos, para cada intervalo |a, b]:

> duma colecgao Zj, ) de fungoes integraveis em |a, b], e

> para cada f € Ty, 5, dum nimero real SZ f(t)dt,
satisfazendo as seguintes condicoes:
1. Sem < f(x) < M em |a,b| entao:

b
m(b—a)gff(a:)dzcéM(b—a) (a < b)

2. Se |a,b] = |a,c| U e, b], entao
JE€ZLapy) < J€Ziaq € fE Ly

Lbf(a:) dz = ch(a:) dx + Lbf(a:) dx



Integrais Inferior e Superior

Definicao
Dada uma fungao f limitada num intervalo |a,b| < Dy:

> Definimos o integral inferior de f em |a, b] por

b
J f(x)dx =sup{Sp f : P é uma particao de [a,b]} .

> Definimos o integral superior de f em |a,b| por

b
f f(z)dx =inf { Sp f : P é uma particao de [a,b] } .

a



Teorema
1. Se m < f(zr) < M em |a,b| entao

b rb

f(x)dx <f f(z)de < M(b—a)

a

m(b—a)<f

a

2. Dada uma fungao f limitada num intervalo |a,b| e um
ponto c € |a, b|, temos:

[r-[sefs o Tre[oe]s



Demonstracao de 1.

Dada P = {xg < x1 < --- < T}, em cada intervalo |x;_1, z;]

temos:
m< inf f< sup f<M
[xi—laxz'] [x’i—lax’i]
n mn n mn
ZmAxi<Z inf f-Aa:iéz sup f-AxZ-<ZMAx7;
i=1 =1 [Ti-1mil i=1 [Ti-1,%] i=1

e como Y mAx; =m >, Azx; = m(b— a)
rb

b—a) Jf ) dx Jf(:c)dx<M(b—a)



Demonstracao de 1.

> Dadas particoes P; e P5 de |a,b| seja P = P, u Py
» P, Py, c P logo

Sp, [ <Spf<Spf<Spf

» Tomando o supremo sobre todas as particoes Pi:

b
J f(SC) dz < Sp, f
Ja
» Tomando o infimo sobre todas as particoes Ps:
b
a

_Lbf(az) dz < J f(x)dx



Demonstracao de 2.

C b b
Vamos mostrar que J f+ f f= J f
a Jc Ja

Comecamos por observar que, dadas quaisquer particoes
» PP=(a=xy<x1 < <xpp=c de Ja,c|, e
» P=(c=yo<y1<---<yp=0) de [cD]

podemos junta-las obtendo a particao de |a, b|
P={la=zg<--<axp=c=yp<--- <y = b}

e temos: Sp f+Spf=Spf
Py

L/ /’\ P> P




Assim ,

Sp,f+Sp,f=5pf <J f(x)dx

a

Tomando o supremo sobre todas as particoes P; e P, obtemos:

J:f(ili‘) dz +Jcbf(:v) dz < _Lbf(a:) dx

Falta mostrar que

_Lbf(x) dz < _ch(a:) dz + fbf(:v) dz

C



» Dada uma particao P de |a, b| podemos juntar o ponto ¢ &
particao;

> P u {c} pode ser decomposta numa particao P; de |a,c]| e
uma particao P» de [c, b]:

N

é b a c C b

C b
- Bntio: Spf < Spof = Spl +Spi< [ 1+ [ f

JC

» Tomando o supremos sobre todas as particoes P:

_Lbf(a:) dr < _ch(a:) dx +£)f(x) dx



Exemplo. A Funcao de Dirichlet

Vamos calcular os integrais inferior e superior da funcao de
Dirichlet:

1 S
D(x) = se € Q
0 sexeR\Q.
num intervalo |a,b]. Dada uma particao P = {xg,...,zr} de

la,b], em cada subintervalo [x;_1,z;] temos:
»m; = inf f=0, porque [x;_1,x;]n (R\Q)# I

[w’i—lawi]

» M; = sup f=1, porque |[z;_1,z;]nQ # .

[:C'i—l 7x’L']

Assim, Sp D=0 e Sp(D)=>Az;=b—a logo

JbD(x)daﬁzO e JbD(aj)dxzb—a



O Integral de Riemann

» Uma funcgao f é integravel a Riemann em |a, b| se for
limitada em |[a,b] e

)  fla) d = Lbf(:v) dx

> Entao o integral de Riemann de f em |[a, b| é

[[rras - [ sras- ' sy



