Aula de Hoje: Séries de poténcias



Séries de Poteéncias

Chamamos série de poténcias centrada num ponto a € R, ou

série em poténcias de (r — a), a uma série da forma:
Q0

Yo er(zr—a)f =co+ci(x—a) +ca(r—a)+cz(z—a)+--
k=0

Séries de poténcias sao normalmente indexadas comecando com
k=0em vez de k = 1.

Se ¢, = 0 para k > n, a série de potencias é um polinémio de
k Y
grau n:

cot+eci(z—a)te(r—a)+---+eplr—a).

No caso geral, as séries de poténcias podem ser imaginadas
como polindmios de grau infinito.
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31 2% ’e uma série geométrica de razao x: a série diverge para

lz| = 1 e converge absolutamente para |r| < 1, com soma
L 1

> f=1+o+22+23+- =
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(|:E| < 1)



Dominio de Convergencia

Chamamos dominio de convergencia duma série de potencias
S cr(x — a)¥ ao conjunto dos valores = € R para os quais a série
converge.

Exemplos. As séries
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tem dominio de convergencia R.
(z — a)f
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é uma série geométrica de

A série de poténcias D]
razao (x —a)/R:
> Diverge para |z — a| > R;

> Converge absolutamente para |z — a| < R.



Critério de d’Alembert

Seja > aj, uma série tal que

lim
k— 400

ag

Entao:
> Se L < 1, a série ) aj é absolutamente convergente.
» Se L >1ouse L =17, a série > ay é divergente.

» Se L =1, o teste é inconclusivo.



Exemplo
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Portanto lim |ag11/ax| = 3|z — 3| e:
> a série converge absolutamente se |r — 3| < 2;
> a série diverge se |x — 3| > 2.
Para |x — 3| = 2 o Critério de d’Alembert é inconclusivo.
| (1-3)" (—2)" (—1)"
> Se x = 1 temos: Z T =Z SrL :Z pal

que é simplesmente convergente.
5 — 3)* ok 1
> Se x = b: Z( 2]%) :Zﬂzzg’ que é divergente.

Dominio de convergéncia: |1, 5].




Raio de Convergencia

Teorema (Raio de convergéncia)
Dada uma série de poténcias > ci(z — a)® existe um
R € |0, +0], designado por raio de convergéncia, tal que:
> a série é absolutamente convergente quando |r — a| < R;

> a série é divergente quando |z — a| > R;

» Se R = 0, a série converge apenas quando z = a.
>» Se R = 400, o dominio de convergéncia é R;

>» Se 0 < R < +00, o dominio de convergéncia ¢ um intervalo
da forma: Ja — R,a+ R|, |a— R,a+ R]|, |a— R,a+ R|
ou [a— R,a+ RJ;

» Nada ¢ dito sobre os pontos x = a + R.



Demonstracao (Caso a = 0)

k

Comegamos por ver que, se Y, cpx” convergir em x = b, entao

3 ez converge absolutamente se z € |—|bl, |b] [:
> Y ¢ib converge logo lim ¢;,bF = 0.
> Se x € |—|b|, |b] | entao |z| < |b| logo
a série geométrica Y |z /b|* converge.
k|

/b|"

S |x/b|F converge logo Y |ciz®| também converge.

> lim = lim |c;b*| = 0, ou seja, |cpx®| « |z/bF.

> Assim, Y cpz” converge absolutamente.

Segue que o dominio de convergéncia é um intervalo, centrado
na origem, e se —R, R sao os extremos do intervalo, a série
converge absolutamente em |—R, R|.



Férmula para o Raio de Convergencia

k

é: R= lim

O raio de convergéncia da série ) cix
k— 400

(se o limite existir)

Ck‘
Ck+1

Demonstracao. Primeiro observamos que
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Pelo Critério de d’Alembert
> a série converge absolutamente se |z|/R < 1;
> a série diverge se |x|/R > 1.

Concluimos que R é o raio de convergencia da série.



Exemplo
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Exemplo (Conclusao)

1
> A série )] 2ok

diverge para |y| > 2
>y = (z+1)3.
»z+1)3 =z +1P <2 o |z +1] < V2
[z +1)3>2 < 241 > V2

3 3k
> A série )] (xk—g 2]3

[z 4 1| < /2 e diverge para |z + 1| > /2

. A . s 3
> O raio de convergéncia é R = v/2

y* converge absolutamente para |y| < 2 e

converge absolutamente para



Integracao duma Série de Poténcias

Seja > crx® uma série de poténcias com raio de convergéncia R.

Se a,b € |—R, R| entao
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Demonstracao. SZ = S
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