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Aula de Hoje: Séries alternadas e convergencia



Séries alternadas Convergéncia absoluta e simples

Critério da razao Critério da raiz Reordenacao
0000 O00000

00000000 0000 0000

Séries Alternadas

Dizemos que uma série ) aj é alternada se, para qualquer
ke N, a; e ap1 tiverem sinais contrarios: apagi1 < 0.

Uma série alternada ) ax é, portanto, uma série da forma

Z(—l)k+1bkIbl—b2+bg—b4+b5—b6—|—"' ou
D (=1)Fbj = —by + by —bg + by — bs + bg — - -
Exemplos.
v ozt ab
S _
COS X 5 +4! 6!+
x> oz
senaz=az—§+5!—7!—l—---
2 3
e“’=1+az+%+%+-~ (se x < 0).
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o] JeleJe; O00000 OO0000000 0000 0000

Convergencia de Séries Alternadas

Critério de Leibniz

Seja >)(—1)F*1b, uma série alternada, by > 0. Se
> (bk) é uma sucessao decrescente, e
> lim b, = 0,

entdo a série > (—1)**1p;, é convergente e o resto R, = S — S,

da série satisfaz
|Rn| < bn—l—l



Séries alternadas Convergéncia absoluta e simples

o]o] Jele 000000

Critério da razao
O0000000

Demonstracao do Critério de Leibniz

+b1

Critério da raiz
O000

Reordenacao
0000



Séries alternadas Convergéncia absoluta e simples Critério da razao Critério da raiz
(o]e] JeJe; O00000 OO0000000 0000

Demonstracao do Critério de Leibniz

Y

So = b1 — by

Reordenacao
0000
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(o]e] JeJe; O00000 OO0000000

Demonstracao do Critério de Leibniz

+bs3

Critério da raiz

S3 = by — by + b3

Reordenacao
0000



Séries alternadas Convergéncia absoluta e simples Critério da razao
(o]e] JeJe; O00000 OO0000000

Demonstracao do Critério de Leibniz

Critério da raiz

Sy =by — by + bz — by

Reordenacao
0000
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(o]e] JeJe; O00000 OO0000000

Demonstracao do Critério de Leibniz

~+bs

Critério da raiz

S5 = b1 — by + b3 — by + b5

Reordenacao
0000
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(o]e] JeJe; O00000 OO0000000 0000

Demonstracao do Critério de Leibniz

S¢ = by — by + bg — bs + bs — bg

Reordenacao
0000
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o]o] Jele

000000 00000000 0000 0000

Demonstracao do Critério de Leibniz

v

S¢ = by — by + bg — by + by — bg
SQ 54 56 55 SS Sl

(S25,) é crescente e majorada logo existe S = lim Sy, € R.
Son+1 = Son + bapy1 e limba,y1 = 0 logo lim Sopq1 = S
lim S,, = S € R logo a série é convergente.

S esta entre S, e Sy,4+1
|Rn| — |S_ Sn‘ < |Sn—|—1 — S'n| — |bn—|—1|
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(e]e)el Jeo O00000 OO0000000 0000

Exemplo

Vamos aplicar o Critério de Leibniz a série:

(—1)‘f+1_1 L, 1 1+
k2 3 4 '

Neste caso, by, = 1/k. Como
> (1/k) é uma sucessao decrescente, e

» lim(1/k) = 0,

, ;- (—1)~+1
concluimos que a série ) —4—— converge.

Reordenacao
0000
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oooo0e O00000 OO0000000 0000 0000
Exemplo
Vamos aproximar e~ %! pela soma parcial S da série
T—1+4 +x2+x3+x4+
e _— :U [ e o o
2 3! 4l
estimando o erro cometido. Substituindo x = —0,1 obtemos

0,12 0,13 0,1*

_071 p— o e o o
e =1-0,1+ 5 3 + A +
que é uma série alternada. Assim:
0,14 0,1°
—0,1 ) )
T xS, =1-0,1 —

e Sy 0,1 + 5 3|
=1-—0,1+0,005—0,0001666...
=0,9048333...,

0,1*  0,0001
com um erro inferior a —— = — = 0,000004 1666. ...

4] 24
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00000 @00000 OO0000000 0000

Séries sem Termos de Sinal Fixo

Dada uma sucessao (aj) definimos

n lax| + a _ag] = ag
2 2
> Se a, > 0 entdo a; = a e a;, = 0;
= k k k )
> Se ap <0 entdo a =0ea;, = —ay;

+ J—
> ap,a;, =0

+ - _
> a,j—alzzak

Portanto Y ar = > a — > a;

Reordenacao
0000
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A Série dos Modulos

Teorema

Dada uma série > ax, se a série > |ax| convergir, entao >, ag
também converge, e
a0

o0
Z CLk| < Z |ak|
k=1

k=1

Demonstracao.
> 0<a;,a; <|ag|,logo > al e > a; convergem.
> Ylag =>,a; — Y, a; éa diferenca entre duas séries
convergentes, logo, é convergente.
Quanto a soma da série:

lay + ag + - 4 an| < |ar| + |ag| + -+ - + |an]

Q0 Q0
Tomando o limite: | ), ak‘ < > agl-
— k=1
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00000 O00e000 OO0000000 0000 0000

Exemplo

Vamos verificar que a série C%%k é convergente. SO precisamos

de mostrar que a série dos modulos converge.

2 cos/-c Z|Cosl-€\

Como |cosk| < 1
| cos k|

2 S g2

> 311/k* é uma série de Dirichlet com p = 2, logo converge.
» Portanto Y| cos k|/k* também converge,
> logo a série Y cos k/k? converge.

A soma da série satisfaz:

|

icosk Z ]cosk| 2@

k=1 k=1 k=1
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00000 00000 OO0000000 0000 0000

Exemplo

Vimos que a série

(_1)k+1—1 R SE SAE S
kK~ 2 3 4 5 6

converge, mas a série dos moédulos

21_14_14_1_'_1_'_14_14_...
ko 2 3 4 5 6

é uma série de Dirichlet de expoente 1, que diverge. Portanto,
uma série pode convergir sem que a série dos modulos convirja.
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Tipos de Convergencia

Definicao (Convergéncia simples e absoluta)

Uma série convergente > ay diz-se:

> Absolutamente convergente, se a série dos modulos | |ax|
for convergente.

> Simplesmente convergente, se for convergente, mas a série
dos moédulos )| |ax| for divergente.

Exemplos.

(_1)k—|—1
> . é simplesmente convergente.

_1 k / [ / . /
23 % é absolutamente convergente, pois a série ,%2 €

convergente (é uma série de Dirichlet, com p = 2).
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Exemplo: Série Geométrica

Uma série geométrica > ar® de razao r:
» E divergente para |r| = 1;
> Série dos médulos: Y. |ar®| = > |al |r|*
¢ também geométrica, de razao |r|.
> Para |r| < 1, a série Y |a| |r|* converge.

> Para |r| < 1 a série Y ar® é absolutamente convergente.



Séries alternadas Convergéncia absoluta e simples Critério da razao Critério da raiz
00000 O00000 @O0000000 0000

Comparacao com uma Série Geométrica

Teorema (Critério da razao)

Seja > ax uma série. Se existir r < 1 tal que

Ak 41
Ak

<r

entao Y ap € absolutamente convergente, com soma

o)
2, o
k=1

a
<|_1|

1—7r

Reordenacao
0000
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00000 O00000 00000000 0000 0000

Demonstracao

> Como |ag/ap_1| <7

lar| < rlap—_1| < r?lag_s| < rPlar—s| < ... < 7" ay

> Como |r| < 1, Y |ai|r*~! converge, logo > |az| também
converge.

> Y aj € absolutamente convergente e




Séries alternadas Convergéncia absoluta e simples Critério da razao Critério da raiz Reordenacao
00000 O00000 0000000 0000 0000

Exemplo

1
Vamos estudar a série > ——.
2. 2k [

Qs 1 1 1 2k L k 1

ap 28 (k+1) ) 2%k 261k +1)  2k+1) 2

Assim, tomando r = 1/2 e notando que a1 = 1/2, o Critério
Y Y
geral da razao diz-nos que a série é convergente, com soma

=01 1/2
Zﬂ<1 g !
k=1 —1/
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Séries com Primeiro Termo a, (p # 1)

0] o0
Dado p € N consideremos as séries > ar e > ag.
k=1 k=p
n n
Para n > p: Zak=a1+~-+ap_1+2ak
k=1 k=p

Tomando o limite quando n — +00 vemos que:

a0 Q0
A série )| ap converge se e s se a série >, ap convergir,
k=1 k=p

e as somas das séries satisfazem:

Reordenacao
0000



Séries alternadas Convergéncia absoluta e simples Critério da razao Critério da raiz Reordenacao
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Critério de d’Alembert

Ideia: se lim |ax,1/ax| = L, entao |api1| = |ai| para k grande; a
série ) ap comporta-se como uma série geométrica de razao L.

Seja > ap uma série tal que

. Ak+1 ™
lim = LeR.
k—+4oc0 | ag

Entao:
> Se L < 1, a série ) aj é absolutamente convergente.
» Se L >1ouse L =17, a série Y ay é divergente.

» Se L =1, o teste é inconclusivo.
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00000 O00000 00000800 0000 0000

Demonstracao

SeL>1oulL=1":
> laks1/ax| = 1 para qualquer k suficientemente grande;

> lars1| = |ag| para k suficientemente grande;

> |ak| é crescente, logo (ax) nao pode convergir para 0;
> > ay diverge.

Se L < 1 escolhemos um r tal que L < r < 1:
> lary1/ar| < r para qualquer k suficientemente grande;

> Critério da Razao: a série ) aj converge absolutamente.
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O Caso L =1

O Critério da razao nada diz quando L = 1. Por exemplo,

> para a série harmonica, ), %, temos

a1 Lk+1)  k

N
7

Qg 1/:16 :k—l—l

e a série é divergente;
> para a série Y, 75, temos
ar+1 o 1/(k’ + 1)2 k,2

— — > 1
af 1/]{2 (k + 1)2

e a série é convergente (Dirichlet, expoente 2).
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Exemplo

(=2)*Vk
KL

(2R T T

Vamos estudar a série ),

ag1| (k+1)! ARV N B
ay (—2)"VE 2 VE o (k+1)!
k!
Y P
B kok+1

Tomando o limite quando k — o0, temos |axi1/ax| — 0 < 1.
Pelo Critério de D’Alembert, a série converge absolutamente.
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Critério da Raiz

Ideia: se lim {/|ai| = L, entao |ai| ~ L* para k grande.

Seja > ap uma série tal que

lim \k/ \ak\ =L € R

k— 400

Entao:
> Se L < 1, a série ) aj é absolutamente convergente.
» Se L >1ou L =17, asérie > a; é divergente.

» Se L =1, o teste é inconclusivo.

Reordenacao
0000
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Demonstracao

Se L >1oulL =17 entao:
> {/lax| = 1 para qualquer k suficientemente grande;
> |lax| = 1 para k suficientemente grande;

> A sucessao (ax) nao converge para 0, portanto a série > ag
diverge.

Se L < 1 escolhemos r tal que L < r < 1. Entao:
> W < r para qualquer k suficientemente grande;
> |ai| < ¥ para k suficientemente grande;
» Por comparacao com Y 7%, concluimos que Y |aj| converge;

> Y aj é absolutamente convergente.
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00000 O00000 OO0000000 (e]e] @) 0000

Exemplo

2k + 3\"
Vamos estudar a série ), (31{12) .
2k+3  2+3/k 2
§ = —— = logo: 1 § = — .
ol =5 T 3ok 080 Hm Ve =3
Como % < 1, o Critério da raiz diz-nos que a série > ay

converge absolutamente.
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(Quando Usar os Critérios

Os critérios da razao e da raiz baseiam-se na comparacao de
> ar com uma série geométrica. Os termos gerais de séries como

1 1 1
Zﬁ’ Zk3lnk’ Zk\/EJrk?’ e

convergem para 0 mais devagar que qualquer progressao
geométrica de razao 0 < r < 1, pelo que tentar provar a sua
convergencia por comparacao com uma série geométrica ¢ inutil.
Os critérios da razao e da raiz sao inuteis para provar
a convergéncia de séries envolvendo apenas raizes,

polinomios e logaritmos.
Sao uteis para séries envolvendo exponenciais ou facto-
T1a1S.
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00000 O00000 00000000 0000 [ _JeJeJe)
L (=1FH 1,1 1,1 1
SeJaSZkZl =l—-5+3—3+s—5+
Entao, 1 — % s < 1. Em particular, s # 0. Agora:
O k+1
1 ) _ 1 _ 1,1 1,1 1,
22 =3 4TF 8 T10 12T
Somando,
1,1 1,1 1,1 1,1 1 1 1
sil=-g+3—3+5-6t7r—sto-nwtm =t
1 1 1 1 1 1 1
TS| ts T3y ts T §  *tio v
_ 3 11,1 11,1 1 1
=55 |1 T3 T3 T35 TT T I T T 6T

Se rearranjarmos os termos desta série:

L A/?(_\
3. 1 1 1 1 1 1 1
ps=ldg—gtstr—a1tgta—6™
_ 1 1 1 1 1 1
s=l—-g+3—3t+ts5-65t7+

e%s;«és,poiss;«é().
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Reordenacao de Séries de Termos Nao Negativos

Qualquer reordenacao duma série convergente de termos nao
negativos ¢ também convergente, com a mesma soma.

[lustramos a demonstracao com um exemplo:
_ 1 1 1 1 1 1 1 1
Zak—1+3—2+2—2+5—2+§+4—2+9—2+m+6—2+"'

obtida reordenando . k% A soma parcial Sy de » ay satisfaz:

9
1 1 1 1 1 1 1 1
g =l+gmtmtestmtptagtgta
k=1
Q0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
<1+2—2+3—2+4—2+5—2+6—2+72+82+92+W+m<]§1k—2
n © © B
e em geral > a 2—2 oz

IN

M8
)

e

Q0
O mesmo argumento mostra que >’ %
k=1 k=1
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Reordenacao de Séries Absolutamente Convergentes

Qualquer reordenacao duma série absolutamente convergente é
também absolutamente convergente, com a mesma soma.

Demonstracao.
> Escrevemos Y ar = Y a; — > a;
> As séries Y a; e > a; sdo séries convergentes de termos
positivos
> Qualquer reordenagao de Y a; e de > a; produz séries
convergentes com a mesma soma

» Logo qualquer reordenacao de ) aj produz uma série
absolutamente convergente com a mesma soma.



