Aula de Hoje: Séries de termos nao negativos



Séries de Termos Nao Negativos

Chamamos série de termos nao negativos a uma série ) a; com
ap. = 0 para qualquer k € N.

Teorema

> Se existir uma constante M € R tal que ay +---+a, < M

para qualquer n € N, entao »_ a; converge, com soma
)

Z ar < M;
k=1

» Caso contrario ar tem soma +0o0.
; k

Demonstracao. A sucessao S,, = a1 + --- + a, é crescente pois
Sn — Sn—1 = a, = 0, logo existe lim 5,, € R.

> Se S, < M para qualquer n € N, entao S = lim .S,, < M.

» Caso contrario, lim .S,, = +o0.



A Série Y 1/k
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0.5 1/x
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Calculando as areas dos retangulos, vemos que

1 1 1 51 5
=14+ -4+ =4 —dz[l ]:15.
Sy +2+3+4>L$a¢ na;l n

O mesmo argumento permite mostrar que

n+1

21 n+lq
Sn:kZlk>J; de:[lnx]l =In(n+1).

Limites enquadrados: 1lim .S,, = +00, logo a série é divergente.



A Série > 1/k?

1

0,25 |

1
22

114 1
S4—1———|—_+—< —2dx — =1 — —
1 T T | 4

Em geral, para qualquer n € N, temos

Sn—1= g5+ 55+

AssimSn<2—%<

1]" 1
—|—<de—[—] =1—-—.
T |4 n

2, logo a série converge, e > 1/k* < 2

(De facto, >.1/k* = 72/6 = 1,645....)



Integrais e Somatorios

Seja f: [1,+oo| uma funcao positiva e decrescente. Observando

as figuras:
f
f
m n m n
vemos que



Séries e Integrais

Critério do Integral

Seja f uma fungao positiva e decrescente em |1, +0o0[. Entao a
série > f(k) e o integral improéprio SIF * f(x) dz tém a mesma
natureza.

Demonstracao.

n

[ iwas Siw<[ swa
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Séries e Integrais

Critério do Integral

Seja f uma fungao positiva e decrescente em |1, +0o[. Entao a
série > f(k) e o integral improprio SIF * f(x) dz tém a mesma
natureza.

Demonstracao.



Séries de Dirichlet

As séries > 1/kP (p € R) dizem-se séries de Dirichlet.

Teorema (Séries de Dirichlet)

Para cada p € R, a série > 1/kP é convergente quando p > 1, e
divergente quando p < 1.

Demonstracao. Para p = 1, temos a série harmoénica que
diverge. Para p # 1, temos

J+w 1 . [ r—Ppt1 ]Jroo (+OO)—p+1 1
—dx =

. aP -p+1 ], B —p+1 —p+1

Agora:



Resto da Série

m+1 k=m+1 m
o0
Rm:S_Sm: Z f(k)
k=m-+1

Teorema

Seja f uma funcao positiva e decrescente em |1, +oo| tal que

IFOO f(z)dx é convergente. Entao:

+0 +0
f f(x)dz < R, < f(x)dx.

m-+1 m



Exemplo

Consideremos a série > 1/k®. Quantos termos temos de somar
para obter uma aproximacao com um erro inferior a 0,017

R <J+Ooldx= [—LTOO: i

Queremos que 1/(2n?) < 0,01. Resolvendo obtemos

1
> = =707...,
n \/2><0,01 50 = 7,07

logo, devemos somar pelo menos oito termos. Portanto:

> 1 1 1
Z?~1+?+~-+§=1,19516...,

com um erro inferior a 0,01.



Séries de Dirichlet

> 1/kP converge para p > 1 e diverge para p < 1.

/v
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Critério geral da comparacao

Sejam > ax e > b séries de termos nao negativos tais que

ar < by para todo o k£ € N. Entao:
Q0 Q0O

> Se ) b convergir, > ai também converge e > ap < ), by.
k=1 k=1

> Se > ay divergir, > b; também diverge.
Demonstracao. Se Y. by convergir com soma S,

ar+---+a, <bg+---+b, <SS paraqualquer n e N

logo > aj converge, com soma menor ou igual a S.

Se > ay divergir, > b, nao pode convergir (se convergisse, > ax
também convergiria).



Resto da Série

Se ap < by para todo o k € N, entao o resto R, de ) ax satisfaz

Ry =apny1 +apns2 +anyg+ - <bpgp1 +bpio+bpg3+ -0

Exemplo. Vamos ver quantos termos precisamos de somar

para calcular a soma da série Y 1/(k + 2¥), com um erro inferior
a 0,01. Temos k + 2F > 2% logo 1/(k + 2%) < 1/2F:

ho_ i L i 1 12t
no k ok 1 ~ on -
k=n—|—1k+2 k=n—|—12 1_§ 2

Assim, se quisermos estimar a soma da série com um erro
inferior a 0,01, basta que 1/2" < 0,01, ou seja, que 2" > 100.
Como 27 = 128, basta somar sete termos. Portanto:

Z =PRI S S .
k+2k’”2 6 11 20 37 70 135

com um erro inferior a 0,01.



Critério da Comparacao pelo Limite

Dadas sucessoes (a) e (bg) de termos positivos, escrevemos
> ar ~ b se lim(ak/bk) € ]O, —|-OO[
> ap < b se 1im(ak/bk) =0

Dadas duas séries > ax e >, br de termos nao negativos:
> Se ap ~ by, entao Y ar e > b, tém a mesma natureza.
> Se ap < by e Y b, convergir, entao ) ar também converge.

> Se ap < by e Y ap divergir, entao > br também diverge.

Demonstragao. Se ¢ = lim ay/bg € |0, +00],
% < ap/bp < 2¢ para k suficientemente grande.
Multiplicando por b, obtemos
%bk < ap < 20b;, para k suficientemente grande.

Basta agora aplicar o Critério da comparacao.



Recordem:

> Uma série geométrica > ar® converge se |r| < 1 e diverge
se |r| > 1.

> Uma série de Dirichlet > 1/kP converge se p > 1 e diverge
se p < 1.

> Para qualquer r € R, a série Y., (r®/k!) converge (e tem
soma e”).



Exemplo

> Se lim ¢ € |0, +00| entao agcp ~ ap (porque arcr/ar = ci).

2k? + 3k
VES +1

Exemplo. Vamos determinar a natureza da série Z

ok2 + 3k 22 1+ 25 22 2

VS 11 K2 i+ U B2k

> A série > 1/+/k diverge, porque é uma série de Dirichlet
com p = 3.

2k? + 3k
VES + 1

> Portanto a série Z também diverge.



Exemplo

2k 41
3k4+k -

Vamos determinar a natureza da série )

2k 1 28 145 2
3k+k 3k 1+3ﬁk 3k

> A série Y)(2%/3F) ¢ uma série geométrica convergente, pois

a sua razao é % < 1.

, . 2F 4+ 1 ,
» Concluimos que a série Z também converge.



