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Circuitos eléctricos

Neste capitulo pretendemos estudar a corrente num circuito formado por uma associagdo de componentes
electronicos, ligados por fios condutores ideais (sem resisténcia a passagem de corrente eléctrica), bem como as
diferengas de potencial (ou “tensdes”) entre os terminais desses componentes.
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TECNICO

Circuitos eléctricos. Intensidade de corrente e densidade de corrente.

Vamos definir intensidade da corrente como a quantidade de carga que
atravessa uma seccao do condutor por unidade de tempo, ou seja,

A —— 8

. __dq ,.f " AP
T | @;|,,|45q ol
A intensidade s6 faz sentido num condutor linear (uma dimensao muito maior ‘ i 2 i v
gue as outras duas). o —
.~ i(sentido convencional)

A unidade S| de intensidade é o Ampere (A), equivalente a 1 Coulomb por segund

Por conveng¢ao, vamos considerar o movimento de cargas positivas (sentido
convencional da corrente), ainda que nos metais os portadores de carga sejam negativos (electroes).
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Circuitos eléctricos. Intensidade de corrente e densidade de corrente.

Vamos definir intensidade da corrente como a quantidade de carga que
atravessa uma seccao do condutor por unidade de tempo, ou seja,

i =% s
A intensidade s6 faz sentido num condutor linear (uma dimensao muito maior

~

gue as outras duas).

A unidade S| de intensidade é o Ampere (A), equivalente a 1 Coulomb por segundo.

Por convencao, vamos considerar o movimento de cargas positivas (sentido
convencional da corrente), ainda que nos metais os portadores de carga sejam negativos (electrdes).

Se a secg¢do do condutor for S, a densidade de carga for p e a velocidade dos portadores de carga for v, a figura permite concluir

que 6q = pSvdt, ou seja, | = % = pSv.

Definindo agora o vector densidade de corrente como j = pv, concluimos que o médulo de J é a intensidade de corrente a
dividir pela seccao do condutor, como o nome sugere.

No caso mais geral em que j ndo é uniforme, a intensidade da corrente pode calcular-se através da relacdo
i=¢jnds

onde o integral é calculado sobre a sec¢do do condutor e 11 é a normal unitaria da superficie de integragdo.
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Circuitos eléctricos. Lei de Ohm na forma local.

Definiremos um condutor ohmico como sendo um material no qual
se verifica a Lei de Ohm (na forma local),

> = S
entre a densidade de corrente e o campo eléctrico, sendo o

uma constante caracteristica do material (mas que geralmente
depende da temperatura), designada por condutividade eléctrica.

“—~

Em conjunto, as igualdades j = 0E e J = pv implicam que a velocidade dos portadores de carga, e ndo a aceleracio, seja proporcional
ao campo eléctrico, como seria de esperar se se aplicasse a 22 lei da dinamica.

Isto deve-se ao facto de que os portadores de carga sofrem multiplas colisdbes com dtomos no interior do material). O movimento de um
electrao pode ser comparado ao movimento de um corpo sujeito a atrito viscoso - por exemplo, um para-quedista sujeito ao seu peso e
a resisténcia do ar - cuja velocidade tende para um valor constante. R

Veremos em seguida que a lei de Ohm na forma local, j = o, é equivalente
a versao mais familiar, V = Ri, onde R é a resisténcia do condutor.
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Circuitos eléctricos. Resisténcia.

Define-se a resisténcia R de um condutor através da relacdo |AV| = Ri AV
entre a queda de potencial |AV| entre as suas extremidades e a corrente
i que o percorre.
A | i
Esta & a forma mais familiar da Lei de Ohm: a queda de potencial

entre os terminais de um condutor ohmico é proporcional a corrente L
gue o atravessa, e a constante de proporcionalidade é a resisténcia R do condutor.

Esta formulacdao da Lei de Ohm tem que ser equivalente a sua forma forma local,

_)
j = oE. Admitindo que o campo eléctrico € uniforme na secc¢do S do fio condutor, e que o fio é rectilineo e orientado segundo o
eixo Ox, podemos escrever que

R S I _ eadv
i =¢J.AdS =¢$oE.7dS = 6SE, = —0S—.

Se a seccdo S se mantém constante, a intensidade da corrente tem que ser uniforme (conservacao da carga), e portanto

av AV . _ oS
—, = constante = l—Ll, resultando i = - |AV|.

Concluimos que a resisténcia R do condutor obedece arelagao

L
R==
agS
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Circuitos eléctricos

Na generalidade das aplicacOes praticas a resisténcia de um

circuito esta concentrada num troco feito de material de resisténcia R

baixa condutividade como a grafite (¢ = 3x10°> 2 'm™1 a |

20°C), muito inferior a do cobre que constitui o fio condutor

(0 = 6x107 N~ 1m~1 a 20°0C). /\/\/\/

Nessa situacao, consideramos que o fio € um condutor ideal \
(0 = o) e atribuimos toda a resisténcia a esse componente Condutor ideal
electrdnico. (resisténcia nula)

A unidade SI de resisténcia é o Ohm (simbolo ), que |
resulta equivalente a AV™l. A unidade SI de | 8 I '
condutividade (o) é 2 1m™1. / B .
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Circuitos eléctricos. Forca electromotriz.
Consideremos agora o que se passa se incluirmos no circuito uma bateria, que
consiste num recipiente contendo uma solucao electrolitica, na qual estao
mergulhados dois eléctrodos metalicos de composicao diferente.

Os portadores de carga no interior da solucao — ides — estao sujeitos a forcas de
origem quimica que os deslocam para um dos eléctrodos consoante a sua carga.
Estamos portanto na presenca de um campo eléctrico — forca sobre os ides a
dividir pela sua carga — mas nao se trata de um campo electrostatico: nao é
determinado pela lei de Coulomb, mas sim pelas propriedades quimicas dos

q
diferentes materiais. Designa-lo-emos por campo eléctrico aplicado, E,,.

Chamaremos forca electromotriz (f.e.m.) da bateria a quantidade

A—>
€= j E,.dr
C

Sendo o integral calculado entre o terminal negativo — designado por catodo — e o

terminal positivo — designado por anodo — da bateria.

Apesar do nome “forca”, a fe.m. tem as dimensdes do potencial, e usam-se as
mesmas unidades (Volt no Sl).

A bateria electrolitica constitui uma fonte de alimenta¢ao de corrente continua,
porque em condigdes normais de funcionamento a sua forca electromotriz
mantém-se constante.
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Circuitos eléctricos. Forgca electromotriz (cont.)
Se ndo circular corrente no circuito (por exemplo, porque um interruptor esta desligado), termina o movimento dos
portadores de carga idnicos no interior da bateria.

Esse equilibrio ocorre porque a acumula¢ao de carga positiva no anodo e de carga negativa no catodo origina um campo
electrostatico no interior da bateria que é contrario ao campo eléctrico aplicado, e que o anula.

Como esse campo electrostatico verifica, no equilibrio, Ee = —Ea, podemos usa-lo para relacionar a diferenca de potencial
entre os terminais da bateria com a respectiva f.e.m.

A diferenca de potencial, ou tensao, entre os terminais, sera

C C
V, =V, = —J E,.d7 = —f (—E,).d# = ¢

A A
Conclusdo: a diferenca de potencial aos terminais da bateria (também designada por

tensao) é igual a forca electromotriz.

Este resultado s é rigoroso em circuirto aberto (sem passagem de corrente).
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Circuitos eléctricos. Forgca electromotriz (cont.)
Se ndo circular corrente no circuito (por exemplo, porque um interruptor esta desligado), termina o movimento dos
portadores de carga idnicos no interior da bateria.

Esse equilibrio ocorre porque a acumulacao de carga positiva no anodo e de carga negativa no catodo origina um campo
electrostatico no interior da bateria que é contrario ao campo eléctrico aplicado, e que o anula.

Como esse campo electrostatico verifica, no equilibrio, E Ea, podemos usa-lo para relacionar a diferenca de potencial
entre os terminais da bateria com a respectiva f.e.m.

A diferenca de potencial, ou tensao, entre os terminais, sera

C C
V, =V, = —j E,.d7 = —f (—E,).d# = ¢
A A
Conclusdo: a diferenca de potencial aos terminais da bateria (também designada por

tensao) é igual a forca electromotriz.
Este resultado s é rigoroso em circuirto aberto (sem passagem de corrente).

Quando uma corrente eléctrica i percorre o circuito, verifica-se que V, — V. < .
Isso deve-se ao facto de que a fonte de alimentacao tem alguma resisténcia interna.

No caso geral , chamando r a essa resisténcia interna, serd, aplicando a lei de Ohm,

VA—VC=£—1‘i
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Circuitos eléctricos com varias malhas. Leis de Kirchhoff.
A geometria de um circuito eléctrico pode ser mais complicada do que a da figura anterior, comportando varias malhas,
ou seja, trogos que se fecham sobre si mesmos. Vamos considerar agora que o circuito é formado apenas por fontes

de alimentacao de corrente continua e por resisténcias, para simplificar os calculos. As mesmas conclusoes se aplicarao
no caso geral.
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Circuitos eléctricos com varias malhas. Leis de Kirchhoff (cont.)

As leis de Kirchhoff afirmam o seguinte:
Lei das malhas: numa malha fechada, a soma das diferencas de potencial é zero ()., AV}, = 0)
Lei dos nodos: num nodo, a soma das correntes que nele convergem é zero (), iy = 0)

A lei das malhas resulta da natureza conservativa do campo electrostatico. Para as fontes de alimentacao,
consideraremos a tensao entre os terminais iguail a forca electromotriz (fonte ideal).

A lei dos nodos traduz a conservagao da carga eléctrica:
As cargas nao podem desaparecer ou ser criadas no nodo

s
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Circuitos eléctricos com varias malhas. Leis de Kirchhoff (cont.)

As leis de Kirchhoff afirmam o seguinte:
Lei das malhas: numa malha fechada, a soma das diferencas de potencial é zero ()., AV}, = 0)
Lei dos nodos: num nodo, a soma das correntes que nele convergem é zero (), iy = 0)

A lei das malhas resulta da natureza conservativa do campo electrostatico. Para as fontes de alimentacao,
consideraremos a tensao entre os terminais iguail a forca electromotriz (fonte ideal).

A lei dos nodos traduz a conservacao da carga eléctrica:

As cargas nao podem desaparecer ou ser criadas no nodo. W."'-’

Para aplicar a lei dos nodos, temos que atribuir sinais
algébricos as correntes. Por conven¢ao, vamos considerar

positivas as correntes que partem do nodo, e negativas as - A AR 3 JI"'.-"""-"'i"-."_("'\'

correntes que chegam ao nodo.

L=
fov 5010 2500 ;

H
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Circuitos eléctricos com varias malhas. Leis de Kirchhoff (cont.)

As leis de Kirchhoff afirmam o seguinte:
Lei das malhas: numa malha fechada, a soma das diferencas de potencial é zero ()., AV}, = 0)
Lei dos nodos: num nodo, a soma das correntes que nele convergem é zero (), iy = 0)

A lei das malhas resulta da natureza conservativa do campo electrostatico. Para as fontes de alimentacao,
consideraremos a tensao entre os terminais iguail a forca electromotriz (fonte ideal).

A lei dos nodos traduz a conservacao da carga eléctrica:

As cargas nao podem desaparecer ou ser criadas no nodo. W."'-’

Para aplicar a lei dos nodos, temos que atribuir sinais
algébricos as correntes. Por conveng¢ao, vamos considerar

positivas as correntes que partem do nodo, e negativas as 3 A
t ATAYAY | AN

correntes que chegam ao nodo.

Num circuito com multiplas fontes de alimenta¢ao nao é -|:"'*n TEV/ 500 (E{-— 75\
possivel saber a partida em que sentido a corrente circula —

em cada malha. Devemos arbitrar um sentido, e se a

escolha for diferente do sentido correcto o resultado para

a intensidade dessa corrente sera um numero negativo. ,J?
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Circuitos eléctricos com varias malhas. Leis de Kirchhoff.

O primeiro passo para analisar um circuito é identificar o numero de malhas independentes.

Se escolhermos as trés malhas representadas a verde como independentes, ja nao
podemos considerar a malha a vermelho independente.

1000

2501 100
L=
(ﬁ+ 5y 5000 2510
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Circuitos eléctricos com varias malhas. Leis de Kirchhoff.

O primeiro passo para analisar um circuito é identificar o numero de malhas independentes.
Se escolhermos as trés malhas representadas a verde como independentes, ja nao

podemos considerar a malha a vermelho independente.

A escolha nao é unica: podemos ignorar a malha a
vermelho e trabalhar com as outras trés.

1006
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Circuitos eléctricos com varias malhas. Leis de Kirchhoff.

O primeiro passo para analisar um circuito é identificar o numero de malhas independentes.
Se escolhermos as trés malhas representadas a verde como independentes, ja nao
podemos considerar a malha a vermelho independente.

A escolha nao é unica: podemos ignorer a malha a

vermelho e trabalhar com as outras trés.

Alternativamente, podemos focar a nossa ateng¢ao nos
nodos do circuito, que sao os pontos em que converge
varios trocos. Pela mesma logica, temos que seleccionar

um conjunto de nodos independentes. Novamente, ha A MM N - A A A “\'
| N

varias selec¢des possiveis. . ;
2500 : 100

Se escolhermos os nodos a verde como independentes, +% 7
o nodo a castanho ja nao é independente. - 2V 500 250
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Circuitos eléctricos com varias malhas. Leis de Kirchhoff (cont.)
Num circuito com r ramos e n nodos, o numero de malhas independentesé M = r — n + 1 e o nimero de nodos independentes
é N =n— 1. No presente exemploér =12en =8,logo M =5e N = 7. Existem 12 incégnitas, i,, k=1,..,12

Ry =Rc=Rg=10kQ; Rg = Rp= 5 kQ

e
4.—- . 4._ . i 5
> | l l1 - 1g l10 £ R
& — : : :
ﬁ —_— -
(— R, Rp
o+
lg
— — —_—
—, — )
" L2 l11 l12 Uy
N R .
S — b R
e E
A
b+ . . .
L3 ls ly
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Circuitos eléctricos com varias malhas. Leis de Kirchhoff (cont.)
Num circuito com r trocos e n nodos, o numero de malhas independentesé M = r —n + 1 e o numero de nodos independentes
é N =n—1.No presente exemploér =12en =8,logo M =5eN = 7. Existem 12 incégnitas, iy, k=1,..,12
Como existem muitos trocos, convém comecar com a lei das malhas, usando correntes de malha (ficticias):

1) &6-R,(I;1—15)=0
2) SZ—RD(IZ—I:;):O RA—Rc—RE—].Okﬂ RB—RD—Skﬂ
3) —Rp(I3—1;)—Rgl3=0

) — Ryl — I5) — Rely = 0 T g

120V

i
@
T
> e
@

d

l10

— -—>l -*.—-> —’-—* i—> i_>

1 l5112

R) Q

—_ —»4‘

iy
w

€2=90V
||||‘|
@
N
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Circuitos eléctricos com varias malhas. Leis de Kirchhoff (cont.)

Num circuito com r trocos e n nodos, o numero de malhas independentes é M = r —n + 1 e o numero de nodos independentes
é N =n —1.No presente exemploér =12en =8,logo M =5e N = 7. Existem 12 incognitas, i, k=1,..,12

Como existem muitos trocos, convém comecar com a lei das malhas, usando correntes de malha (ficticias):
1) &1 —Ry(I; —I5) =0
2) & —Rp(I; —13) =0

cinco, usando a lei das malhas:

3) —Rp(3—13) —Rgl3 =0 Ry =Rc=Rp=10kQ;Rp = Rp =5 kQ

4) —Rp(ly—1Is) —Rcly =0 T 4_—"\/\'4—.

5) —Ruls —Rgl, =0 - l ig tilo lg R,
As correntes nos trocos podem ser calculadas S ——

através de s —

A . L A —— Rpg

i1 = Iy; =101 —1; iz3=1I iy = I3; L

s =1y~ Iy lg =l b=L—l; ig=I; @ ||j I, i
lg =1y = Is; i1 = Is — 45 111 = Is = Ip; i1 =I5 — I3. ¢ T 7"\ ¢ \l10 _ t Ty
Alternativamente podemos usar a lei dos nodos: | s _—> iz : — iE - —>i1_1'> b }_»ll_; T e R 24
Dip =iy+iz 2)iz=i+is; 3)ig=la+i; N '3 s

4)ig =ig+iyg; 5)i1=lig+ig 6)iy =19+ i11; g - RD R
7) i1z = iy + i1o. I — E
A estas sete equagoes teremos que juntar mais ST .

3
8) &4 — Ryig = 0; 9) &, — Rpis = 0; 10) Rpis — ' — /Ty —4

—REi4 = 0; 11) RBil() — REi4 = 0; 12) RAig — RBil() =0
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Associacao de resisténcias em série e em paralelo
Os principios de conservacao que estao por detras das leis de Kirchhoff permitem obter facilmente a expressao da resisténcia
equivalente de uma associacao de resisténcias em série ou em paralelo, como se indica na figura.

Na associacao de cima (série) é imediato constatar que a corrente que

atravessa as duas resisténcias € igual, por conservacao da carga.

Chamando i a essa corrente, a lei de Ohm permite concluir que

Vg — V4 = Ryi e Vo — Vg = R,i. Somando as duas equacdes, obtém-se —‘—-W—o—MA—o— Associagdo
Ve — V4 = (R + Ry)i, ou seja, se substituirmos as duas resisténcias por em serie
uma Unica resisténcia de valorRzg" = R; + R, a corrente que atravessa

o circuito é a mesma. Dizemos por isso que
Ser =R;{+R,
é a resisténcia equivalente da associacao em série.
No circuito de baixo, onde as resisténcias estao ligadas em paralelo, a lei dos
nodos permite concluir que as correntes que atravessam as resisténcias
verificam iy + i, = i. Aplicando a lei de Ohm a cada resisténcia e tendo em conta que ambas tém uma tensao V; — I/ entre os
seus terminais, resulta Iy —Vp = R{i; = R,i,. A resisténcia equivalente ao paralelo é a que causa a mesma diferenga de
VE=Vp , VE=VD
]
R4 R

Associacdo
em paralelo

potencial quando é atravessada pela corrente i, ou seja, Vg — Vp = Rpar Rpar(ll +i,) = %par (

Conclui-se que
1

_— — _|__
RET" Ry R,

no caso da associacao em paralelo de duas resisténcias.
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Associa¢ao de condensadores em série e em paralelo

Podemos alargar os resultados referentes a associacao de resisténcias a circuitos com associacdes de condensadores.
Comecando com a associacao em série (figura de cima), podemos
constatar que o condensador C; tem carga Q = C; (V5 — V,) e que

o condensador C, tem carga Q = C,(Vp — V). Com efeito, uma vez C

gue o troco entre os dois condensadores esta isolado pelos dieléctricos _ﬁ 1 €1 E ! |2 E_
em ambos os lados, a sua carga total deve ser nula, pelo quea carga — 1 B

na placa direita de C; é simétrica da carga na placa esquerda de C,. !

Como as duas placas de cada condensador devem ter cargas ICI1

simétricas, podemos concluir que ambos os condensadores armazenam . 11 .

a mesma carga. —e *—

O condensador equivalente é aquele que armazenar a mesma carga ( i ”

mantendo aos seus terminais a tensao Vp — V4, ou seja, a capacidade
equivalente deve verificar Q = C2¢"(Vp — Vy). ComoVp —Vy = (Vp — V) + (Vg — V) = %?—I— c% conclui-se que

1 1 1
A
Para a associacao em paralelo, tendo em conta que a tensao em ambos os condensadores é Vr — Vi e que agora as cargas
dos dois condensadores se somam, resulta que Q; = C;(Vp — Vi) e Q, = C2(Vr — Vg) . Procura-se C,, tal que a carga total
verifique Q1 + Q, = Cpar(VF V), ou seja, é agora

Coqs =Cy+Cs.
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Poténcia dissipada numa resisténcia. Lei de Joule.
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Poténcia dissipada numa resisténcia. Lei de Joule.

No interior de um condutor ohmico percorrido por uma corrente com

densidade de corrente J existe um campo eléctrico E = ﬁ , : \
Por outro lado, sabemos que J = pv, sendo p a carga por unidade de volume ( O O O
e U a velocidade dos portadores de carga.

O trabalho feito pelo campo eléctrico sobre uma carga elementar dq por unidade L

de tempo serd, tendo em conta que dq = pdV, sendo dV o elemento de volume,

dP = dq E.% = dgE. % = (pdV)E.L = E.7dv = 2 2av.

O |-

Considerando agora um condutor filiforme de seccdao S e comprimento L, onde j é uniforme, o trabalho feito pelo campo em
todo o volume do condutor por unidade de tempo sera
P = 1j25L _L (jS)?= Ri?
o oS ’
uma vez que % é a resisténcia e jS é a intensidade da corrente. Em regime estacionario, este trabalho realizado pelo campo

eléctrico dissipa-se na forma de energia térmica.

Nessas condicdes, a poténcia (energia térmica por unidade de tempo) dissipada na resisténcia é
P = Ri*

resultado conhecido como lei de Joule.

Recorrendo a lei de Ohm, é possivel escrever a lei de Joule na forma alternativa P = V1.
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Circuitos eléctricos. Circuito RC

Sabemos ja que a diferenca de potencial entre os terminais da resisténcia R é dada por Ri.
E oportuno obtermos uma expressao para a diferenca de potencial aos terminais de um condensador.

Quando circula corrente no circuito, a quantidade de carga acumulada nas placas do condensador varia ao longo do tempo
(a carga nao “atravessa” o condensador, por causa do dieléctrico; acumula-se nas placas).

No intervalo de tempo dt o condensador recebe uma quantidade de carga dqg = i(t)dt.

Em resultado dessa variacao de carga, a diferenca de potencial aos terminais do condensador vai ter uma variagao

dV—ld —1'(t)dt
_C q—Cl .

Se no instante t = 0 o condensador estava descarregado, num instante
genérico t a diferenga de potencial entre os seus terminais sera

AV| = ve= 2 [, i(B)dt
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Circuitos eléctricos. Circuito RC (cont.)

Circulando ao longo do circuito no sentido directo, como se indica na figura, e tendo em conta que a soma de todas as
diferencas de potencial num circuito fechado tem que ser zero (lei das malhas), concluimos que

—Ri—ve+(e—1i)=0
Derivando ambos os membros da igualdade v, = %fot i(t)dt obtém-se
CL=2i,

logo,
Ri = RCZE

0 que permite re-escrever a equagao |n|C|aI na forma
dv(;
e=ve+ @ +R)C —=

Trata-se de uma equacgao diferencial que deve ser resolvida para sabermos con
tensao aos terminais do condensador ao longo do tempo.
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Problema

Mostrar que a equacao diferencial

de
E=VC+RCW

admite a solucao
t

ve(t) =€+ (vy —€)e RC
Como varia a corrente i ao longo do tempo?

Represente graficamente a tensao aos terminais do condensador e a
corrente, no caso em que o condensador esta totalmente descarregado em t=0.
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Circuitos eléctricos. Bobine. Indutancia.

Vimos que a diferenca de potencial aos terminais de um condensador é proporcional ao integral da corrente:

1 t
Ve = Ef i(t)dt
0

Admitamos agora que é possivel construir um componente electréonico que apresente uma diferenca de potencial aos seus
terminais proporcional a derivada da corrente.

Designaremos esse componente por bobine, e veremos em breve que pode ser obtido enrolando um conductor sobre uma
superficie cilindrica.

Designaremos a constante de proporcionalidade por indutancia da bobine,

e designaremos essa grandeza pela letra L. Sera entao

di
VU = LE
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Circuitos eléctricos. Bobine. Indutancia (cont.)

Ao longo do circuito fechado, as diferencas de potencial aos terminais
dos componentes devem verificar

—Ri — L———f i()dt+(e—1i) =0
Derivando novamente em ordem a t obtém-se
di 1.
—LE — (R-I'T')a —El =0

ou (fazendo r=0)

d%i Rdi 1
—+——+—l—0
dt? L dt

Novamente, a analise do circuito conduziu a uma equacao diferencial,
que devemos resolver para ficarmos a conhecer a corrente i como
funcao do tempo. Conhecida a fung¢ao i(t) podemos

calcular vy(t), v (t) e v (T).
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Circuito RLC

Vimos que no circuito RLC alimentado com uma fonte de corrente continua se verificava a seguinte equacao:

dt C

a partir da qual obtivemos, por derivac¢io, a equagio diferencial
d2i+(R+r)di+ 1.0

dt? L dt LC'~

, , di 1t
E—TL—RL—L———Jl(t)dt=O
to




TECNICO
LISBOA
Circuito RLC

Vimos que no circuito RLC alimentado com uma fonte de corrente continua se verificava a seguinte equacao:

dt C
a partir da qual obtivémos, por derivacao, a equacao diferencial
d’i (R+nr)di 1
+ +
dt? L dt LC

, , di 1t
8—7‘l—Rl—L-—-jl(t)dt=0
to

i =20

Se agora substituirmos a fonte de alimentacdao por um gerador de

sinais que formeca aos seus terminais uma tensao R
e(t) = ggsen(wt),

ou seja, uma tensao alterna sinusoidal de amplitude g, e frequéncia

angular w, aquelas equacdes devem ser substituidas por £(t)
. . di 1 ot .
—Ti—Ri—L—— Efto i(t)dt = — ggsen(wt)

d?i  (R+7r) di 1. gw
—+ —1 =——wcos(wt
dt? L dt LC L (wt)
Trata-se de uma equacgao diferencial linear nao homogénea com coeficientes constantes, cuja solugao se obtém
combinando a solu¢ao geral da equagao homogénea com uma solugao particular da equag¢ao completa.
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Circuito RLC. Oscilagoes livres
A equacao homogénea

d?i  (R+r) di 1

—+—=i=0 L
dt? + L dt + LC
corresponde ao regime livre (sem fonte de alimentacao) e pode ser reescrita na forma
dzi di 2. .
— 42—+ wii =0
(R dt? a = 0 C R
R+r 1 , « s sogs
comA = e wy = —. O método do polindmio caracteristico
2L VLC
permite escrever a solucdao na forma £(t)

i(t) = Ae<_l+\/m>t + Be<_l_‘/m>t

sendo A e B constantes arbitrarias. Vamos focar a nossa atengdo no caso 1 < w,. i(t)
Apods alguma manipulacao com base em identidades trigonométricas a ultima

~ . C Ce—lt
expressao pode ser reescrito na forma seng 1 e
i(t) = Ce Msen(w't + @)
onde C e ¢ sdo constantes arbitrarias e 0’ = /w(z) — A2. Trata-se de uma corrente | S
| -
oscilatéria amortecida, como se indica na figura. A quantidade A mede o grau de

amortecimento, e a quantidade w, é a frequéncia angular que a corrente teria se

nao existisse amortecimento. Designa-se por frequéncia angular prépria do circuito

a quantidade wy. Quando A < w, dizemos que o circuito tem amortecimento sub-critico.

Esta solugdo corresponde a uma corrente transiente que surge no circuito quando se liga ou desliga o gerador de sinais.
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Circuito RLC. Oscilagoes forcadas. Ressonancia

A solucao da equacao completa
d?i  Rdi _ fw
T + == cos(wt) L

(fazendo r = 0 para simpllflcar) e mais trabalhosa, e ndo sera feita aqui. Pode-se
verificar que a seguinte solucao é valida, por substituicdao directa na equacao diferencial. .

¢ R
. — €o _ -1~ _ _ -
O = et~ o) £(0)
ou seja,
i(t) = Asen[wt — 8] com A(w) = \/( 801 )2 e _1(— — ﬁ |
wL ——=) +R?

A quantidade A(w) mostra que a intensidade maxima da corrente depende
da frequéncia. Essa dependéncia estd representada na figura para diferentes

valores do parametro A = %. A quantidade & é a diferenga de fase entre €(t) e i(t).
A inspecgdo da expressdao de A(w) mostra que no caso em que R = 0, ou seja, AN

A(w) |

o circuito é formado apenas por um condensador e uma bobina, existe um valor da | kY
A . : 1 . ~,
Frequéncia do sinal aplicado pelo gerador, dado por w, = 7o Parao qual a amplitude “‘h\&
da corrente toma um valor infinito. Dizemos entao que ocorreu uma ressonancia —

destrutiva. Note-se que w, = w,, a frequéncia angular prépria do circuito. j
No caso em que R + 0, ocorre ressonancia quando A(w) é maximo.
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Problema: o condensador C é totalmente carregado pela fonte de
alimentacao cuja f.e.m. é £. Em seguida, desliga-se o
interruptor e o condensador descarrega-se totalmente,
através da resisténcia R. Mostre que a toda a energia que
estava inicialmente no condensador se dissipa na resisténcia.

-
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Introdu¢ao ao Magnetismo
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As propriedades magnéticas de alguns materiais ja eram conhecidas ha cerca de 2000 anos atras (na Grécia), e usadas na
navegac¢ao desde o século 11 (na China), mas a sua origem permaneceu misteriosa até ao século 19 (Oersted, 1820).
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Introducao ao Magnetismo

»

As propriedades magnéticas de alguns materiais ja eram conhecidas ha cerca de 2000 anos atras (na Grécia), e usadas na

navegacao desde o século 11 (na China), mas a sua origem permaneceu misteriosa até ao século 19 (Oersted, 1820). Apenas

no inicio do século 17 o comportamento da bussola foi atribuido as propriedades magnéticas da Terra (“Magnus magnes
ipse est globus terrestris”, Gilbert, 1600).
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Introducao ao Magnetismo

»

As propriedades magnéticas de alguns materiais ja eram conhecidas ha cerca de 2000 anos atras (na Grécia), e usadas na

navegacao desde o século 11 (na China), mas a sua origem permaneceu misteriosa até ao século 19 (Oersted, 1820). Apenas

no inicio do século 17 o comportamento da bussola foi atribuido as propriedades magnéticas da Terra (“Magnus magnes
ipse est globus terrestris”, Gilbert, 1600).
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Introdu¢ao ao Magnetismo

As propriedades magnéticas de alguns materiais ja eram conhecidas ha cerca de 2000 anos atras (na Grécia), e usadas na
navegacao desde o século 11 (na China), mas a sua origem permaneceu misteriosa até ao século 19 (Oersted, 1820). Apenas
no inicio do século 17 o comportamento da bussola foi atribuido as propriedades magnéticas da Terra (“Magnus magnes ipse

est globus terrestris”, Gilbert, 1600). Foi s6 no século 19 que se compreendeu que o campo magnético terrestre tinha
origem no interior do planeta (Gauss, 1838).
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Introdu¢ao ao magnetismo

Experiéncia de Oersted (1820)
https://www.youtube.com/watch?v=-w-1-4Xnjuw

Conclusao: electricidade e magnetismo estavam de
alguma forma interligados.

Experiéncia de Ampeére (1827)

Pouco depois da experiéncia de Oersted, Ampere
verificou que dois condutores paralelos percorridos por corrente eléctrica

se atraem, se os sentidos forem iguais, ou se repelem, se os sentidos forem opostos.

Ampere determinou que dois elementos dl,e dl, (ver figura) se atraiam com uma Ly dl,
forca cujo moédulo é dado por _
iiydlydl 1
dF:Mo 1l2 21 2 T
41T r 1}?
A constante pu, designa-se por permeabilidade magnética do vazio. v dl,
I [

Até 20 de Maio de 2019, a lei de Ampeére era usada para definir a unidade —1— 2 —

de intensidade de corrente, o Ampere.
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Forca de Lorentz e Lei de Biot-Savart

Os dois fios atraiam-se sem que estivessem electrizados (a sua carga total era nula), e ndo eram feitos de material magnético.
Tratava-se de um tipo de interaccao até entao desconhecida.

Para descrever essa interaccao foi introduzido um novo conceito: o campo magnético. Podemos afirmar que a passagem de

corrente no condutor 1 cria um campo magnético em seu redor, e gue esse campo actua sobre as cargas eléctricas em
movimento no condutor 2.

Para explicar as observacdes experimentais de Ampeére, a interacgao é
descrita do seguinte modo:

é
1) Uma corrente i a circular num elemento de circuito dl na origem de um
referencial causa num ponto com vector posi¢do 7 um campo de inducdo

magnética dB dado por " dly
dB = ”73 rlz (dixq,) Lei de Biot e Savart O D
e . — . r dF
2) Uma carga eléctrica g que se move com velocidade v num campo de . 1a 3
inducao magnetlca B fica sujeita a uma forca dada por T o
qva Forca de Lorentz y ———— . dl, ®_>
t2 dB

Nota: Veremos mais adiante que a expressao geral da Forca de Lorentz é — —

F = q(E + UxB ), ou seja, se existir também um campo eléctrico é a forga
total devida aos efeitos do campo magnético e do campo eléctrico.
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Forca de Lorentz e Lei de Biot-Savart (cont.)

. d .
Tendo agora em conta que [ = d—z e chamando dg, a carga dos portadores

de carga que se encontram em dl, , sera

dq,? = dq, dtz = dtz dl, = i,dl,

Logo a forga sobre dl, sera
dF = i,dl,xB
um resultado conhecido como lei de Laplace.

Substituindo B pela expressao dada pela lei de Biot e Savart

dB = 2= (dlyx,)

obtém-se (notar que dB é perpendicular a d—l2>):

dF — Ho ilizdlldlz
41T T2

qgue é o resultado estabelecido experimentalmente por Ampere.

— dl, ®
2 dB

nups:.//www.youtupe.com/waitCnsv=nrRuvimorn_<~ZA


https://www.youtube.com/watch?v=nRDVm5rn_2A
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Campo magnético na vizinhanc¢a de um conductor rectilineo infinito

Problema: Calcular o campo de indugcao magnética a distancia R snectonof
on s - magnetic field lines
de um conductor rectilineo uniforme. X o m N
Sugestdes: - use a variavel de integracao 6 / \\J/
- use a regra da mao direita
right hand

Solugao: pela regra da mao direita, a contribuicao dB causada no

magnetic field lines

Ponto P pelo elemento de condutor dl é sempre perpendicular
ao plano da figura e dirigido para tras da mesma. Podemos por
isso somar os modulos de todas as contribuicdes dB sem ter que

calcular projeccoes. Sera, pela lei de Biot-Savart .
B - Uo i dx sen (0 + 7T/z) Mo lidxcos® pu, idxr kR le »
 4m (x2 +1r?) 4w (x2+712) 4w (x2 + r2)3/2 %,/ka
Logo, X T 3
_ Hori oo dx % dB
) @212y’ - x=0 d e
O integral calcula-se fazendo a mudanca de variavel x = r tg0 ;\R

e integrando em 8 entre — "/, e +™/,. O resultado é

Mol

B =
21T
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Teorema de Ampere

Tal como na electrostatica verificamos que em muitas situagdes o calculo do campo podia opioner

ser feito sem recurso a Lei de Coulomb, também no electromagnetismo o campo da inducao clctic urent__, conductor
magnética pode em certos casos ser calculado sem usar a lei de Biot e Savart. Terao que se C@/

verificar determinadas condicdes de simetria e de uniformidade do modulo de B, como ja era - U

0 caso na electrostatica para o modulo de E.

magnetic field lines

Para obtermos o teorema de Ampere, que permite fazer esses calculos, tomaremos como ponto
de partida a terceira equacao de Maxwell, e admitiremos que nao estamos na presenca de um

—

7 . 4 aE g = - .
campo eléctrico variavel (E = 0). Nesse caso podemos escrever que rotB = u,J, sendo J a densidade de corrente.

O teorema de Stokes afirma que a circulacao de um vector num caminho fechado é

iy e \ B igual ao fluxo do seu rotacional através de uma superficie limitada por esse caminho.
A figura ilustra a aplicacao do teorema de Stokes ao campo de indugao magnética.
l Se designarmos por C o caminho representado a tracejado e por S a superficie
representada a azul claro, a qual é atravessada por duas correntes iqe i,, sera
BN 34 B.dr =J (rotﬁ).ﬁds=u0j 7.AdS
C S S

onde se usou a terceira equacao de Maxwell. Mas o fluxo da densidade de corrente é a corrente total que atravessa S, logo,
95C B.dr = pyi (Teorema de Ampére)

Neste caso, i = i; — i,. O sinal das correntes é determinado pela regra da mao direita aplicada a circulagao de B.
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Campo magnético na vizinhanc¢a de um conductor rectilineo infinito (de novo)

Problema: Calcular o campo de indugcao magnética a distancia R
de um conductor rectilineo uniforme (de novo).

Solugao
Sendo o fio infinito, podemos concluir que o vector B tem que estar
contido no plano que |he é perpendicular. Por outro lado tem que ser

perpendicular a direccao radial (devido ao termo EI)XﬁR da lei de Biot e
Savart). A inducao resultante no ponto P de todas as contribuicdes
elementares tem por isso que ter a direccao e o sentido indicados na figura.

O modulo de B s6 pode depender de R, logo sera constante sobre o
caminho circular representado a tracejado.

A circulacdo de B sobre esse caminho tera que
serigual a ugi:

mas com esta geometria sera
¢ B.dr = B.§ dr = 2rrB, ou seja,
Kol

B =——
21Tr

direction of
magnetic field lines
electric curren . m conductor
]

4y

magnetic field lines

dl

']
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Campo magnético na vizinhang¢a de um conductor rectilineo infinito

Problema: Calcular o campo de indugcao magnética a distancia R
de um conductor rectilineo uniforme.

direction of
X magnetic field lines

ﬂo

A solugcao B = = nao pode ser aplicada a um condutor

right hand

electrlc current : { :i t ; conductor
]

que tenha diametro nulo, porque a inducdao magnética tenderia

para infinito junto ao fio. Devemos por isso analizar o que se passa se
o raio do condutor for a. Para pontos com r > a continua a ser valida dl
a solucao anterior, porgue toda a corrente i passa no interior do caminho

circular de raio r. Vamos tratar o caso r < a. Em corte, teremos

a seguinte situacao: vamos tratar a densidade de corrente como uniforme, i T

magnetic field lines

’ . l ’
com moédulo j = — A corrente que atravessa o circulo

— de raio r (a roxo) sera (g)zi

O teorema de Ampere
implica que

2rB = ,uoi(g)2
_ Mol
2ma?
] A figura mostra a variagao de B com .

v
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Campo magnético num ponto do eixo de uma espira percorrida por uma corrente j

Aplicando a Lei de Biot e Savart a contribuicdo do elemento de espira rdf para a inducao
magnética no ponto P, obtém-se:
Uol 1d6
41T 12 + z2 ~
A simetria do problema permite concluir que todas as componentes de B except a que tiver
a direccao do eixo Oz se anulam. A componente Segundo Oz deve verificar

Uol T cosa dB

dB, =

4 1?4 72

. Substituindo e integrando em 6 obtém-se

dB =

sendo cosa =

r2472
- 2 E - 2
Uol r 2 Uol r
j “ 4m (r? + z2)3/2 j_g 2 (r2 4 2z2)3/2
Ou, vectorialmente,

2 (r2 +22)3/2 7
Um caso particular importante corresponde ao centro da espira (z=0), onde o campo é

— Ul _
B=——1u
2r Z

rd@
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Campo magnético no interior de uma bobina percorrida por uma corrente i.

Podemos tratar o segmento dx da bobina como uma espira onde circula uma —f dxi+-
corrente di = n i dx, sendo n o numero de espiras por unidade de comprimento. .“.."““.
O resultado anterior da, para a indu¢cao magnética no ponto P, a expressao | I a
—  peni a?dx R | P | .
B @A CORO0O000000
Esta expressao pode ser integrada fazendo variar x entre 0 e L. O calculo do integral
a x=0 X Xp x=L

‘pode fazer-se através da mudanga de variavel tgf = —
o

A figura mostra qual o significado do angulo 6. Serad dx = a cosec?6 df e o integral
toma a forma

61 :
- ni ni a
B = Ho j senf dO 1, = Hoz (cosBy — cosB,; )i,

6

SORSSRAT

v

Admitindo agora que L>>a, podemos tratar a bobina como infinita e considerar
que 6p= 0 e 8; = 1. Nesse caso, obtém-se o importante resultado que da
a indugcao magnética no eixo de uma bobina ideal com o eixo ao longo de Ox:

B=ﬂ0niﬁx
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Campo magnético no interior de uma bobina percorrida por uma corrente i. Solenoide ideal.

Podemos usar o Teorema de Ampére para dr
— C

investigar as propriedades do campo B de

uma bobina ideal. Usando o caminho indicado @ ““.‘.J‘.‘.“““‘“Q“

- — a
na figura, podemos concluir que 953. dr =0, B ,' drl B—— Iﬁ;

[
»

\dr —

uma vez que a superficie limitada por esse 1® QOOOOOQOOQQOQQQOQC)@@QOQQ

caminho é atravessada pela corrente tantas vezes

num sentido como no sentido contrario, e portanto
. A = B
a corrente total é zero. dr

No interior da bobina o campo é perpendicular ao caminho de integracao, e por isso a contribuicao para o integral é zero.
: . By 4 D5 . - .
Podemos concluir que tera que ser gﬁ B.dr + 95 B.dr = 0. A uUnica forma de esta condicao se verificar (tendo em conta

gue os pontos podem estar no infinito) é que seja B = 0 fora da boblna dr
Considere-se agora o caminho de cirdulacdo da figura —

Os pontos A e B vai contribuir para o integral de circulagao.

de baixo. Pelas razdes apontadas acima, so o troco entre ““‘
. _ . . " QQ 00000000 Q“Q.‘

—_

ﬁ
Sendo a bobina infinita, o campo B no seu interior nao —» —»

pode depender da posigé ao Iongo do eixo. Sera ® OOOOOOOO@OO&OOOOOOOO@OOO
$B.dr = f B.dr = B. f dr = B(xg — %) = tolrora = Mo Ni(xg — x,4), sendo n o ndmero de espiras por unidade de

comprimento. Resulta que B = pgni, como ja sabiamos. Concluimos agora que B é uniforme no interior da bobina: nao
depende da distancia ao eixo, além de nao depender da posicao ao longo do eixo.



TECNICO
LISBOA

Campo magnético no interior de um cabo coaxial

Podemos usar o Teorema de Ampére para calcular o campo de inducao
magnética existente no interior de um cabo coaxial quando ele é percorrido

Por uma corrente. Este resultado é importante porque se esse campo magnético
variar no tempo (o que acontece em muitas aplicacdes) o cabo coaxial funciona
como uma bobina adicional no circuito, na qual surge uma forca electromotriz
induzida que afecta o comportamento do circuito.

Vamos admitir que no condutor central a corrente i circula dirigida para o lado
de ca da figura. Nesse caso, o campo de inducao tera a geometria indicada na
figura, quer no dieléctrico quer nos condutores.

Comecgando com o caso r < a, torna-se necessario calcular a corrente que passa

: : o . . . , . i
por dentro do caminho de circulagdo. Facilmente se verifica que a densidade de corrente é j = — pelo que a corrente que
2 2

. . 7 . 4 r - . \ . T‘ " .
passa no interior do circulo de raio r sera =L Aplicando o Teoremade Ampere conclui-se que 2nrB = Uy — L, ouseja,
B Tl ( )
=u r<a
0 2ma?

No caso a <r < b, ou seja, no dieléctrico, sera 2nrB = uyi, e portanto
[
B=uy— ((a<r<b
05— )
No condutor externo serd b< r < b + §, e teremos que descontar a corrente i a parte que atravessa em sentido contrario no

: . r2 ]
condutor exterior, obtendo-se B =, (1 — —2b6+62) i (b<r<b+9)
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Lei de Faraday da indugao electromagnética

Em 1831, Michael Faraday descobriu experimentalmente que é possivel criar uma
corrente eléctrica numa espira a partir de um campo magnético variavel, como se
ilustra na figura da direita. Pode-se concluir que o campo variavel induz uma forca
electromotriz (f.e.m.) na espira. Este fendmeno, designado por inducao
electromagnética, pode ser produzido dos seguintes modos:

- variando a intensidade de B na zona onde se encontra a espira (figura de baixo);;
- aumentando a area da espira;
- girando a espira (figura de baixo).

Estas observacdes sugerem que a f.e.m.

.
\ W21, Induzida esta relacionada com a variagao
7 do fluxo de B através da area S da espira,
(/ \J\\e ! > . R
= - Q= B.ndS
S
@ Com efeito, constata-se experimentalmente
\ que a for¢a electromagnética € induzida numa
espira quando varia o fluxo da indugao magnética
@ através da espira é dado por
Quando uma espira gira num £ = do
campo B, surge nela uma for¢a dt

electromotriz induzida. Que é a lei de Faraday da inducao.

Galvanometer

Calvanometes

R T
\ b
\ \

e -?.,ii

i

Ccamiills =
\ ,' y

e L

*

X
|

Experiéncia de Faraday: variando a intensidade
de B induz-se uma forg¢a electromotriz na espira.
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Lei de Lenz
A lei de Lenz permite concluir de forma eficaz qual o sentido em
que circula a corrente induzida por uma variacao de fluxo
magnético:

A corrente induzida produz um campo magnético cujo efeito é

diminuir a variagdo de fluxo que originou a indugédo (Lei de Lenz).

Para aplicar a lei de Faraday é necessario compreender
qual o significado do sinal de ¢.

=)

N

sentido positivo
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Lei de Lenz
A lei de Lenz permite concluir de forma eficaz qual o sentido em
que circula a corrente induzida por uma variacao de fluxo
magnético:

A corrente induzida produz um campo magnético cujo efeito é
diminuir a variagdo de fluxo que originou a indugédo (Lei de Lenz).

Para aplicar a lei de Faraday é necessario compreender

qual o significado do sinal de . Para isso, devemos comegar
por arbitrar o sentido da normal a espira, 7. Com o polegar da
mao direita apontando nesse sentido, os restantes dedos da mao
indicam o sentido positivo da corrente.

=)

sentido positivo
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LISBOA

Lei de Lenz
A lei de Lenz permite concluir de forma eficaz qual o sentido em
que circula a corrente induzida por uma variacao de fluxo
magnético:

A corrente induzida produz um campo magnético cujo efeito é
diminuir a variagdo de fluxo que originou a indugédo (Lei de Lenz).

Para aplicar a lei de Faraday é necessario compreender

qual o significado do sinal de €. Para isso, devemos comegar por
arbitrar o sentido da normal a espira, 7. Com o polegar da mao
direita apontando nesse sentido, os restantes dedos da mao
indicam o sentido positivo da corrente.

d , d . . .
Se d—‘f <0ée=-— d—‘f > (), e a corrente circula no sentido positivo.

\

sentido positivo

=)

Médulo de B diminui
ecos0>0

g N

dB e

S Nt—m

dt I B,
( N
( /)
Q. 4
\\\\\\::_:::f-/// / 1

>0

ou

Médulo de B diminui
ecos0<0
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Lei de Lenz
A lei de Lenz permite concluir de forma eficaz qual o sentido em que
circula a corrente induzida por uma variacao de fluxo
magnético:

A corrente induzida produz um campo magnético cujo efeito é
diminuir a variagdo de fluxo que originou a indugédo (Lei de Lenz).

Para aplicar a lei de Faraday é necessario compreender

qual o significado do sinal de €. Para isso, devemos comegar por
arbitrar o sentido da normal a espira, 7. Com o polegar da mao
direita apontando nesse sentido, os restantes dedos da mao indicam
o sentido positivo da corrente.

d , d . : "

Se d—f <0ee= —d—(f > 0, e a corrente circula no sentido positivo.
do , do . . .

Se m >0ée=— — < 0, e a corrente circula no sentido negativo.

=)

\

sentido positivo

ou

Médulo de B diminui
ecos0<0

Modulo de § aumenta
ecos0>0
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Lei de Lenz
A lei de Lenz permite concluir de forma eficaz qual o sentido em
que circula a corrente induzida por uma variacao de fluxo
magnético:

A corrente induzida produz um campo magnético cujo efeito é
diminuir a variagdo de fluxo que originou a indugédo (Lei de Lenz).

Para aplicar a lei de Faraday é necessario compreender

qual o significado do sinal de €. Para isso, devemos comegar por
arbitrar o sentido da normal a espira, 7. Com o polegar da mao
direita apontando nesse sentido, os restantes dedos da mao
indicam o sentido positivo da corrente.

d , . . .
Se d—‘f < 0serae > 0, e acorrente circula no sentido positivo.

d , . . »
Se d—‘f > 0 sera e < 0, e a corrente circula no sentido positivo.

Se se arbitrar um sentido diferente para 7, o sinal de &
muda, mas o sentido da corrente mantém-se.

Sentido positivo
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A lei de Faraday e a terceira equac¢ao de Maxwell.

-

0B

E facil verificar que a lei de Faraday da induc3o equivale a terceira equacdo de Maxwell, rotE = — =

Com efeito, igualando os fluxos dos dois membros da igualdade através superficie da espira, obtém-se
(no caso em que a espira é fixa)

- a -
j rotE.ndS = ——f B.ndS
S at Jg
O integral da direita é o fluxo de B através da espira, que designamos por @.

O teorema de Stokes permite substituir o fluxo de rotE pela circulacdao de E ao longo da espira. Mas a circulacdo do campo
eléctrico num caminho fechado é a forca electromotriz induzida &(se o campo eléctrico for nao-conservativo; se fosse
conservativo seria zero).

, : o L d , :
Concluimos portanto que a Terceira equacao de Maxwell implica que € = —d—f, que é a lei de Faraday.

Constatamos também que o campo eléctrico que surge na espira e que é responsavel pela corrente induzida é nao-
conservativo.




TECNICO wmestradoem Engenharia Civil / Licenciatura em Engenharia de Minas e Georecursos
LISBOA Electromagnetismo e Optica - 12 semestre de 2019/2020

Gerador eléctrico Electro-iman

Uma aplicacdo importante da inducao electromagnética consiste na producao de energia eléctrica a partir de energia mecanica.

Fazendo rodar com velocidade angular w uma espira — ou uma bobina com N espiras — num campo magnético B, como se indica
na figura, tendo em conta que o angulo 6 vai variar segundo 8(t) = 6, + wt e que B.7 = Bcos0, representando por S a area

de cada espira, o fluxo total sera ¢ (t) = NSBcos(6, + wt), e a for¢a electromotriz induzida sera
¢ = NSBwsen (0, + wt)

Trata-se portanto de um gerador de corrente alternada.

Stater fleld

N\ T~ 10)
B v _ Reter field (ratating) \
U= ; N - S Y ;h?ped 31 r'Ings
\6 soit iran falpt~] hrushas
"o
‘ ' > IIIJ

° )
LRARY

AC output

|

\ electrical J <
T loud Flald
VIStG de cima F;aﬂery IB . KJE,,BK_I axcitotion

1]+ i

Electro-iman Esquema de um gerador de corrente alterna
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Forca de Lorentz

l
Referimos ao estudar a experiéncia de Ampere (atraccao ou repulsao de dois __dll_
condutores rectilineos quando nelas circula corrente eléctrica) que para explicar as , dF
observacdes era necessario admitir gue uma carga eléctrica g a mover-se com l 9 v
velocidade ¥ num campo magnético B ficava sujeita a uma forca dada por qv xB. , L - dl, ©
L f2 dB |

Se admitirmos que existe também um campo electrostatico, a forca a que a carga fice
sujeita é designada por For¢a de Lorentz, e é dada por

F = q (E +VxB)
Podemos interpreter esta expressao dizendo que ao campo electrostatico F
se juntou um campo eléctrico aplicado E, = v xB.
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Forca de Lorentz

Referimos ao estudar a experiéncia de Ampere (atraccao ou repulsao de dois
condutores rectilineos quando nelas circula corrente eléctrica) que para explicar as
observacdes era necessario admitir gue uma carga eléctrica g a mover-se com

velocidade ¥ num campo magnético B ficava sujeita a uma forca dada por qv xB.

Se admitirmos que existe também um campo electrostatico, a forca a que a carga fica
sujeita é designada por For¢a de Lorentz, e é dada por

F = q (E +VxB)
Podemos interpreter esta expressao dizendo que ao campo electrostatico E
se juntou um campo eléctrico aplicado E, = v XB.

A figura exemplifica o surgimento da for¢a de Lorentz quando uma carga g (> 0)
entra com velocidade ¥ numa regido do espaco em que existe um campo eléctrico
uniforme E dirigido para a direita e um campo magnético uniforma dirigido da folha
para o observador.

=

E
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Forca de Lorentz

Referimos ao estudar a experiéncia de Ampere (atraccao ou repulsao de dois
condutores rectilineos quando nelas circula corrente eléctrica) que para explicar as
observacdes era necessario admitir gue uma carga eléctrica g a mover-se com

velocidade ¥ num campo magnético B ficava sujeita a uma forca dada por qv xB.

Se admitirmos que existe também um campo electrostatico, a forca a que a carga fica
sujeita é designada por For¢a de Lorentz, e é dada por

E

F = q (E +VxB)
Podemos interpreter esta expressao dizendo que ao campo electrostatico E
se juntou um campo eléctrico aplicado E, = v XB.

A figura exemplifica o surgimento da forca de Lorentz quando uma carga g (> 0) entra
com velocidade ¥ numa regido do espaco em que existe um campo eléctrico uniforme

E dirigido para a direita e um campo magnético uniforma dirigido da folha para o
observador.

=

A forca de Lorentz vai ser util para se entender o que se passa numa espira
condutora com area variavel situada num campo magnético externo.
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Espira de area variavel

A variacao do fluxo da inducdo magnética pode resultar da variacao da area da espira,
como se ilustra na figura ao lado. A espira tem uma parte mével (a verde) que se move com
velocidade constante ¥ por efeito de uma forca externa ﬁext, numa zona onde existe um
campo B.

O campo B aplica nos portadores de carga da barra modvel uma forga F= qﬁxﬁ, gue pela
regra da mao direita se conclui que é para cima (admitindo portadores de carga positivos).

Podemos concluir que surge na barra mével um campo aplicado ndo-conservativo

- F 5 =
E, = - = vxB.

q
Este campo eléctrico origina uma forca electromotriz induzida € = vBd entre os extremos
da barra movel, o que faz circular na espira uma corrente com o sentido (convencional, ou
seja, do movimento de cargas positivas) indicado na figura.

. .pe . vBd
Pela lei de Ohm, essa corrente verifica i = =

vl
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Espira de area variavel (cont.)

, B® 7aA®

E facil ver que a lei de Faraday prevé a mesma f.e.m.:

DadoqueadreaéS =xd, ¢ = —xdB ec = —Z—‘f = +vdB. O sinal (+) corresponde l l

a escolha de 7 dirigido para ca da folha, o que leva a que B.A< 0,p <0 ei—‘f < 0. R _l N

& > 0 significa que a corrente induzida na espira circula no sentido anti-horario (positivo). d

A verificacao da Lei de Lenz pode ser constatada de duas maneiras:

- A corrente induzida cria um campo magnético dirigido da folha para ca, o qual
atenua o aumento do fluxo total (visto que o campo magnético exterior é dirigido
para tras da folha;

Ou ...
- O movimento dos portadores de carga no troco moével devido a corrente induzida é de baixo para cima, e o campo exterior
aplica sobre essas cargas (positivas) uma forca para a esquerda, que se opde a forca exterior que originou o aumento do fluxo.

_)
Enquanto a forga exterior for superior em modulo a for¢a F a barra acelera, aumentando v e por consequéncia aumentando Fjp.

O equilibrio (v constante) atinge-se quando as duas forgas se cancelam.
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E I
Problema (figura da direita) l I v s il -
Mostrar que quando a barra se desloca com velocidade constante a poténcia dissipada na R ‘ -
resisténcia € igual ao trabalho realizado pela forga exterior F,,; (conservagao da energia). d § Fgpo= =% Fg

Problema .
Duas espiras rectangulares / /
feitas de cobre estao
suspensas de fios horizontais
que se encontram a mesma / /
distancia do chao. Num dos fios ' ’
passa uma corrente de intensidade i, no outro nao circula corrente. As duas espiras
soltam-se no mesmo instante. Qual chega primeiro ao solo?
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Indugao mutua e auto-inducao bobina 1 bobina 2

Se aproximarmos duas espiras, ou duas bobinas como se indica na figura, e fizermos passar
corrente numa delas, vai haver um fluxo da inducao magnética através da outra.

Se esse fluxo for variavel no tempo, a lei de Faraday prevé que surja uma forga
electromotriz induzida na segunda bobina. Esta propriedade é explorada nos
transformadores, como veremos mais adiante.

Se representarmos por ¢, o fluxo através da bobina 2 devido a corrente i; que passa na
bobina 1, definimos o coeficiente de indugdo mutua L, através darelagao @,= L, i4. ]]

Tem particular interesse o caso em que o fluxo é devido a corrente que circula na propria

bobina. Define-se nesse caso o coeficiente de auto-indug¢do, também designado por

indutdncia, através da relagdao ¢ = Li.

No caso de uma bobina ideal de comprimento d com N espiras, sabemos que a inducdao em
. . 7 7 N ]

qualquer ponto do seu interior € em moédulo B = ug, ~ L.

—

RN

~ . . N? .,
Se representarmos por S a seccao da bobina o fluxo sera @ = u, 751,
pelo que podemos concluir que a indutancia da bobina é

NZ
L= Ho 75.



TECNICO
LISBOA

Energia do campo magnético

—_
No capltulo sobre electrostatica constatamos numa regiao do espaco em que existe um campo electrostatico E existe uma

: : 1 : 1 o s .
densidade de energia dada por u, = EeEZ, ou alternativamente u, = Z—EDZ, sendo € a permitividade eléctrica do meio.

Vamos agora obter uma expressao equivalente para o campo magnético. Tal como nos socorremos de um condensador
para o calculo da densidade de energia electrostatica, iremos agora usar o caso particular de uma bobina.

Sabemos que no interior de uma bobina ideal de comprimentos L e seccao S, com n espiras
por unidade de comprimento, percorrida por uma corrente de |nten5|dade i, a inducao
magnética tem médulo B = pyni.

O fluxo magnético através da bobina sera ¢ = NBS, sendo N = nL o numero total de

espiras. Substituindo a expressao de B obtem -se ¢ = NSuni. Pode-se concluir que a forga
di

dt’
Multiplicando este valor pela intensidade da corrente, obtém-se a poténcia desenvolvida

pelo campo induzido (ndo conservativo) quando a corrente percorre a bobina. Com efeito,
se a carga g atravessar a bobine num intervalo de tempo A t, tendo em conta que

electromotriz induzida na bobina é e = —— (NS,uOnl) = —NSp,n—

dWmd

B = -0 . B = . dq
€= fA Eing-dr, logo i = fA Eindl-dr f Emd Ldr = f Emddq ar (f Fmd dT) = = Pina-
Esta energia fica armazenada na bobina, para que se verlflque a conservacao. Usando a expressao € = —% (NSuni) =
di : - .di . d _d(1,.B*
— NS;mE conclui-se que €i = —NSunla = dt( NSuni ) dt( LSun?i ) ” (2 LS p )

B2
Tendo em conta que LS é o volume, podemos concluir que a densidade de energia do campo magnéticoé U, = Z
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Campo magnético na preseng¢a de matéria

Os electroes descrevem movimentos orbitais em
torno do nucleo, e giram sobre si mesmos (spin).

L shell electrons //
(8 electrons)

nucleus
proton

neutron

(@ electrons) - -——-
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Campo magnético na preseng¢a de matéria

Os electroes descrevem movimentos orbitais em
torno do nucleo, e giram sobre si mesmos (spin).

Tendo cargas nao nulas, esses movimentos sao
correntes eléctricas microscdpicas, as correntes
elementares de Ampeére, que criam campos
magnéticos.

Se os electroes estiverem emparelhados esses campos
microscopicos cancelam-se. Em atomos com electrdes
desemparelhados, resulta um campomagnético

nao nulo.

Se a orientac¢ao dos atomos for aleatdria, o campo
resultante a escala macroscopica é nulo.
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Campo magnético na preseng¢a de matéria

Os electroes descrevem movimentos orbitais em
torno do nucleo, e giram sobre si mesmos (spin).

Tendo cargas nao nulas, esses movimentos sao
correntes eléctricas microscdpicas, as correntes
elementares de Ampeére, que criam campos
magnéticos.

Se os electroes estiverem emparelhados esses campos
microscopicos cancelam-se. Em atomos com electrdes
desemparelhados, resulta um campomagnético

nao nulo.

Se a orientacao dos atomos for aleatdria, o campo
resultante a escala macroscdpica é nulo.

Se existir uma orientagao preferencial para as
contribuigdoes microscopicas, o campo resultante
nao é nulo.
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Campo magnético na preseng¢a de matéria

Os electroes descrevem movimentos orbitais em
torno do nucleo, e giram sobre si mesmos (spin).

Tendo cargas nao nulas, esses movimentos sao
correntes eléctricas microscdpicas, as correntes
elementares de Ampeére, que criam campos
magnéticos.

Se os electroes estiverem emparelhados esses campos
microscopicos cancelam-se. Em atomos com electrdes
desemparelhados, resulta um campomagnético

nao nulo.

Se a orientacao dos atomos for aleatdria, o campo
resultante a escala macroscdpica é nulo.

Se existir uma orientacdo preferencial para as
contribuicdes microscopicas, o campo resultante
nao é nulo.

Para descrever melhor o comportamento
magnético dos materiais vamos introduzir o
conceito de dipolo magnético.
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Campo magnético na presenc¢a de matéria (cont.) z

Considere-se primeiro uma espira rectangular percorrida por uma corrente i

na presenca de um campo exterior B.A figura mostra que a forca de Lorentz
Resultante sobre a totalidade da espira é nula.

Sl

No entanto, o seu momento nao é nulo: se representarmos por sendo dado

é
por O o angulo entre a direccao de B e a direc¢ao da normal a espira,
0 momento resultante é

N, = g(ibB)senH + g(ibB)senH = iSBsen@

onde S = ab é a area da espira.

Esta definicao é valida para qualquer geometria da espira.
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Campo magnético na presenc¢a de matéria (cont.) z

Sl

Considere-se primeiro uma espira rectangular percorrida por uma corrente i

na presenca de um campo exterior B.A figura mostra que a forca de Lorentz
Resultante sobre a totalidade da espira é nula.

No entanto, o seu momento nao é nulo: se representarmos por sendo dado

é
por 8 o angulo entre a direccao de B e a direccao da normal a espira,
o0 momento resultante é

N, = %(ibB)SenH + % (ibB)senf = iSBsenf

onde S = ab é a drea da espira.

= — = — . A
Podemos representar este resultado na forma N = mxB, sendo m = iSn
um vector a que chamaremos momento magnético da espira.
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Campo magnético na presenc¢a de matéria (cont.) z

B

A figura mostra que o efeito do momento total da forca de Lorentz
é rodar a espira até que a direccdo de sendo m (ou seja, de A1) / 7

esteja alinhada com a direccao de B. y

)

Podemos concluir que um campo magnético exterior tem o efeito
de alinhar o momento magnético de uma espira (se esta estiver livre
para rodar) com a sua direccgao.

No interior de um material, 0 mesmo se passara com as correntes elementares
de Ampeére correspondentes ao movimento orbital dos electrdes e ao.seu spin,
se 0 momento magnético total do atomo ou ido for diferente de zero.

No entanto, se os electroes estiverem completamente emparelhados com numeros quanticos magnéticos simétricos, o

momento magnético do atomo ou ido sera nulo e nao havera orientacao preferencial mesmo na preseng¢a de um campo
magnético exterior.
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Campo magnético na presenc¢a de matéria (cont.). Magnetizagao.
Campo magnético H

Designamos por magnetiza¢ao de um material o momento magnético da

unidade de volume desse material. Representamos essa grandeza por M.
No interior de um material magnetizado o campo de indugcao magnética
vai ser mais intenso do que o campo exterior, uma vez que é reforcado
pelos campos dos dipolos microscopicos.

material desmagnetizado

material magnetizado

-

B
Chamamos campo magnético H ao campo vectorial definido pela equacao H==-— M Esta relacdo entre a inducao

magnética Beo campo magnético Hé mais usada na forma
- — —>
B = po(H + M)

As unidades Sl do campo magnético H sdo Am™1 (Ampere por metro).

Ko

Num material em que a magnetizagao seja proporcional a intensidade do campo H, podemos escrever M = y,,,uoH,
sendoy,, a susceptibilidade magnética do material. Nessas condi¢des, podemos concluir que

B=pu(l+xm)H=pH

sendo u = uy(1 + yx,,) designada por permeabilidade magnétca do material.

Este tratamento é semelhante ao que foi feito a propdsito do campo electrostatico no interior de dieléctricos, em que
para se ter em conta a polariza¢ao a escala microscdpica se introduziu um novo campo, o deslocamento eléctrico,

relacionado com o campo electrostatico através de D = €E, com € = £,(1 + x,.), sendo Y, a susceptibilidade eléctrica.
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Armazenamento magnético de dados Gravagao em disco rigido

Usada desde 1957 (5MB!), mas generalizada
SO a partir dos anos 80 do Séc. 20

FILES are stored as magnetically encoded areas
of platters. A single flle may be scattered among
savaral areas on diffarent plattars.

MAGNETICALLY COATED PLATTERS made of metal

or glass spin at several thousand revolutions per minute,
driven by an electric motor. The capacity of the drive
dapends on the number of platters (which may be as
many as elght) and the fype of magnetic coating.

HEAD ACTUATOR pushes and pulls the
read-write head arms across the platters.  ——_
It precisely aligns the heads with the

concentric circles of tracks on the surlace
of the platters,

DISK MAGHETE:

PROTECTIVE
O SiMG:

READ-WRITE HEADS, attached to the ends
of moving arms, slide across both the top

Gravacao em fita magnética analdgica

GAP belween a read-wrille head and

. ’ . L1 surface is s smaller and bottom surfaces of the spinning platters.
(disponivel comercialmente ~1950) then the diameter of  human hal The heads writ the data o the platters by
TN aligning the magnetic fields of particles on

the platters’ surfaces; they read data by
detecting the polarities of particles that hawve
already bean alignad.

PRINTED CIRCUIT BOARD recelves commands fram the drive's
controller. The controller is managed by the operating system and
the basic input-output system, low-level software that links the
operating system 1o the hardware, The circuit board translates
the commands inte wvoltage fluctuations, which force the head
actuator to move the read-write heads across the surfaces of

the platters. The board also controls the spindle that turns the
platters at a constant spead and tells the drive heads when 1o
read from and when to write to the disk
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Lei de Ampeére na presen¢a de matéria
A figura mostra uma secc¢ao através de um material magnetizado, estando

o vector M orientado na direccao perpendicular a folha e dirigido para ca. Pode-se
concluir da figura que as os efeitos das correntes microscopicas tendem a cancelar-
se no interior do material, mas nao na sua superficie onde equivalem a uma
densidade de corrente no sentido anti-horario. Designaremos por densidade de
corrente de magnetizagio , e indicaremos por J’, este efeito da magnetizacdo do
material (compare-se com a densidade de carga de polarizacao usada no estuido
do campo electrostatico nos dieléctricos). Usaremos, sem demonstrar, a seguinte

expressdo para a densidade de corrente de magnetizacdo: j' = rot M.

Se escrevermos agora a Lei de Ampére tendo em conta a densidade de corrente livre J - devida ao movimento de

portadores de carga livres — e a densidade de corrente de magnetizagao, obtemos gﬁ§ dr = Ko fs (F+7").AdS =

ol + o o T'.AdS = poi + po (rotM).AdS = pgi + g Js M.dr, onde se usou o Teorema de Stokes.

: , B = 5 . .
Passando o ultimo termo para o lado esquerdo obtém-se 99(;7 — M).dr =i, ou seja
— — 0 .
¢H.dr =i
que éa equagao de Ampeére na sua forma mais geral No vazio ou num material nao magnetizado (ﬁ = 6) sera
B = MoH e recuperamos a forma anterior, gﬁB dr = Hol.
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Tipos de materiais magnéticos

Os materiais podem ser classificados quanto as - : Xm Lad T)'P‘ZOf.

suas propriedades magnéticas em funcio da sua - Material - unitless . Ko magnetism
permeabilidade magnética. B Bi . _1313 -x 10°% 099983 .

A interaccdao entre os momentos magnéticos " Be : —185 "% 107 0.99998 -
microscopicos e o campo magnético exterior é - Ag : ~2016 % 10°%  0.99997
um fendmeno quantico, que nao serd analisado . Au . ~274 -x 107 099996 ,

em detalhe. Ha a reter que: T Ge T 20564 % 107 0.99999

> alguns materiais tém susceptibilidades . Cu : —~077 x 10°% 099999
magnéticas negativas, o que significa que os . Superconductors® ~ —8 % 1072 ’
seus momentos magnéticos se orientam no - 3

sentido oposto ao do campo exterior. . Snp 0 #019x10°° 1° s e zever s
Designamos esses materiais por . W : +6.18 x 107%  1.00008 .
diamagnéticos. As suas permeabilidades - Al ' +1.65 x 107%  1.00002
magnétcas afastam-se pouco de i ; . | +21.04 x 107°  1.00026 :

> Materiais com susceptibilidade magnética - Mn - +66.13 x 10°°  1.00083
positiva e'permeabilidade magnéti’ca. proxima = Lﬁw-:,arhc-n T R R 5% 10°
de uy designam-se por paramagnéticos. steel :

(grain onented) - . :
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Tipos de materiais magnéticos

Os materiais podem ser classificados quanto as

suas propriedades magnéticas em funcado da sua

permeabilidade magnética.

A interacgao entre os momentos magnéticos

microscopicos e o campo magnético exterior é

um fendmeno quantico, que nao sera analisado

em detalhe. Ha a reter que:

» alguns materiais tém susceptibilidades
magnéticas negativas, o que significa que os
seus momentos magnéticos se orientam no
sentido oposto ao do campo exterior.
Designamos esses materiais por
diamagnéticos. As suas permeabilidades
magnétcas afastam-se pouco de yg ;

» Materiais com susceptibilidade magnética
positiva e permeabilidade magnética préoxima
de u, designam-se por paramagnéticos.

> E possivel produzir ligas amorfas a base de Fe
(por exemplo, metglas), com pertmeabilidade
magnética relativa proxima de 1000000.
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Tipos de materiais magnéticos

Os materiais podem ser classificados quanto as . : Xm Lad T)'P°:°f.

suas propriedades magnéticas em funcio da sua - Material - unitless . Ho magnetism
permeabilidade magnética. ' .Ei. - '_'13'.1'3 ‘% 10 099983 .
A interaccdao entre os momentos magnéticos " Be : —185 "x 10°° 0.99998 .
microscopicos e o campo magneético exterior e Ag : —2016 % 10"  0.99997
um fendmeno quantico, que nao sera analisado . Au . ~274 -%x 10°% 099996 ,

em detalhe. Ha a reter que: T Ge T L0564 X 107% 099999 - -
» alguns materiais tém susceptibilidades ' ' '

Cu : ~0.77 . x 107% 0.99999

magnéticas negativas, o que significa que os : Superconductors* ~ —8 % 10~2

seus momentos magnéticos se orientam no

sentido oposto ao do campo exterior. BN TR~ | . S DL - .
Designamos esses materiais por . W : 4+6.18 x 107%  1.00008 :
diamagnéticos. As suas permeabilidades -~ Al ' +1.65 x 107°  1.00002
magnétcas afastam-se pouco de yg ; . Pt : +21.04 x 107° 1.00026 :

> Materiais com susceptibilidade magnética - Mn : +66.13 x 107°  1.00083
positiva e'permeabilidade magnéti’ca. proxima = Lq:rw-;arhnn T e AR 5% 100
de uy designam-se por paramagnéticos. steel :

> Matceriais co'm permea.bilidade mag,nfética : Fe-3% Si | 4 x 10* :
muito superior a i (tipicamente varias _ (grain oriented) . _ :
ordens de grandeza) designam-se por C ONILFeiMo o 08 e

ferromagnéticos. ' : ' : : '




TECN'CO Mestrado em Engenharia Civil / Licenciatura em Engenharia de Minas e Georecursos
LISBOA Electromagnetismo e Optica - 12 semestre de 2019/2020

Dominios magnéticos

A elevada permeabilidade magnética dos
materiais ferromagnéticos explica-se pela
formacao de dominios magnéticos, zonas
do material em que os momentos
magnéticos dos atomos se alinham numa
mesma direccao devido a interacgao entre
eles, sem requererem um campo
magnético externo. Na auséncia de um tal
campo externo o momento magnético de
cada dominio orienta-se arbitrariamente,
e a magnetizacao é nula. Na presenca de
um campo externo, os dominios rodam de
modo a alinharem-se com o campo
externo, e esse processo é
complementado com o aumento dos
dominios alinhados a custa dos dominios
desalinhados. Quando se atinge o limite,
diz-se que ocorreu satura¢do magnética.

L1

e . \V/
NdFeB-Aufschnitt

Dominios magnéticos numa liga de Neodimio-Ferro-Boro
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Nas cabegas de gravagdo magneticas os campos s8o criados por correntes pequenas e,

para que sejam intensos, sdo criados em entreferros (aberturas em ndcleos de materiais
ferromagnéticos). Um caso simples de um entreferro esta representado na figura que se
segue, em que um nucleo de um material ferromagnético com a forma de um anel cilindrico
de raio médio R=1cm tem um enrolamento de N=20 espiras percormdas por uma comente
I=1mA._ Nesse nucleo foi aberto um espago de largura d=10 pm.

7))
)

Calcule o campo magnéfico no entreferro, B,,, na linha de campo media (r=R), assumindo
gue © material ferromagnético apresenta para estas condigdes uma pemmeabilidade

magnética p=10%},.
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Quando sujeitamos um material ferromagnético a um

)
capo magnético H externo variavel no tempo, a sua M
magnetizacao vai também variar no tempo. A figura
ilustra a variacdo tipica da magnetizaggodeum [T T MS
material ferromagnético quando sujeito a um campo M :
externo oscilante, designada por curva de histerese. J :
Trés conclusdes se podem tirar da curva: |
» A susceptibilidade magnética de um material |
|
|
|

ferromagnético s6é aproximadamente se pode
tartar como constante;

» Aplicando um campo e depois removendo esse
campo, o material ferromagnético retém parte da H ’ 0 *
magnetizacao, que se designa por magnetizagdo C
residual. Por outras palavras, um material
ferromagnético pode ser transformado num iman
permanente através da aplicacao de um campo.

» Para desmagnetizar totalmente o material
ferromagnético é necessario aplicar-lhe um
campo oposto ao que causou a magnetizagao;
esta resisténcia a perda de magnetiza¢ao designa-
se por coercividade magnética.

v
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A curva de histerese pode ser representada com o mddulo de B no

eixo vertical, em vez do médulo de M. Tem interesse verificar qual

o significado da area limitada pela curva de histerese.

O pequeno rectangulo a vermelho tem drea dS = B(H)dH , que é
negativa porque dH < 0. A figura permite concluir que o integral

mein
Hmax

esta a ser descrita da direita para a esquerda, enquanto que o

B(H)dH corresponde a area entre o eixo OH e a curva que

. H \ 7 .
integral fH " B(H)dH corresponde a area entre o eixo OH e a
mmn

curva descrita da esquerda para a direita. As zonas a cinzento
correspondem a sobreposicdes com sinal (+) e com sinal (-).
Concluimos assim que a area no interior da curva é dada por S =

¢ B(H)dH. Se tivermos agora em conta que H = B/, podemos >0
B<0
escrever que S = gﬁ%BdB = —%gﬁ%d(Bz) . Se aproximarmos u O(|H<<0)

pelo seu valor médio, podemos escrever
BZ
S =—-A(—
2u

Ja vimos que entre paréntesis é a densidade de energia acumulad:
no campo magnético.

A area da curva de histerese representa portanto a densidade de
energia magnética dissipada por ciclo de histerese.
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Armazenamento magnético de dados . o o . _
As propriedades dos materiais ferromagnéticos, e em particular a sua capacidade de

reter magnetizacao residual quando sujeitos a um campo externo temporario, sao
usadas para registar dados desde a primeira metade do séc. 20, inicialmente para

| (’ p e, @ | \ gravacoes de som e a partir de 1950 para registo de dados em computadores.

®

o et e e e 1 e e ]

A partir dos anos 80 do séc. 20, a gravacgao digital
passou a dominar, quer em fita magnética (digital oo .
audio tape, DAT) ou em discos rigidos.
Actualmente a tecnologia baseada em gravac¢ao
magnética esta a ser ultrapassada por sistemas
sem partes mecanicas moveis, os dispositivos de
estado sélido (SSD), que usam memoria flash em

%} s Bt que as células so transistores.

% kHz of music

/ 1 ¢ [ ~ V4 . . .

e %/\ ("’ e Disco de estado solido, SSD Gravacdo magnética digital, HDD
'/%/‘( (ndo envolve gravagdo magnética)

High —_—
amplitude, ‘%- Qutput
high . ) signal
frequency : |
AC signal 1 4
Erase I Record
head S\ head

-

\'\ ,-"/

|

Tape
motion

-

I
\
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Um amperimetro clip-on & um dizpositivo para medir comentes alternadaz em cabos sem ter
que cortar o cabo. Consiste num enrclamento em tomo de um nicles metalico com a forma
de um anel cilindrico, que & colocado de modo a que a normal que passa pelo centro do
circule definido por essa circunferéncia esteja alinhada com o fio. O dispositive tem um
voltimetro que mede a diferenga de potencial acs terminais do enrolamento. Considere um
destes dispositivos em que os raios gue definem o anel 580 R,=10 cm & Ry,=11 cm, em que
a espessura do anel & d=2 cm & em que o enrolamento tem 5000 espiras.

fio

=
d

a) Determine a expressdo do campo magnético produzido pelo fio em fungdo da
corrents que o percorme.

b) Determine a expressdo do fluxo do campo magnético criado pelo fio no enrolamento.

c) Calcule a diferenga de potencial medida pelo voltimetro sabendo que a comente que
passa pelo fio & I=168cos(100n.t) A & que o nicleo metalico tem uma permeabilidade

magnética relativa p=1000.
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Transformadores

Uma das aplicacOes praticas mais importantes dos materiais ferromagnéticos é
a construcao de nucleos para transformadores. O nucleo estabelece a ligacao
magnética entre duas bobinas, o enrolamento primario e o enrolamento
secundario. Quando uma corrente percorre o enrolamento primario, o campo
magnético criado vai ficar, em muito boa aproximacao, confinado ao material
do nucleo, dada a elevada permeabilidade magnética deste (da ordem de
8000y, para o ferro macio). Nessas condi¢des, é razoavel admitir que o fluxo da
inducao magnética é o mesmo através de qualquer sec¢ao do nucleo. Se a area

é
da seccao do nucleo variar, o modulo da inducao magnética B varia em sentido
contrario para que o fluxo se mantenha constante. E importante notar que isto
nao implica que o fluxo total através dos dois enrolamentos seja igual: esse

fluxo vai depender do numero de espiras de cada um deles.
dg,

A tensao V; aos terminais do enrolamento primario verifica V; = — — =

d ’ 7 ~ 7
— Ny %, onde ¢, é o fluxo através de qualquer sec¢ao do nucleo, suposta
constante. A tensao aos terminais do enrolamento secundario sera

d d . . . ~
Vo, =— % = —N, %. Conclui-se que, dentro da validade desta aproximacao,

é
N
Vz — —2V1
N1

/—Flux o /-"OH core

u?

Secondary
winding

o

Load

g

y LB

L Flux produced due

to current through
primary winding
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Entreferro (air gap)

Para aceder ao campo magnético que se cria no nucleo ferromagnético, por
exemplo no caso de uma cabeca de gravacao, pode ser conveniente fazer um
entalhe no nucleo, designado por entreferro (air gap). Vamos analisar o efeito

do entreferro, admitindo que a sua largura é d, e que o caminho médio ao

longo do nucleo (linha tracejada na figura) tem o comprimento L.

Podemos aplicar o teorema de Ampere ao longo
da linha a tracejado, mas como a permeabilidade
nao é a mesma em todo o percurso (por causa do _ L

: -,
: entreferro) teremos que recorrer ao vector H. 1
! Admitindo que o fluxo da inducao magnética se

mantém constante em qualquer seccao do nucleo
Incluindo no entreferro (o que é uma aproximacao)

r----1-

""""""""" e gue a seccao nao varia, o valor de B-tem que ser magnetic core
constante no nucleo ou no entreferro, e resulta air gap
= — B B . , . excitation ————— e
¢ H.dr = |— (L — d) + —d| = Ni, sendo N o nimero de espiras do enrolamento. indine B~
UFe Uo winding —
Esta expressao permite obter o valor de B no entreferro (ou no nucleo):
B Ni
1 1
—(L—-d)+—d
HFe Ho

Em geral, a fungao do entreferro é impedir a saturagao do nucleo, “moderando” o valor de B.
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Fluxo de energia electromagnética. Vector de Poynting
Vimos em ocasides interiores que:

- num campo eléctrico E existe energia electrostatica distribuida no espago, com densidade u, = = cE*?

- num campo magnético B existe energia magnética distribuida no espag¢o, com densidade u,,, = ZBZ

Podemos portanto concluir que, existindo ambos os campos numa dada regiao do espaco, a densidade total de energia, que
. .. , 1 1 — - — 1=
chamaremos energia electromagnética, é dada por u,,, = 58E2+ ZBZ' Tendoemcontaque D = cF e H = ;B, podemos

escrever
e = (0. E + B.H)
E a energia electromagnética contida num volume V do espaco sera
Uem =5 [ @.E+B.H) av

A taxa de variacao desta energia no tempo (admitindo que € e u sdo constantes) sera

d _1deE+FdB+§dH+Fd§d ~ FdﬁJrﬁ,au?d
dt( em) 2 ( dt dt dt dt) v=]( " dt 'dt) v
74 74

Por conservacao da energia, este integral tem que igualar, com o sinal trocado, a energia que atravessa a fronteira do volume V
por unidade de tempo. No entanto, caso haja transformac¢ao de energia electrostatica em energia térmica por efeito de Joule
no interior do volume, esse efeito tem também que ser contabilizado.
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Fluxo de energia electromagnética. Vector de Poynting (cont).
— -
Quando uma carga eléctrica §q tem um deslocamento dr num campo eléctrico E, mantendo a sua velocidade constante, o

trabalho das forgas que se opdem ao movimento é dIW = — §q E. dr. Por unidade de tempo, sera
W e sqb. T = _sqB.s
T R

Tendo em conta que 8q =pdv e a intensidade de corrente verifica J = pv, sendo p a densidade de carga e dv um volume

N : aw 5 2 : , :
elementar, a expressao pode ser escrita na forma rriainbL E . Este trabalho por unidade de tempo €, com o sinal trocado, a
poténcia dissipada por efeito de Joule no volume dv. Para a totalidade do volume V a poténcia dissipada por efeito de Joule sera

14
Retomando a contabilizacao das variacdes de energia, e igualando o total a zero, podemos escrever

d
E(Uem)+P]+R =0

onde se representou por Ra energia que atravessa por unidade de tempo a superficie envolvente do volume V, de dentro
. d ., :
para fora. Usando as expressoes para = (Uem) € Py ja obtidas, resulta

R = Fd5+ﬁ’d§+*1§ d
= ('dt > J.E)dv

14
Para simplificarmos esta expressao vamos introduzir o vector de Poynting, definido por S = ExH.
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Fluxo de energia electromagnética. Vector de Poynting (cont).

A divergéncia do vector de Poynting pode ser escrita na forma

—_ —>

4o o - _ . 0B ., 0D_ -
div S = div (EXH) =rotE.H —rotH.E = —|[—.H + (§ +E).E]

dt
Onde se recorreu as equacoes de Maxwell. Comparando com a expressao de R,
_.dD . dB
R = (E d_+H d—+] E)dv

conclui-se que

R=j %§ﬁ
S
onde se usou o teorema do fluxo-divergéncia.
Concluimos assim um resultado importante: a energia electromagnética que atravessa por unidade de tempo uma
superficie é igual ao fluxo do vector de Poynting através dessa superficie.



