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Neste capítulo pretendemos estudar a corrente num circuito formado por uma associação de componentes
electrónicos, ligados por fios condutores ideais (sem resistência à passagem de corrente eléctrica), bem como as
diferenças de potencial (ou “tensões”) entre os terminais desses componentes.

Circuitos eléctricos

A
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Neste capítulo pretendemos estudar a corrente num circuito formado por uma associação de componentes
electrónicos, ligados por fios condutores ideais (sem resistência à passagem de corrente eléctrica), bem como as
diferenças de potencial (ou “tensões”) entre os terminais desses componentes.

Circuitos eléctricos
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Neste capítulo pretendemos estudar a corrente num circuito formado por uma associação de componentes
electrónicos, ligados por fios condutores ideais (sem resistência à passagem de corrente eléctrica), bem como as
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Neste capítulo pretendemos estudar a corrente num circuito formado por uma associação de componentes
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Circuitos eléctricos
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Vamos definir intensidade da corrente como a quantidade de carga que
atravessa uma secção do condutor por unidade de tempo, ou seja,

𝑖 =
𝑑𝑞

𝑑𝑡
A intensidade só faz sentido num condutor linear (uma dimensão muito maior
que as outras duas).

A unidade SI de intensidade é o Ampère (A), equivalente a 1 Coulomb por segundo.

Por convenção, vamos considerar o movimento de cargas positivas (sentido
convencional da corrente), ainda que nos metais os portadores de carga sejam negativos (electrões).

Circuitos eléctricos. Intensidade de corrente e densidade de corrente.

-

i (sentido convencional)

-
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Mestrado em Enge

Vamos definir intensidade da corrente como a quantidade de carga que
atravessa uma secção do condutor por unidade de tempo, ou seja,

𝑖 =
𝑑𝑞

𝑑𝑡
A intensidade só faz sentido num condutor linear (uma dimensão muito maior
que as outras duas).

A unidade SI de intensidade é o Ampère (A), equivalente a 1 Coulomb por segundo.

Por convenção, vamos considerar o movimento de cargas positivas (sentido
convencional da corrente), ainda que nos metais os portadores de carga sejam negativos (electrões).

Se a secção do condutor for S, a densidade de carga for 𝜌 e a velocidade dos portadores de carga for v, a figura permite concluir

que 𝛿𝑞 = 𝜌𝑆𝑣𝛿𝑡, ou seja, 𝑖 =
𝑑𝑞

𝑑𝑡
= 𝜌𝑆𝑣.

Definindo agora o vector densidade de corrente como Ԧ𝑗 = 𝜌 Ԧ𝑣, concluimos que o módulo de Ԧ𝑗 é a intensidade de corrente a
dividir pela secção do condutor, como o nome sugere.

No caso mais geral em que Ԧ𝒋 não é uniforme, a intensidade da corrente pode calcular-se através da relação

𝒊 = ׯ Ԧ𝒋. ෝ𝒏 𝒅𝑺

onde o integral é calculado sobre a secção do condutor e ෝ𝒏 é 𝒂 𝒏𝒐𝒓𝒎𝒂𝒍 unitária da superfície de integração.

Circuitos eléctricos. Intensidade de corrente e densidade de corrente.

S

Ԧ𝒋
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Definiremos um condutor ohmico como sendo um material no qual
se verifica a Lei de Ohm (na forma local),

Ԧ𝑗 = 𝜎𝐸

entre a densidade de corrente e o campo eléctrico, sendo 𝜎
uma constante característica do material (mas que geralmente
depende da temperatura), designada por condutividade eléctrica.

Em conjunto, as igualdades Ԧ𝑗 = 𝜎𝐸 e Ԧ𝑗 = 𝜌 Ԧ𝑣 implicam que a velocidade dos portadores de carga, e não a aceleração, seja proporcional
ao campo eléctrico, como seria de esperar se se aplicasse a 2ª lei da dinâmica.

Isto deve-se ao facto de que os portadores de carga sofrem múltiplas colisões com átomos no interior do material). O movimento de um
electrão pode ser comparado ao movimento de um corpo sujeito a atrito viscoso - por exemplo, um para-quedista sujeito ao seu peso e
à resistência do ar - cuja velocidade tende para um valor constante.

Veremos em seguida que a lei de Ohm na forma local, Ԧ𝒋 = 𝝈𝑬 , é equivalente
à versão mais familiar, 𝑽 = 𝑹𝒊, onde 𝑹 é a resistência do condutor.

Circuitos eléctricos. Lei de Ohm na forma local.

S

Ԧ𝒋

Ԧ𝑣𝑒

𝐸

Ԧ𝒋 e
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Define-se a resistência R de um condutor através da relação ∆𝑽 = 𝑹𝒊
entre a queda de potencial ∆𝑉 entre as suas extremidades e a corrente
i que o percorre.

Esta é a forma mais familiar da Lei de Ohm: a queda de potencial
entre os terminais de um condutor ohmico é proporcional à corrente
que o atravessa, e a constante de proporcionalidade é a resistência R do condutor.

Esta formulação da Lei de Ohm tem que ser equivalente à sua forma forma local,

Ԧ𝑗 = 𝜎𝐸. Admitindo que o campo eléctrico é uniforme na secção S do fio condutor, e que o fio é rectilíneo e orientado segundo o
eixo Ox, podemos escrever que

𝑖 = ׯ Ԧ𝑗. ො𝑛𝑑𝑆 .𝜎𝐸ׯ= ො𝑛𝑑𝑆 = 𝜎𝑆𝐸𝑥 = −𝜎𝑆
𝑑𝑉

𝑑𝑥
.

Se a secção S se mantém constante, a intensidade da corrente tem que ser uniforme (conservação da carga), e portanto
𝑑𝑉

𝑑𝑥
= constante =

|∆𝑉|

𝐿
, resultando 𝑖 =

𝜎𝑆

𝐿
|∆𝑉|.

Concluímos que a resistência R do condutor obedece à relação

𝑹 =
𝑳

𝝈𝑺

𝑖

L

DV

Circuitos eléctricos. Resistência.
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Na generalidade das aplicações práticas a resistência de um
circuito está concentrada num troço feito de material de
baixa condutividade como a grafite (𝜎 ≅ 3𝑥105 𝛺−1𝑚−1 a
20ºC), muito inferior à do cobre que constitui o fio condutor
(𝜎 ≅ 6𝑥107 𝛺−1𝑚−1 a 20ºC).

Nessa situação, consideramos que o fio é um condutor ideal
(𝜎 = ∞) e atribuimos toda a resistência a esse componente
electrónico.

A unidade SI de resistência é o Ohm (símbolo 𝜴), que
resulta equivalente a 𝑨𝑽−𝟏. A unidade SI de
condutividade (s) é 𝜴−𝟏𝒎−𝟏.

Circuitos eléctricos

resistência R

Condutor ideal 
(resistência nula)
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Consideremos agora o que se passa se incluirmos no circuito uma bateria, que
consiste num recipiente contendo uma solução electrolítica, na qual estão
mergulhados dois eléctrodos metálicos de composição diferente.

Os portadores de carga no interior da solução – iões – estão sujeitos a forças de
origem química que os deslocam para um dos eléctrodos consoante a sua carga.
Estamos portanto na presença de um campo eléctrico – força sobre os iões a
dividir pela sua carga – mas não se trata de um campo electrostático: não é
determinado pela lei de Coulomb, mas sim pelas propriedades químicas dos

diferentes materiais. Designá-lo-emos por campo eléctrico aplicado, 𝐸𝑎.

Chamaremos força electromotriz (f.e.m.) da bateria à quantidade

𝜀 = න
𝐶

𝐴

𝐸𝑎 . 𝑑 Ԧ𝑟

Sendo o integral calculado entre o terminal negativo – designado por cátodo – e o
terminal positivo – designado por ânodo – da bateria.

Apesar do nome “força”, a f.e.m. tem as dimensões do potencial, e usam-se as
mesmas unidades (Volt no SI).

A bateria electrolítica constitui uma fonte de alimentação de corrente contínua,
porque em condições normais de funcionamento a sua força electromotriz
mantém-se constante.
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Se não circular corrente no circuito (por exemplo, porque um interruptor está desligado), termina o movimento dos
portadores de carga iónicos no interior da bateria.

Esse equilíbrio ocorre porque a acumulação de carga positiva no ânodo e de carga negativa no cátodo origina um campo
electrostático no interior da bateria que é contrário ao campo eléctrico aplicado, e que o anula.

Como esse campo electrostático verifica, no equilíbrio, 𝐸𝑒 = −𝐸𝑎, podemos usá-lo para relacionar a diferença de potencial
entre os terminais da bateria com a respectiva f.e.m.

A diferença de potencial, ou tensão, entre os terminais, será

𝑉𝐴 − 𝑉𝐶 = −න
𝐴

𝐶

𝐸𝑒 . 𝑑 Ԧ𝑟 = −න
𝐴

𝐶

(−𝐸𝑎). 𝑑 Ԧ𝑟 = ε

Conclusão: a diferença de potencial aos terminais da bateria (também designada por
tensão) é igual à força electromotriz.

Este resultado só é rigoroso em circuirto aberto (sem passagem de corrente).

Circuitos eléctricos. Força electromotriz (cont.) 
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Se não circular corrente no circuito (por exemplo, porque um interruptor está desligado), termina o movimento dos
portadores de carga iónicos no interior da bateria.

Esse equilíbrio ocorre porque a acumulação de carga positiva no ânodo e de carga negativa no cátodo origina um campo
electrostático no interior da bateria que é contrário ao campo eléctrico aplicado, e que o anula.

Como esse campo electrostático verifica, no equilíbrio, 𝐸𝑒 = −𝐸𝑎, podemos usá-lo para relacionar a diferença de potencial
entre os terminais da bateria com a respectiva f.e.m.

A diferença de potencial, ou tensão, entre os terminais, será

𝑉𝐴 − 𝑉𝐶 = −න
𝐴

𝐶

𝐸𝑒 . 𝑑 Ԧ𝑟 = −න
𝐴

𝐶

(−𝐸𝑎). 𝑑 Ԧ𝑟 = ε

Conclusão: a diferença de potencial aos terminais da bateria (também designada por
tensão) é igual à força electromotriz.

Este resultado só é rigoroso em circuirto aberto (sem passagem de corrente).

Quando uma corrente eléctrica i percorre o circuito, verifica-se que 𝑉𝐴 − 𝑉𝐶 < ε.

Isso deve-se ao facto de que a fonte de alimentação tem alguma resistência interna.

No caso geral , chamando 𝒓 a essa resistência interna, será, aplicando a lei de Ohm,

𝑽𝑨 − 𝑽𝑪 = 𝜺 − 𝒓𝒊

Circuitos eléctricos. Força electromotriz (cont.) 
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Circuitos eléctricos com várias malhas. Leis de Kirchhoff.
A geometria de um circuito eléctrico pode ser mais complicada do que a da figura anterior, comportando várias malhas, 
ou seja, troços que se fecham sobre si mesmos.  Vamos considerar agora que o circuito é formado apenas por fontes
de alimentação de corrente continua e por resistências, para simplificar os cálculos. As mesmas conclusões se aplicarão
no caso geral.
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Circuitos eléctricos com várias malhas. Leis de Kirchhoff (cont.)

As leis de Kirchhoff afirmam o seguinte:
Lei das malhas: numa malha fechada, a soma das diferenças de potencial é zero (σ𝑘 ∆𝑉𝑘 = 0)
Lei dos nodos: num nodo, a soma das correntes que nele convergem é zero   (σ𝑘 𝑖𝑘 = 0)

A lei das malhas resulta da natureza conservativa do campo electrostático. Para as fontes de alimentação, 
consideraremos a tensão entre os terminais iguail à força electromotriz (fonte ideal). 
A lei dos nodos traduz a conservação da carga eléctrica: 
As cargas não podem desaparecer ou ser criadas no nodo.
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Circuitos eléctricos com várias malhas. Leis de Kirchhoff (cont.)

As leis de Kirchhoff afirmam o seguinte:
Lei das malhas: numa malha fechada, a soma das diferenças de potencial é zero (σ𝑘 ∆𝑉𝑘 = 0)
Lei dos nodos: num nodo, a soma das correntes que nele convergem é zero   (σ𝑘 𝑖𝑘 = 0)

A lei das malhas resulta da natureza conservativa do campo electrostático. Para as fontes de alimentação, 
consideraremos a tensão entre os terminais iguail à força electromotriz (fonte ideal). 
A lei dos nodos traduz a conservação da carga eléctrica: 
As cargas não podem desaparecer ou ser criadas no nodo.

Para aplicar a lei dos nodos, temos que atribuir sinais
algébricos às correntes. Por convenção, vamos considerar
positivas as correntes que partem do nodo, e negativas as 
correntes que chegam ao nodo.



Mestrado em Engenharia Civil / Licenciatura em Engenharia de Minas e Georecursos
Electromagnetismo e Óptica - 1º semestre de 2019/2020

Mestrado em Engenharia Civil / Licenciatura em Engenharia de Minas e Georecursos
Cadeira de Electromagnetismo e Óptica

Circuitos eléctricos com várias malhas. Leis de Kirchhoff (cont.)

As leis de Kirchhoff afirmam o seguinte:
Lei das malhas: numa malha fechada, a soma das diferenças de potencial é zero (σ𝑘 ∆𝑉𝑘 = 0)
Lei dos nodos: num nodo, a soma das correntes que nele convergem é zero   (σ𝑘 𝑖𝑘 = 0)

A lei das malhas resulta da natureza conservativa do campo electrostático. Para as fontes de alimentação, 
consideraremos a tensão entre os terminais iguail à força electromotriz (fonte ideal). 
A lei dos nodos traduz a conservação da carga eléctrica: 
As cargas não podem desaparecer ou ser criadas no nodo.

Para aplicar a lei dos nodos, temos que atribuir sinais
algébricos às correntes. Por convenção, vamos considerar
positivas as correntes que partem do nodo, e negativas as 
correntes que chegam ao nodo.

Num circuito com múltiplas fontes de alimentação não é 
possível saber à partida em que sentido a corrente circula
em cada malha. Devemos arbitrar um sentido, e se a 
escolha for diferente do sentido correcto o resultado para 
a intensidade dessa corrente será um número negativo.
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Circuitos eléctricos com várias malhas. Leis de Kirchhoff.

O primeiro passo para analisar um circuito é identificar o número de malhas independentes.

Se escolhermos as três malhas representadas a verde como independentes, já não
podemos considerar a malha a vermelho independente. 
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Circuitos eléctricos com várias malhas. Leis de Kirchhoff.

O primeiro passo para analisar um circuito é identificar o número de malhas independentes. 
Se escolhermos as três malhas representadas a verde como independentes, já não
podemos considerar a malha a vermelho independente. 

A escolha não é única: podemos ignorar a malha a 
vermelho e trabalhar com as outras três.



Mestrado em Engenharia Civil / Licenciatura em Engenharia de Minas e Georecursos
Electromagnetismo e Óptica - 1º semestre de 2019/2020

Mestrado em Engenharia Civil / Licenciatura em Engenharia de Minas e Georecursos
Cadeira de Electromagnetismo e Óptica

Circuitos eléctricos com várias malhas. Leis de Kirchhoff.

O primeiro passo para analisar um circuito é identificar o número de malhas independentes. 
Se escolhermos as três malhas representadas a verde como independentes, já não
podemos considerar a malha a vermelho independente. 
A escolha não é única: podemos ignorer a malha a 
vermelho e trabalhar com as outras três.

Alternativamente, podemos focar a nossa atenção nos
nodos do circuito, que são os pontos em que converge
vários troços. Pela mesma lógica, temos que seleccionar
um conjunto de nodos independentes. Novamente, há
várias selecções possíveis. 

Se escolhermos os nodos a verde como independentes, 
o nodo a castanho já não é independente.    
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Circuitos eléctricos com várias malhas. Leis de Kirchhoff (cont.)
Num circuito com r ramos e n nodos, o número de malhas independentes é 𝑴 = 𝒓 − 𝒏 + 𝟏 e o número de nodos independentes
é 𝑵 = 𝒏 − 𝟏. No presente exemplo é 𝒓 = 𝟏𝟐 e 𝒏 = 𝟖, 𝐥𝐨𝐠𝐨 𝑴 = 𝟓 𝐞 𝑵 = 𝟕. Existem 12 incógnitas, 𝒊𝒌, 𝒌 = 𝟏,… , 𝟏𝟐

𝒊𝟐

𝒊𝟑 𝒊𝟒𝒊𝟓

𝒊𝟕

𝒊𝟔𝒊𝟖𝒊𝟏

𝒊𝟗

𝒊𝟏𝟎

𝒊𝟏𝟏 𝒊𝟏𝟐
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Circuitos eléctricos com várias malhas. Leis de Kirchhoff (cont.)
Num circuito com r troços e n nodos, o número de malhas independentes é 𝑀 = 𝑟 − 𝑛 + 1 e o número de nodos independentes
é 𝑁 = 𝑛 − 1. No presente exemplo é 𝑟 = 12 e 𝑛 = 8, logo 𝑀 = 5 e 𝑁 = 7. Existem 12 incógnitas, 𝑖𝑘 , 𝑘 = 1, … , 12
Como existem muitos troços, convém começar com a lei das malhas, usando correntes de malha (fictícias):

𝟏) 𝜺𝟏 − 𝑹𝑨 𝑰𝟏 − 𝑰𝟓 = 𝟎
𝟐) 𝜺𝟐 − 𝑹𝑫 𝑰𝟐 − 𝑰𝟑 = 𝟎
3)    − 𝑹𝑫 𝑰𝟑 − 𝑰𝟐 − 𝑹𝑬𝑰𝟑 = 𝟎
4) − 𝑹𝑩 𝑰𝟒 − 𝑰𝟓 − 𝑹𝑪𝑰𝟒 = 𝟎
5) −𝑹𝑨(𝑰𝟓−𝑰𝟏) − 𝑹𝑩(𝑰𝟓 − 𝑰𝟒) = 𝟎

𝑹𝑨 𝑹𝑩

𝑹𝑪

𝑹𝑫
𝑹𝑬

𝜺
𝟏
=
𝟏
𝟐
𝟎
𝑽

𝜺
𝟐
=
𝟗
𝟎
𝑽

𝑰𝟏

𝑰𝟐 𝑰𝟑

𝑰𝟒𝑰𝟓

𝑹𝑨 = 𝑹𝑪 = 𝑹𝑬 = 𝟏𝟎 𝒌𝛀; 𝑹𝑩 = 𝑹𝑫 = 𝟓 𝒌𝛀

𝒊𝟏

𝒊𝟐
𝒊𝟑

𝒊𝟑 𝒊𝟒
𝒊𝟓

𝒊𝟒

𝒊𝟔

𝒊𝟕

𝒊𝟔𝒊𝟖𝒊𝟖𝒊𝟏

𝒊𝟗 𝒊𝟏𝟎

𝒊𝟏𝟎

𝒊𝟐 𝒊𝟏𝟏 𝒊𝟏𝟐𝒊𝟓
𝒊𝟕

𝒊𝟗
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𝑹𝑨 𝑹𝑩

𝑹𝑪

𝑹𝑫
𝑹𝑬

𝜺
𝟏
=
𝟏
𝟐
𝟎
𝑽

𝜺
𝟐
=
𝟗
𝟎
𝑽

𝑰𝟏

𝑰𝟐 𝑰𝟑

𝑰𝟒𝑰𝟓

𝑹𝑨 = 𝑹𝑪 = 𝑹𝑬 = 𝟏𝟎 𝒌𝛀; 𝑹𝑩 = 𝑹𝑫 = 𝟓 𝒌𝛀

𝒊𝟏

𝒊𝟐
𝒊𝟑

𝒊𝟑 𝒊𝟒
𝒊𝟓

𝒊𝟒

𝒊𝟔

𝒊𝟕

𝒊𝟔𝒊𝟖𝒊𝟖𝒊𝟏

𝒊𝟗 𝒊𝟏𝟎

𝒊𝟏𝟎

𝒊𝟐 𝒊𝟏𝟏 𝒊𝟏𝟐𝒊𝟓
𝒊𝟕

𝒊𝟗

Circuitos eléctricos com várias malhas. Leis de Kirchhoff (cont.)
Num circuito com r troços e n nodos, o número de malhas independentes é 𝑀 = 𝑟 − 𝑛 + 1 e o número de nodos independentes
é 𝑁 = 𝑛 − 1. No presente exemplo é 𝑟 = 12 e 𝑛 = 8, logo 𝑀 = 5 e 𝑁 = 7. Existem 12 incógnitas, 𝑖𝑘 , 𝑘 = 1,… , 12
Como existem muitos troços, convém começar com a lei das malhas, usando correntes de malha (fictícias):
1) 𝜀1 − 𝑅𝐴 𝐼1 − 𝐼5 = 0
2) 𝜀2 − 𝑅𝐷 𝐼2 − 𝐼3 = 0
3)    − 𝑅𝐷 𝐼3 − 𝐼2 − 𝑅𝐸𝐼3 = 0
4) − 𝑅𝐵 𝐼4 − 𝐼5 − 𝑅𝐶𝐼4 = 0
5) −𝑅𝐴𝐼5 − 𝑅𝐵𝐼4 = 0

As correntes nos troços podem ser calculadas
através de

𝑖1 = 𝐼1; 𝑖2= 𝐼1 − 𝐼2; 𝑖3= 𝐼2; 𝑖4 = 𝐼3;
𝑖5 = 𝐼2 − 𝐼3; 𝑖6 = 𝐼4; 𝑖7= 𝐼4 − 𝐼3; 𝑖8 = 𝐼5;
𝑖9 = 𝐼1 − 𝐼5; 𝑖10 = 𝐼5 − 𝐼4; 𝑖11 = 𝐼5 − 𝐼2; 𝑖12 = 𝐼5 − 𝐼3.

Alternativamente podemos usar a lei dos nodos:

1) 𝑖1 = 𝑖2 + 𝑖3; 2) 𝑖3 = 𝑖4 + 𝑖5; 3) 𝑖6= 𝑖4 + 𝑖7;
4) 𝑖8 = 𝑖6 + 𝑖10; 5) 𝑖1= 𝑖8 + 𝑖9; 6) 𝑖2= 𝑖9 + 𝑖11;
7) 𝑖12 = 𝑖7 + 𝑖10.

A estas sete equações teremos que juntar mais
cinco, usando a lei das malhas:
𝟖) 𝜺𝟏 − 𝑹𝑨𝒊𝟗 = 𝟎; 𝟗) 𝜺𝟐 − 𝑹𝑫𝒊𝟓 = 𝟎; 𝟏𝟎) 𝑹𝑫𝒊𝟓 −
−𝑹𝑬𝒊𝟒 = 𝟎; 11) 𝑹𝑩𝒊𝟏𝟎 − 𝑹𝑬𝒊𝟒 = 𝟎; 12) 𝑹𝑨𝒊𝟗 − 𝑹𝑩𝒊𝟏𝟎 = 𝟎
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Associação de resistências em série e em paralelo
Os princípios de conservação que estão por detrás das leis de Kirchhoff permitem obter facilmente a expressão da resistência 
equivalente de uma  associação de resistências em série ou em paralelo, como se indica na figura.
Na associação de cima (série) é imediato constatar que a corrente que 
atravessa as duas resistências é igual, por conservação da carga. 
Chamando i a essa corrente,  a lei de Ohm permite concluir que
𝑉𝐵 − 𝑉𝐴 = 𝑅1𝑖 e 𝑉𝐶 − 𝑉𝐵 = 𝑅2𝑖. Somando as duas equações, obtém-se
𝑉𝐶 − 𝑉𝐴 = 𝑅1 + 𝑅2 𝑖, ou seja, se substituirmos as duas resistências por
uma única resistência de valor𝑅𝑒𝑞

𝑠𝑒𝑟 = 𝑅1 + 𝑅2 a corrente que atravessa 

o circuito é a mesma. Dizemos por isso que

𝑅𝑒𝑞
𝑠𝑒𝑟 = 𝑅1 + 𝑅2

é a resistência equivalente da associação em série. 
No circuito de baixo, onde as resistências estão ligadas em paralelo, a lei dos
nodos permite concluir que as correntes que atravessam as resistências
verificam 𝑖1 + 𝑖2 = 𝑖. Aplicando a lei de Ohm a cada resistência e tendo em conta que ambas têm uma tensão 𝑉𝐸 − 𝑉𝐷 entre os
seus terminais, resulta  𝑉𝐸 − 𝑉𝐷 = 𝑅1𝑖1 = 𝑅2𝑖2. A resistência equivalente ao paralelo é a que causa a mesma diferença de 

potencial quando é atravessada pela corrente i, ou seja, 𝑉𝐸 − 𝑉𝐷 = 𝑅𝑒𝑞
𝑝𝑎𝑟

𝑖 = 𝑅𝑒𝑞
𝑝𝑎𝑟

𝑖1 + 𝑖2 = 𝑅𝑒𝑞
𝑝𝑎𝑟 𝑉𝐸−𝑉𝐷

𝑅1
+

𝑉𝐸−𝑉𝐷

𝑅2
.

Conclui-se que
𝟏

𝑹𝒆𝒒
𝒑𝒂𝒓 =

𝟏

𝑹𝟏
+

𝟏

𝑹𝟐

no caso da associação em paralelo de duas resistências.

A B C

D E

𝑅1 𝑅2

𝑅1

𝑅2

i

i

Associação
em série

Associação
em paralelo
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Associação de condensadores em série e em paralelo

Podemos alargar os resultados referentes à associação de resistências a circuitos com associações de condensadores.
Começando com a associação em série (figura de cima), podemos
constatar que o condensador 𝐶1 tem carga Q = 𝐶1(𝑉𝐵 − 𝑉𝐴) e que
o condensador 𝐶2 tem carga Q = 𝐶2 𝑉𝐷 − 𝑉𝐵 . Com efeito, uma vez 
que o troço entre os dois condensadores está isolado pelos dieléctricos 
em ambos os lados, a sua carga total deve ser nula, pelo quea carga 
na placa direita de  𝐶1 é simétrica da carga na placa esquerda de 𝐶2.
Como as duas placas de cada condensador devem ter cargas 
simétricas, podemos concluir que ambos os condensadores armazenam
a mesma carga.
O condensador equivalente é aquele que armazenar a mesma carga 𝑄
mantendo aos seus terminais a tensão 𝑉𝐷 − 𝑉𝐴, ou seja, a capacidade 

equivalente deve verificar   Q = 𝐶𝑒𝑞
𝑠𝑒𝑟(𝑉𝐷 − 𝑉𝐴). Como 𝑉𝐷 − 𝑉𝐴 = 𝑉𝐷 − 𝑉𝐵 + 𝑉𝐵 − 𝑉𝐴 =

𝑄

𝐶1
+

𝑄

𝐶2
, conclui-se que

1

𝐶𝑒𝑞
𝑠𝑒𝑟 =

1

𝐶1
+

1

𝐶2
.

Para a associação em paralelo, tendo em conta que a tensão em ambos os condensadores é 𝑉𝐸 − 𝑉𝐹 e que agora as cargas 
dos dois condensadores se somam, resulta que 𝑄1 = 𝐶1(𝑉𝐹 − 𝑉𝐸) e 𝑄2 = 𝐶2(𝑉𝐹 − 𝑉𝐸) . Procura-se 𝑪𝒆𝒒 𝐭𝐚𝐥 𝐪𝐮𝐞 a carga total

verifique 𝑸𝟏 + 𝑸𝟐 = 𝑪𝒆𝒒
𝒑𝒂𝒓

(𝑽𝑭 − 𝑽𝑬), ou seja, é agora 

𝑪𝒆𝒒
𝒑𝒂𝒓

= 𝑪𝟏 + 𝑪𝟐.

A B D

E F

𝐶1 𝐶2

𝐶1

𝐶2

i

i
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Potência dissipada numa resistência. Lei de Joule.
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Potência dissipada numa resistência. Lei de Joule.

No interior de um condutor ohmico percorrido por uma corrente com

densidade de corrente Ԧ𝑗 existe um campo eléctrico 𝐸 =
Ԧ𝑗

𝜎
. 

Por outro lado, sabemos que Ԧ𝑗 = ρ Ԧ𝑣, sendo ρ a carga por unidade de volume 
e Ԧ𝑣 a velocidade dos portadores de carga. 

O trabalho feito pelo campo eléctrico sobre uma carga elementar 𝑑𝑞 por unidade 
de tempo será, tendo em conta que 𝑑𝑞 = 𝜌𝑑𝑉, sendo 𝑑𝑉 o elemento de volume,

𝑑𝑃 = 𝑑𝑞 𝐸.
𝑑 Ԧ𝑟

𝑑𝑡
= 𝑑𝑞𝐸. Ԧ𝑣 = (𝜌𝑑𝑉)𝐸.

Ԧ𝑗

ρ
= 𝐸. Ԧ𝑗 𝑑𝑉 =

1

𝜎
𝑗2𝑑𝑉. 

Considerando agora um condutor filiforme de secção S e comprimento L, onde j é uniforme, o trabalho feito pelo campo em
todo o volume do condutor por unidade de tempo será 

𝑃 =
1

𝜎
𝑗2𝑆𝐿 =

𝐿

𝜎𝑆
(𝑗𝑆)2= 𝑅𝑖2 ,

uma vez que 
𝐿

𝜎𝑆
é a resistência e 𝑗𝑆 é a intensidade da corrente. Em regime estacionário, este trabalho realizado pelo campo 

eléctrico dissipa-se na forma de energia térmica. 
Nessas condições, a potência (energia térmica por unidade de tempo) dissipada na resistência é

𝑃 = 𝑅𝑖2

resultado conhecido como lei de Joule. 

Recorrendo à lei de Ohm,  é possível escrever a lei de Joule na forma alternativa 𝑷 = 𝑽𝒊. 

𝑖

L
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Sabemos já que a diferença de potencial entre os terminais da resistência R é dada por Ri.
É oportuno obtermos uma expressão para a diferença de potencial aos terminais de um condensador.

Quando circula corrente no circuito, a quantidade de carga acumulada nas placas do condensador varia ao longo do tempo
(a carga não “atravessa” o condensador, por causa do dieléctrico; acumula-se nas placas).

No intervalo de tempo dt o condensador recebe uma quantidade de carga 𝑑𝑞 = 𝑖 𝑡 𝑑𝑡.

Em resultado dessa variação de carga, a diferença de potencial aos terminais do condensador vai ter uma variação

𝑑𝑉 =
1

𝐶
𝑑𝑞 =

1

𝐶
𝑖 𝑡 𝑑𝑡.

Se no instante t = 0 o condensador estava descarregado, num instante
genérico t a diferença de potencial entre os seus terminais será

|∆𝑽| ≡ 𝒗𝑪=
𝟏

𝑪
𝟎׬
𝒕
𝒊 𝒕 𝒅𝒕

Circuitos eléctricos. Circuito RC

𝜺
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Circulando ao longo do circuito no sentido directo, como se indica na figura, e tendo em conta que a soma de todas as 
diferenças de potencial num circuito fechado tem que ser zero (lei das malhas), concluímos que

−𝑅𝑖 − 𝑣𝐶 + 𝜀 − 𝑟𝑖 = 0

Derivando ambos os membros da igualdade 𝑣𝐶 =
1

𝐶
0׬
𝑡
𝑖 𝑡 𝑑𝑡 obtém-se

𝑑𝑣𝐶

𝑑𝑡
=

1

𝐶
𝑖 𝑡 ,

logo,

𝑅𝑖 = 𝑅𝐶
𝑑𝑣𝐶

𝑑𝑡

o que permite re-escrever a equação inicial na forma

𝜀 = 𝑣𝐶 + 𝑟 + 𝑅 𝐶
𝑑𝑣𝐶

𝑑𝑡

Trata-se de uma equação diferencial que deve ser resolvida para sabermos como varia a
tensão aos terminais do condensador ao longo do tempo.

Circuitos eléctricos. Circuito RC (cont.)

𝜺
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𝜀 = 𝑣𝐶 + 𝑅𝐶
𝑑𝑣𝐶
𝑑𝑡

admite a solução

𝑣𝐶 𝑡 = 𝜀 + (𝑣0 − 𝜀)𝑒−
𝑡
𝑅𝐶

Como varia a corrente i ao longo do tempo?

Represente graficamente a tensão aos terminais do condensador e a
corrente, no caso em que o condensador está totalmente descarregado em t=0.

Problema

𝜺
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Vimos que a diferença de potencial aos terminais de um condensador é proporcional ao integral da corrente:

𝑣𝐶 =
1

𝐶
න
0

𝑡

𝑖 𝑡 𝑑𝑡

Admitamos agora que é possível construir um componente electrónico que apresente uma diferença de potencial aos seus
terminais proporcional à derivada da corrente. 

Designaremos esse componente por bobine, e veremos em breve que pode ser obtido enrolando um conductor sobre uma
superfície cilíndrica. 

Designaremos a constante de proporcionalidade por indutância da bobine, 
e designaremos essa grandeza pela letra L. Será então

𝒗𝑳 = 𝑳
𝒅𝒊

𝒅𝒕

Circuitos eléctricos. Bobine. Indutância.

L
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Ao longo do circuito fechado, as diferenças de potencial aos terminais
dos componentes devem verificar

−𝑅𝑖 − 𝐿
𝑑𝑖

𝑑𝑡
−

1

𝐶
0׬
𝑡
𝑖 𝑡 𝑑𝑡 + 𝜀 − 𝑟𝑖 = 0

Derivando novamente em ordem a t obtém-se

−𝐿
𝑑2𝑖

𝑑𝑡2
− (𝑅 + 𝑟)

𝑑𝑖

𝑑𝑡
−

1

𝐶
𝑖 = 0

ou (fazendo r=0)

𝑑2𝑖

𝑑𝑡2
+

𝑅

𝐿

𝑑𝑖

𝑑𝑡
+

1

𝐿𝐶
𝑖 = 0

Novamente, a análise do circuito conduziu a uma equação diferencial,
que devemos resolver para ficarmos a conhecer a corrente i como 
função do tempo. Conhecida a função i(t) podemos
calcular 𝒗𝑹(t), 𝒗𝑪(𝒕) e 𝒗𝑳 𝒕 .

L

Circuitos eléctricos. Bobine. Indutância (cont.)
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-

RC

L

Vimos que no circuito RLC alimentado com uma fonte de corrente contínua se verificava a seguinte equação:

𝜀 − 𝑟𝑖 − 𝑅𝑖 − 𝐿
𝑑𝑖

𝑑𝑡
−
1

𝐶
න
𝑡0

𝑡

𝑖 𝑡 𝑑𝑡 = 0

a partir da qual obtivemos, por derivação, a equação diferencial
𝒅𝟐𝒊

𝒅𝒕𝟐
+

𝑹+ 𝒓

𝑳

𝒅𝒊

𝒅𝒕
+

𝟏

𝑳𝑪
𝒊 = 𝟎

+

Circuito RLC

𝜀
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RC

L

Vimos que no circuito RLC alimentado com uma fonte de corrente contínua se verificava a seguinte equação:

𝜀 − 𝑟𝑖 − 𝑅𝑖 − 𝐿
𝑑𝑖

𝑑𝑡
−
1

𝐶
න
𝑡0

𝑡

𝑖 𝑡 𝑑𝑡 = 0

a partir da qual obtivémos, por derivação, a equação diferencial
𝑑2𝑖

𝑑𝑡2
+

𝑅 + 𝑟

𝐿

𝑑𝑖

𝑑𝑡
+

1

𝐿𝐶
𝑖 = 0

Se agora substituirmos a fonte de alimentação por um gerador de 
sinais   que formeça aos seus terminais uma tensão 

𝜀 𝑡 = 𝜀0𝑠𝑒𝑛 𝜔𝑡 ,
ou seja,  uma tensão alterna sinusoidal de amplitude 𝜀0 e frequência
angular 𝜔, aquelas equações devem ser substituidas por

−𝑟𝑖 − 𝑅𝑖 − 𝐿
𝑑𝑖

𝑑𝑡
−

1

𝐶
𝑡0׬
𝑡
𝑖 𝑡 𝑑𝑡 = − 𝜀0𝑠𝑒𝑛 𝜔𝑡

e
𝑑2𝑖

𝑑𝑡2
+

𝑅+𝑟

𝐿

𝑑𝑖

𝑑𝑡
+

1

𝐿𝐶
𝑖 =

𝜺𝟎𝝎

𝑳
𝜔𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡

Trata-se de uma equação diferencial linear não homogénea com coeficientes constantes, cuja solução se obtém 
combinando a solução geral da equação homogénea com uma solução particular da equação completa. 

𝜀(𝑡)

Circuito RLC
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A equação homogénea
𝑑2𝑖

𝑑𝑡2
+

𝑅+𝑟

𝐿

𝑑𝑖

𝑑𝑡
+

1

𝐿𝐶
𝑖 = 0

corresponde ao regime livre (sem fonte de alimentação) e pode ser reescrita na forma 
𝑑2𝑖

𝑑𝑡2
+ 2𝜆

𝑑𝑖

𝑑𝑡
+ 𝜔0

2𝑖 = 0

com λ =
𝑅+𝑟

2𝐿
e 𝜔0 =

1

𝐿𝐶
.  O método do polinómio característico

permite escrever a solução na forma 

𝑖 𝑡 = 𝐴𝑒
−𝜆+ 𝜆2−𝜔0

2 𝑡
+ 𝐵𝑒

−𝜆− 𝜆2−𝜔0
2 𝑡

sendo A e B constantes arbitrárias. Vamos focar a nossa atenção no caso 𝜆 < 𝜔0.
Após  alguma manipulação com base em identidades trigonométricas a última 
expressão pode ser reescrito na forma

𝑖 𝑡 = 𝐶𝑒−𝜆𝑡𝑠𝑒𝑛(𝜔′𝑡 + 𝜑)

onde C e 𝜑 são constantes arbitrárias e 𝜔′ = 𝜔0
2 − 𝜆2. Trata-se de uma corrente

oscilatória amortecida,  como se indica na figura. A quantidade 𝜆 mede o grau de
amortecimento, e a quantidade 𝜔0 é a frequência angular que a corrente teria se
não existisse amortecimento. Designa-se por frequência angular própria do circuito
a quantidade  𝜔0. Quando 𝜆 < 𝜔0 dizemos que o circuito tem amortecimento sub-crítico.
Esta solução corresponde a uma corrente transiente que surge no circuito quando se liga ou desliga o gerador de sinais. 

RC

L

𝜀(𝑡)

i(t)

𝐶 𝑠𝑒𝑛𝜑 𝐶𝑒−𝜆𝑡

Circuito RLC. Oscilações livres
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A solução da equação completa
𝑑2𝑖

𝑑𝑡2
+

𝑅

𝐿

𝑑𝑖

𝑑𝑡
+

1

𝐿𝐶
𝑖 =

𝜺𝟎𝝎

𝑳
𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡

(fazendo r = 0 para simplificar) é mais trabalhosa, e não será feita aqui. Pode-se 
verificar que a seguinte solução é válida, por substituição directa na equação diferencial.

𝑖 𝑡 =
𝜀0

𝜔𝐿 −
1

𝜔𝐶

2
+𝑅2

𝑠𝑒𝑛[𝜔𝑡 − 𝑡𝑔−1(
𝜔𝐿

𝑅
−

1

𝜔𝑅𝐶
)]

ou seja,

𝑖 𝑡 = 𝐴 𝑠𝑒𝑛[𝜔𝑡 − 𝛿] com 𝐴(ω) =
𝜀0

𝜔𝐿 −
1

𝜔𝐶

2
+𝑅2

e  δ = 𝑡𝑔−1(
𝜔𝐿

𝑅
−

1

𝜔𝑅𝐶
)]

A quantidade 𝐴(𝜔) mostra que a íntensidade máxima da corrente depende 
da frequência. Essa dependência está representada na figura para diferentes 

valores do parâmetro λ =
𝑅

2𝐿
. A quantidade δ é a diferença de fase entre 𝜀(𝑡) e i(t). 

A inspecção da expressão de  𝐴(ω) mostra que no caso em que 𝑅 = 0, ou seja, 
o circuito é formado apenas por um condensador e uma bobina, existe um valor da 

Frequência do sinal aplicado pelo gerador, dado por 𝜔𝑟 =
1

𝐿𝐶
, para o qual a amplitude

da corrente toma um valor infinito. Dizemos então que ocorreu uma ressonância
destrutiva. Note-se que  𝝎𝒓 = 𝝎𝟎, a frequência angular própria do circuito. 
No caso em que 𝑹 ≠ 𝟎, ocorre ressonância quando 𝑨(𝝎) é máximo. 

RC

L

𝐴(𝜔)

𝜔𝜔0

Circuito RLC. Oscilações forçadas. Ressonância

𝜀(𝑡)
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Problema: o condensador C é totalmente carregado pela fonte de
alimentação cuja f.e.m. é 𝜺. Em seguida, desliga-se o 
interruptor e o condensador descarrega-se totalmente, 
através da resistência R. Mostre que a toda a energia que 
estava inicialmente no condensador se dissipa na resistência.
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Introdução ao Magnetismo

As propriedades magnéticas de alguns materiais já eram conhecidas há cerca de 2000 anos atrás (na Grécia), e usadas na 
navegação desde o século 11 (na China), mas a sua origem permaneceu misteriosa até ao século 19 (Oersted, 1820). Apenas 
no início do século 17 o comportamento da bússola foi atribuído às propriedades magnéticas da Terra (“Magnus magnes ipse
est globus terrestris”, Gilbert, 1600). Foi só no século 19 que se compreendeu que o campo magnético terrestre tinha 
origem no interior do planeta (Gauss, 1838).
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Introdução ao magnetismo

https://www.youtube.com/watch?v=-w-1-4Xnjuw

Experiência de Oersted (1820)

Conclusão: electricidade e magnetismo estavam de
alguma forma interligados.

Experiência de Ampère (1827)
Pouco depois da experiência de Oersted, Ampère 
verificou que dois condutores paralelos percorridos por corrente eléctrica 
se atraem, se os sentidos forem iguais, ou se repelem, se os sentidos forem opostos. 

Ampère determinou que dois elementos 𝑑𝑙1e 𝑑𝑙2 (ver figura) se atraíam com uma 
força cujo módulo é dado por

𝑑𝐹 =
𝜇0

4𝜋

𝑖1𝑖2𝑑𝑙1𝑑𝑙2

𝑟2

A constante 𝜇0 designa-se por permeabilidade magnética do vazio. 

Até 20 de Maio de 2019, a lei de Ampère era usada para definir a unidade 
de intensidade de corrente, o Ampère. 

𝑖1

𝑖2

𝑑𝑙1

𝑑𝑙2

r



Mestrado em Engenharia Civil / Licenciatura em Engenharia de Minas e Georecursos
Electromagnetismo e Óptica - 1º semestre de 2019/2020

Força de Lorentz e Lei de Biot-Savart

Para explicar as observações experimentais de Ampère, a interacção é 
descrita do seguinte modo:

1) Uma corrente i a circular num elemento de circuito 𝑑𝑙 na origem de um 
referencial causa num ponto com vector posição Ԧ𝑟 um campo de indução 

magnética  𝑑𝐵 dado por 

𝑑𝐵 =
𝜇0

4𝜋

𝑖

𝑟2
(𝑑𝑙xො𝑢𝑟) Lei de Biot e Savart

2) Uma carga eléctrica q que se move com velocidade 𝒗 num campo de 

indução magnética 𝑩 fica sujeita a uma força dada por

𝑭 = 𝒒𝒗𝐱𝑩 Força de Lorentz

Nota: Veremos mais adiante que a expressão geral da Força de Lorentz é 

𝑭 = 𝒒(𝑬 + 𝒗𝐱𝑩 ), ou seja, se existir também um campo eléctrico é a força 
total devida aos efeitos do campo magnético e do campo eléctrico. 

𝑖1

𝑖2

𝑑𝑙1

𝑑𝑙2

r
𝒗q

𝒅𝑩

𝒅𝑭

Os dois fios atraiam-se sem que estivessem electrizados (a sua carga total era nula), e não eram feitos de material magnético. 
Tratava-se de um tipo de interacção até então desconhecida.   

Para descrever essa interacção foi introduzido um novo conceito: o campo magnético. Podemos afirmar que a passagem de 
corrente no condutor 1 cria um campo magnético em seu redor, e que esse campo actua sobre as cargas eléctricas em 
movimento no condutor 2. 
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Força de Lorentz e Lei de Biot-Savart (cont.)

Tendo agora em conta que    𝑖 =
𝑑𝑞

𝑑𝑡
e chamando 𝑑𝑞2 à carga dos portadores 

de carga que se encontram em 𝑑𝑙2 , será 

𝑑𝑞2 Ԧ𝑣 = 𝑑𝑞2
𝑑𝑙2
𝑑𝑡

=
𝑑𝑞2
𝑑𝑡

𝑑𝑙2 = 𝑖2𝑑𝑙2

Logo a força sobre 𝑑𝑙2 será

𝑑𝐹 = 𝑖2𝑑𝑙2𝑥𝐵
um resultado conhecido como lei de Laplace.

Substituindo 𝐵 pela expressão dada pela lei de Biot e Savart 

𝑑𝐵 =
𝜇0

4𝜋

𝑖1

𝑟2
(𝑑𝑙1xො𝑢𝑟)

obtém-se (notar que 𝑑𝐵 é perpendicular a 𝑑𝑙2):

𝑑𝐹 =
𝜇0

4𝜋

𝑖1𝑖2𝑑𝑙1𝑑𝑙2

𝑟2

que é o resultado estabelecido experimentalmente por Ampère.
https://www.youtube.com/watch?v=nRDVm5rn_2A

https://www.youtube.com/watch?v=nRDVm5rn_2A
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Campo magnético na vizinhança de um conductor rectilíneo infinito

Problema: Calcular o campo de indução magnética à distância R 
de um conductor rectilíneo uniforme.
Sugestões: - use a variável de integração 𝜃

- use a regra da mão direita

Solução:  pela regra da mão direita, a contribuição 𝑑𝐵 causada no 

Ponto P pelo elemento de condutor  𝑑𝑙 é sempre perpendicular 
ao plano da figura e dirigido para trás da mesma. Podemos por 
isso somar os módulos de todas as contribuições 𝑑𝐵 sem ter que 
calcular projecções. Será, pela lei de Biot-Savart

𝑑𝐵 =
𝜇0
4𝜋

𝑖 𝑑𝑥 𝑠𝑒𝑛 (𝜃 + ൗ𝜋 2)

(𝑥2 + 𝑟2)
=
𝜇0
4𝜋

𝑖 𝑑𝑥 𝑐𝑜𝑠𝜃

(𝑥2 + 𝑟2)
=
𝜇0
4𝜋

𝑖 𝑑𝑥 𝑟

(𝑥2 + 𝑟2) ൗ3 2

Logo,

𝐵 =
𝜇0𝑟𝑖

4𝜋
න
−∞

+∞ 𝑑𝑥

(𝑥2 + 𝑟2) ൗ3 2

O integral calcula-se fazendo a mudança de variável 𝑥 = 𝑟 𝑡𝑔𝜃
e integrando em 𝜃 entre − Τ𝜋 2 e + Τ𝜋 2. O resultado é

𝑩 =
𝝁𝟎𝒊

𝟐𝝅𝒓

x

x = 0 ො𝑢𝑅

𝑑𝑙

i

r

x

𝑑𝐵

𝜃

P
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Teorema de Ampère

Tal como na electrostática verificámos que em muitas situações o cálculo do campo podia
ser feito sem recurso à Lei de Coulomb, também no electromagnetismo o campo da indução
magnética pode em certos casos ser calculado sem usar a lei de Biot e Savart. Terão que se 
verificar determinadas condições de simetria e de uniformidade do modulo de B, como já era
o caso na electrostática para o modulo de E.
Para obtermos o teorema de Ampère, que permite fazer esses cálculos, tomaremos como ponto
de partida a terceira equação de Maxwell, e admitiremos que não estamos na presença de um 

campo eléctrico variável (
𝜕𝐸

𝜕𝑡
= 0). Nesse caso podemos escrever que 𝑟𝑜𝑡𝐵 = 𝜇0Ԧ𝑗, sendo Ԧ𝑗 a densidade de corrente. 

O teorema de Stokes afirma que a circulação de um  vector num caminho fechado é 
igual ao fluxo do seu rotacional através de uma superfície limitada por esse caminho.

A figura ilustra a aplicação do teorema de Stokes ao campo de indução magnética.
Se designarmos por C o caminho representado a tracejado e por S a superfície 
representada a azul claro, a qual é atravessada por duas correntes 𝑖1e 𝑖2, será

ර
𝐶

𝐵. 𝑑𝑟 = න
𝑆

(𝑟𝑜𝑡𝐵). ො𝑛𝑑𝑆 = 𝜇0න
𝑆

Ԧ𝑗 . ො𝑛𝑑𝑆𝑖1

𝑖2

𝐵

𝐵

onde se usou a terceira equação de Maxwell. Mas o fluxo da densidade de corrente é a corrente total que atravessa S, logo, 

𝐶ׯ 𝐵. 𝑑𝑟 = 𝜇0𝑖 (Teorema de Ampère)

Neste caso, 𝒊 = 𝒊𝟏 − 𝒊𝟐. O sinal das correntes é determinado pela regra da mão direita aplicada à circulação de 𝑩.
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Campo magnético na vizinhança de um conductor rectilíneo infinito (de novo)

Problema: Calcular o campo de indução magnética à distância R 
de um conductor rectilíneo uniforme (de novo).

Solução

Sendo o fio infinito, podemos concluir que o vector 𝐵 tem que estar
contido no plano que lhe é perpendicular.  Por outro lado tem que ser

perpendicular à direcção radial (devido ao termo 𝑑𝑙xො𝑢𝑅 da lei de Biot e 
Savart). A indução resultante no ponto P de todas as contribuições
elementares tem por isso que ter a direcção e o sentido indicados na figura. 

O modulo de 𝐵 só pode depender de R, logo será constante sobre o 
caminho circular representado a tracejado. 

A circulação de 𝐵 sobre esse caminho terá que 
ser igual a 𝜇0𝑖:

ර𝐵. 𝑑𝑟 = 𝜇0𝑖

mas com esta geometria será

.𝑩ׯ 𝒅𝒓 = 𝑩. 𝒅𝒓ׯ = 𝟐𝝅𝒓𝑩 , ou seja,

𝑩 =
𝝁𝟎𝒊

𝟐𝝅𝒓

x

i

r

P ො𝑢𝑅

𝑑𝑙

𝑩
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Campo magnético na vizinhança de um conductor rectilíneo infinito

Problema: Calcular o campo de indução magnética à distância R 
de um conductor rectilíneo uniforme.

A solução  𝐵 =
𝜇0𝑖

2𝜋𝑟
não pode ser aplicada a um condutor

que  tenha diâmetro nulo, porque a indução magnética tenderia
para infinito junto ao fio. Devemos por isso analizar o que se passa se 
o raio do condutor for a.  Para pontos com r > a continua a ser válida
a solução anterior, porque toda a corrente i passa no interior do caminho
circular de raio r. Vamos tratar o caso r < a. Em corte, teremos
a seguinte situação:  vamos tratar a densidade de corrente como uniforme,

com módulo 𝑗 =
𝑖

𝜋𝑎2
. A corrente que atravessa o círculo

de raio r (a roxo) será (
𝑟

𝑎
)2𝑖

O teorema de Ampère
implica que

2𝜋𝑟𝐵 = 𝜇0𝑖(
𝑟

𝑎
)2

𝐵 =
𝜇0𝑖

2𝜋𝑎2
𝑟

A figura mostra a variação de B com r. 

x

i

𝑑𝑙

𝑩

Ԧ𝑗
r

B

r = a
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Campo magnético num ponto do eixo de uma espira percorrida por uma corrente i

Aplicando a Lei de Biot e Savart à contribuição do elemento de espira 𝑟𝑑𝜃 para a indução
magnética no ponto P, obtém-se:

𝑑𝐵 =
𝜇0𝑖

4𝜋

𝑟𝑑𝜃

𝑟2 + 𝑧2

A simetria do problema permite concluir que todas as componentes de 𝐵 except a que tiver
a direcção do eixo Oz se anulam. A componente Segundo Oz deve verificar

𝑑𝐵𝑧 =
𝜇0𝑖

4𝜋

𝑟 𝑐𝑜𝑠𝛼 𝑑𝜃

𝑟2 + 𝑧2

sendo 𝒄𝒐𝒔𝜶 =
𝒓

𝒓𝟐+𝒛𝟐
. Substituindo e integrando em 𝜃 obtém-se

𝐵 = න𝑑𝐵𝑧 =
𝜇0𝑖

4𝜋

𝑟2

𝑟2 + 𝑧2 3/2
න
−
𝜋
2

𝜋
2
𝑑𝜃 =

𝜇0𝑖

2

𝑟2

𝑟2 + 𝑧2 3/2

Ou, vectorialmente,

𝐵 =
𝜇0𝑖

2

𝑟2

𝑟2 + 𝑧2 3/2
ො𝑢𝑧

Um caso particular importante corresponde ao centro da espira (z=0), onde o campo é

𝑩 =
𝝁𝟎𝒊

𝟐𝒓
ෝ𝒖𝒛

𝑟𝑑𝜃

𝑑𝜃
𝑟

i

ො𝑢𝑟
𝑑𝑙

𝑑𝐵

𝛼

z
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Campo magnético no interior de uma bobina percorrida por uma corrente i.

Podemos tratar o segmento dx da bobina como uma espira onde circula uma
corrente 𝑑𝑖 = 𝑛 𝑖 𝑑𝑥, sendo 𝑛 o número de espiras por unidade de comprimento.
O resultado anterior dá, para a indução magnética no ponto P, a expressão

𝑑𝐵 =
𝜇0𝑛 𝑖

2

𝑎2𝑑𝑥

(𝑎2 + (𝑥𝑃 − 𝑥)2)3/2
ො𝑢𝑥

Esta expressão pode ser integrada fazendo variar x entre 0 e L.  O cálculo do integral 

´pode fazer-se através da mudança de variável tg 𝜃 =
𝑎

𝑥𝑃−𝑥

A figura mostra qual o significado do ângulo 𝜃.  Será 𝑑𝑥 = 𝑎 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐2𝜃 d𝜃 e o integral
toma a forma

𝐵 =
𝜇0𝑛 𝑖

2
න
𝜃0

𝜃𝐿

𝑠𝑒𝑛𝜃 𝑑𝜃 ො𝑢𝑥 =
𝜇0𝑛 𝑖

2
𝑐𝑜𝑠𝜃0 − 𝑐𝑜𝑠𝜃𝐿 ො𝑢𝑥

Admitindo agora que L>>a, podemos tratar a bobina como infinita e considerar
que 𝜃0= 0 e 𝜃𝐿 = 𝜋. Nesse caso, obtém-se o importante resultado que dá
a indução magnética no eixo de uma bobina ideal com o eixo ao longo de Ox:

𝑩 = 𝝁𝟎𝒏 𝒊 ෝ𝒖𝒙

x=0            x                  𝑥𝑃 x=L 

dx

P

a

P

a
𝜃
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Campo magnético no interior de uma bobina percorrida por uma corrente i. Solenoide ideal.

Podemos usar o Teorema de Ampére para

investigar as propriedades do campo 𝐵 de 
uma bobina ideal. Usando o caminho indicado

na figura, podemos concluir que ׯ𝐵. 𝑑𝑟 = 0,

uma vez que a superfície limitada por esse 
caminho é atravessada pela corrente tantas vezes 
num  sentido como no sentido contrário, e portanto
a corrente total é zero.
No interior da bobina o campo é perpendicular ao caminho de integração, e por isso a contribuição para o integral é zero. 

Podemos concluir que terá que ser   ׯ𝐴
𝐵
𝐵. 𝑑𝑟 + 𝐶ׯ

𝐷
𝐵. 𝑑𝑟 = 0. A única forma de esta condição se verificar  (tendo em conta 

que os pontos podem estar no infinito) é que seja 𝐵 = 0 fora da bobina. 
Considere-se agora o caminho de cirdulação da figura 
de baixo. Pelas razões apontadas acima, só o troço entre 
Os pontos A e B vai contribuir para o integral de circulação.

Sendo a bobina infinita, o campo  𝐵 no seu interior não
pode depender da posiçã ao longo do eixo. Será 

.𝐵ׯ 𝑑𝑟 = 𝐴׬
𝐵
𝐵. 𝑑𝑟 = 𝐵. ׬

𝐵
𝑑𝑟 = 𝐵 𝑥𝐵 − 𝑥𝐴 = 𝜇0𝑖𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = 𝜇0 𝑛𝑖(𝑥𝐵 − 𝑥𝐴), sendo n o número de espiras por unidade de 

comprimento. Resulta que 𝐵 = 𝜇0𝑛𝑖, como já sabíamos. Concluímos agora que 𝑩 é uniforme no interior da bobina: não 
depende da distância ao eixo, além de não depender da posição ao longo do eixo. 

𝑑𝑟

a

𝑑𝑟

𝑑𝑟

𝑑𝑟

𝐵 𝐵

A B

CD

𝑑𝑟𝑑𝑟

𝑑𝑟

𝐵 𝐵
A B

CD
𝑑𝑟

i

i
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Campo magnético no interior de um cabo coaxial

Podemos usar o Teorema de Ampére para calcular o campo de indução 
magnética existente no interior de um cabo coaxial quando ele é percorrido
Por uma corrente.  Este resultado é importante porque se esse campo magnético
variar no tempo (o que acontece em muitas aplicações) o cabo coaxial funciona
como uma bobina adicional no circuito, na qual surge uma força electromotriz
induzida que afecta o comportamento do circuito.
Vamos admitir que no condutor central a corrente i circula dirigida para o lado
de cá da figura. Nesse caso, o campo de indução terá a geometria indicada na
figura, quer no dieléctrico quer nos condutores.  
Começando com o caso r < a, torna-se necessário calcular a corrente que passa 

por dentro do caminho de circulação. Facilmente se verifica que a densidade de corrente é 𝑗 =
𝑖

𝜋𝑎2
, pelo que a corrente que 

passa no interior do círculo de raio r será 
𝑟2

𝑎2
𝑖. Aplicando o Teorema de Ampère conclui-se que 2𝜋𝑟𝐵 = 𝜇0

𝑟2

𝑎2
𝑖, ou seja,

𝐵 = 𝜇0
𝑟𝑖

2𝜋𝑎2
(𝑟 < 𝑎)

No caso a < r < b, ou seja, no dieléctrico, será 2𝜋𝑟𝐵 = 𝜇0𝑖, e portanto

𝐵 = 𝜇0
𝑖

2𝜋𝑟
(𝑎 < 𝑟 < 𝑏)

No condutor externo será b< 𝑟 < 𝑏 + 𝛿, e teremos que descontar à corrente i a parte que atravessa em sentido contrário no 

condutor exterior, obtendo-se                                    𝑩 = 𝝁𝟎 𝟏 −
𝒓𝟐

𝟐𝒃𝜹+𝜹𝟐
𝒊 (𝒃 < 𝒓 < 𝒃 + 𝜹)

𝛿
𝐵



Experiência de Faraday: variando a intensidade

de 𝐵 induz-se uma força electromotriz na espira.
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Lei de Faraday da indução electromagnética

Em 1831, Michael Faraday descobriu experimentalmente que é possível criar uma 
corrente eléctrica numa espira a partir de um campo magnético variável, como se 
ilustra na figura da direita.  Pode-se concluir que o campo variável induz uma força 
electromotriz (f.e.m.) na espira. Este fenómeno, designado por inducão 
electromagnética, pode ser produzido dos seguintes modos:

- variando a intensidade de 𝐵 na zona onde se encontra a espira (figura de baixo);;
- aumentando a área da espira;
- girando a espira (figura de baixo).   

Quando uma espira gira num 

campo 𝐵 , surge nela uma força 
electromotriz induzida.

Estas observações sugerem que a f.e.m. 
Induzida está relacionada com a variação

do fluxo de 𝐵 através da área S da espira, 

𝜑 = න
𝑆

𝐵. ො𝑛𝑑𝑆

Com efeito, constata-se experimentalmente
que a força electromagnética 𝜺 induzida numa 
espira quando varia o fluxo da indução magnética
𝜑 através da espira é dado por

𝜺 = −
𝒅𝝋

𝒅𝒕
Que é a lei de Faraday da indução. 
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Lei de Lenz
A lei de Lenz permite concluir de forma eficaz qual o sentido em
que circula a corrente induzida por uma variação de fluxo
magnético: 

A corrente induzida produz um campo magnético cujo efeito é 
diminuir a variação de fluxo que originou a indução (Lei de Lenz).

Para aplicar a lei de Faraday é necessário compreender
q𝐮𝐚𝐥 𝐨 𝐬𝐢𝐠𝐧𝐢𝐟𝐢𝐜𝐚𝐝𝐨 𝐝𝐨 𝐬𝐢𝐧𝐚𝐥 𝐝𝐞 𝜺. 

𝜺 > 𝟎

𝜺 > 𝟎

ො𝑛

ො𝑛

𝜺 = −
𝒅𝝋

𝒅𝒕
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Lei de Lenz
A lei de Lenz permite concluir de forma eficaz qual o sentido em
que circula a corrente induzida por uma variação de fluxo
magnético: 

A corrente induzida produz um campo magnético cujo efeito é 
diminuir a variação de fluxo que originou a indução (Lei de Lenz).

Para aplicar a lei de Faraday é necessário compreender
q𝐮𝐚𝐥 𝐨 𝐬𝐢𝐠𝐧𝐢𝐟𝐢𝐜𝐚𝐝𝐨 𝐝𝐨 𝐬𝐢𝐧𝐚𝐥 𝐝𝐞 𝜺. Para isso, devemos começar
por arbitrar o sentido da normal à espira, ෝ𝒏. Com o polegar da 
mão direita apontando nesse sentido, os restantes dedos da mão
indicam o sentido positivo da corrente. 

𝜺 > 𝟎

𝜺 > 𝟎

ො𝑛

ො𝑛

𝜺 = −
𝒅𝝋

𝒅𝒕
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𝜺 < 𝟎 𝜺 > 𝟎

𝜺 > 𝟎 𝜺 < 𝟎

ො𝑛 ො𝑛

ො𝑛 ො𝑛

Lei de Lenz
A lei de Lenz permite concluir de forma eficaz qual o sentido em
que circula a corrente induzida por uma variação de fluxo
magnético: 

A corrente induzida produz um campo magnético cujo efeito é 
diminuir a variação de fluxo que originou a indução (Lei de Lenz).

Para aplicar a lei de Faraday é necessário compreender
qual o significado do sinal de 𝜀. Para isso, devemos começar por 
arbitrar o sentido da normal à espira, ො𝑛. Com o polegar da mão
direita apontando nesse sentido, os restantes dedos da mão
indicam o sentido positivo da corrente. 

Se  
𝒅𝝋

𝒅𝒕
< 𝟎 é 𝜺 = −

𝒅𝝋

𝒅𝒕
> 𝟎, e a corrente circula no sentido positivo.  

Módulo de 𝐵 diminui
e cos q > 0

Módulo de 𝐵 diminui
e cos q < 0

ou
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𝜺 < 𝟎 𝜺 > 𝟎

𝜺 > 𝟎 𝜺 < 𝟎

ො𝑛 ො𝑛

ො𝑛 ො𝑛

Lei de Lenz
A lei de Lenz permite concluir de forma eficaz qual o sentido em que 
circula a corrente induzida por uma variação de fluxo
magnético: 

A corrente induzida produz um campo magnético cujo efeito é 
diminuir a variação de fluxo que originou a indução (Lei de Lenz).

Para aplicar a lei de Faraday é necessário compreender
qual o significado do sinal de 𝜀. Para isso, devemos começar por 
arbitrar o sentido da normal à espira, ො𝑛. Com o polegar da mão
direita apontando nesse sentido, os restantes dedos da mão indicam
o sentido positivo da corrente. 

Se  
𝑑𝜑

𝑑𝑡
< 0 é 𝜀 = −

𝑑𝜑

𝑑𝑡
> 0, e a corrente circula no sentido positivo.  

Se  
𝒅𝝋

𝒅𝒕
> 𝟎 é 𝜺 = −

𝑑𝜑

𝑑𝑡
< 𝟎, e a corrente circula no sentido negativo.

Módulo de 𝐵 aumenta
e cos q > 0

Módulo de 𝐵 diminui
e cos q < 0

ou
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Lei de Lenz
A lei de Lenz permite concluir de forma eficaz qual o sentido em
que circula a corrente induzida por uma variação de fluxo
magnético: 

A corrente induzida produz um campo magnético cujo efeito é 
diminuir a variação de fluxo que originou a indução (Lei de Lenz).

Para aplicar a lei de Faraday é necessário compreender
qual o significado do sinal de 𝜀. Para isso, devemos começar por 
arbitrar o sentido da normal à espira, ො𝑛. Com o polegar da mão
direita apontando nesse sentido, os restantes dedos da mão
indicam o sentido positivo da corrente. 

Se  
𝑑𝜑

𝑑𝑡
< 0 𝑠𝑒𝑟á 𝜀 > 0, e a corrente circula no sentido positivo.  

Se  
𝑑𝜑

𝑑𝑡
> 0 𝑠𝑒𝑟á 𝜀 < 0, e a corrente circula no sentido positivo.

Se se arbitrar um sentido diferente para  ෝ𝒏, o sinal de 𝜺
muda, mas o sentido da corrente mantém-se. 

ෝ𝒏

Sentido positivo
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A lei de Faraday e a terceira equação de Maxwell.

É fácil verificar que a lei de Faraday da indução equivale à terceira equação de Maxwell, 𝑟𝑜𝑡𝐸 = −
𝜕𝐵

𝜕𝑡
. 

Com efeito, igualando os fluxos dos dois membros da igualdade através superfície da espira, obtém-se 
(no caso em que a espira é fixa)

න
𝑆

𝑟𝑜𝑡𝐸. ො𝑛𝑑𝑆 = −
𝜕

𝜕𝑡
න
𝑆

𝐵. ො𝑛𝑑𝑆

O integral da direita é o fluxo de 𝐵 através da espira, que designámos por 𝜑.  

O teorema de Stokes permite substituir o fluxo de 𝑟𝑜𝑡𝐸 pela circulação de 𝐸 ao longo da espira. Mas a circulação do campo 
eléctrico num caminho fechado é a força electromotriz induzida 𝜀(se o campo eléctrico for não-conservativo; se fosse 
conservativo seria zero). 

Concluímos portanto que a Terceira equação de Maxwell implica que  𝜀 = −
𝑑𝜑

𝑑𝑡
, que é a lei de Faraday. 

Constatamos também que o campo eléctrico que surge na espira e que é responsável pela corrente induzida é não-
conservativo.
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Gerador eléctrico

Uma aplicação importante da indução electromagnética consiste na produção de energia eléctrica a partir de energia mecânica.

Fazendo rodar com velocidade angular 𝜔 uma espira – ou uma bobina com N espiras – num campo magnético 𝐵, como se indica

na figura, tendo em conta que o ângulo 𝜃 vai variar segundo 𝜃 𝑡 = 𝜃0 + 𝜔𝑡 e que 𝐵. ො𝑛 = 𝐵𝑐𝑜𝑠𝜃, representando por S a área
de cada espira, o fluxo total será 𝜑 𝑡 = 𝑁𝑆𝐵𝑐𝑜𝑠 𝜃0 + 𝜔𝑡 , e a força electromotriz induzida será

𝜀 = 𝑁𝑆𝐵𝜔𝑠𝑒𝑛(𝜃0 +𝜔𝑡)

Trata-se portanto de um gerador de corrente alternada.

Vista de cima ො𝑛

𝐵

Electro-iman

Esquema de um gerador de corrente alterna Electro-iman
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Força de Lorentz

Referimos ao estudar a experiência de Ampère (atracção ou repulsão de dois
condutores rectilíneos quando nelas circula corrente eléctrica) que para explicar as 
observações era necessário admitir que uma carga eléctrica q a mover-se com 

velocidade 𝒗 num campo magnético 𝑩 ficava sujeita a uma força dada por 𝑞𝒗 𝐱𝑩. 

Se admitirmos que existe também um campo electrostático, a força a que a carga fica
sujeita é designada por Força de Lorentz, e é dada por 

𝑭 = 𝑞 (𝑬 + 𝒗 𝐱𝑩)

Podemos interpreter esta expressão dizendo que ao campo electrostático 𝑬

se juntou um campo eléctrico aplicado 𝑬𝒂 = 𝒗 𝐱𝑩. 
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Força de Lorentz

Referimos ao estudar a experiência de Ampère (atracção ou repulsão de dois
condutores rectilíneos quando nelas circula corrente eléctrica) que para explicar as 
observações era necessário admitir que uma carga eléctrica q a mover-se com 

velocidade 𝒗 num campo magnético 𝑩 ficava sujeita a uma força dada por 𝑞𝒗 𝐱𝑩. 

Se admitirmos que existe também um campo electrostático, a força a que a carga fica
sujeita é designada por Força de Lorentz, e é dada por 

𝑭 = 𝑞 (𝑬 + 𝒗 𝐱𝑩)

Podemos interpreter esta expressão dizendo que ao campo electrostático 𝑬

se juntou um campo eléctrico aplicado 𝑬𝒂 = 𝒗 𝐱𝑩. 

A figura exemplifica o surgimento da força de Lorentz quando uma carga q (> 0) 
entra com velocidade 𝒗 numa região do espaço em que existe um campo eléctrico

uniforme 𝑬 dirigido para a direita e um campo magnético uniforma dirigido da folha
para o observador. 

𝒒
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Força de Lorentz

Referimos ao estudar a experiência de Ampère (atracção ou repulsão de dois
condutores rectilíneos quando nelas circula corrente eléctrica) que para explicar as 
observações era necessário admitir que uma carga eléctrica q a mover-se com 

velocidade 𝒗 num campo magnético 𝑩 ficava sujeita a uma força dada por 𝑞𝒗 𝐱𝑩. 

Se admitirmos que existe também um campo electrostático, a força a que a carga fica
sujeita é designada por Força de Lorentz, e é dada por 

𝑭 = 𝑞 (𝑬 + 𝒗 𝐱𝑩)

Podemos interpreter esta expressão dizendo que ao campo electrostático 𝑬

se juntou um campo eléctrico aplicado 𝑬𝒂 = 𝒗 𝐱𝑩. 

A figura exemplifica o surgimento da força de Lorentz quando uma carga q (> 0) entra
com velocidade Ԧ𝑣 numa região do espaço em que existe um campo eléctrico uniforme

𝐸 dirigido para a direita e um campo magnético uniforma dirigido da folha para o 
observador. 

A força de Lorentz vai ser útil para se entender o que se passa numa espira
condutora com área variável situada num campo magnético externo. 

𝒒



Mestrado em Engenharia Civil / Licenciatura em Engenharia de Minas e Georecursos
Electromagnetismo e Óptica - 1º semestre de 2019/2020

Espira de área variável

A variação do fluxo da indução magnética pode resultar da variação da área da espira, 
como se ilustra na figura ao lado. A espira tem uma parte móvel (a verde) que se move com 

velocidade constante Ԧ𝑣 por efeito de uma força externa Ԧ𝐹𝑒𝑥𝑡, numa zona onde existe um 

campo 𝐵. 

O campo 𝐵 aplica nos portadores de carga da barra móvel uma força Ԧ𝐹 = 𝑞 Ԧ𝑣x𝐵,   que pela 
regra da mão direita se conclui que  é para cima (admitindo portadores de carga positivos). 

Podemos concluir que surge na barra móvel um campo aplicado não-conservativo

𝐸𝑎 =
Ԧ𝐹

𝑞
= Ԧ𝑣x𝐵. 

Este campo eléctrico origina uma força electromotriz induzida 𝜀 = 𝑣𝐵𝑑 entre os extremos
da barra móvel, o que faz circular na espira uma corrente com o sentido (convencional, ou
seja, do movimento de cargas positivas) indicado na figura. 

Pela lei de Ohm, essa corrente verifica 𝒊 =
𝒗𝑩𝒅

𝑹
.

d
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Espira de área variável (cont.)

É fácil ver que a lei de Faraday prevê a mesma f.e.m.: 

Dado que a área é 𝑆 = 𝑥𝑑, 𝜑 = −𝑥𝑑𝐵 e 𝜀 = −
𝑑𝜑

𝑑𝑡
= +𝑣𝑑𝐵. O sinal (+) corresponde

à escolha de ො𝑛 dirigido para cá da folha, o que leva a que   𝐵. ො𝑛 < 0, 𝜑 < 0 𝑒
𝑑𝜑

𝑑𝑡
< 0. 

𝜀 > 0 significa que a corrente induzida na espira circula no sentido anti-horário (positivo).

A verificação da Lei de Lenz pode ser constatada de duas maneiras: 

- A corrente induzida cria um campo magnético dirigido da folha para cá, o qual 
atenua o aumento do fluxo total (visto que o campo magnético exterior é dirigido
para trás da folha;

Ou …
- O movimento dos portadores de carga no troço móvel devido à corrente induzida é de baixo para cima, e o campo exterior 
aplica sobre essas cargas (positivas) uma força para a esquerda, que se opõe à força exterior que originou o aumento do fluxo.

Enquanto a força exterior for superior em modulo à força Ԧ𝐹𝐵 a barra acelera, aumentando v e por consequência aumentando 𝐹𝐵.

O equilíbrio (v constante) atinge-se quando as duas forças se cancelam.
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Problema (figura da direita)
Mostrar que quando a barra se desloca com velocidade constante a potência dissipada na

resistência é igual ao trabalho realizado pela força exterior Ԧ𝐹𝑒𝑥𝑡 (conservação da energia). d

Problema
Duas espiras rectangulares
feitas de cobre estão
suspensas de fios horizontais
que se encontram à mesma
distância do chão.  Num dos fios
passa uma corrente de intensidade i, no outro não circula corrente. As duas espiras
soltam-se no mesmo instante. Qual chega primeiro ao solo?

i
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bobina 1     bobina 2obina 
2

Indução mútua e auto-indução

Se aproximarmos duas espiras, ou duas bobinas como se indica na figura, e fizermos passar
corrente numa delas, vai haver um fluxo da indução magnética através da outra. 

Se esse fluxo for variável no tempo, a lei de Faraday prevê que surja uma força
electromotriz induzida na segunda bobina. Esta propriedade é explorada nos
transformadores, como veremos mais adiante.

Se representarmos por 𝜑2 o fluxo através da bobina 2 devido à corrente 𝑖1 que passa na
bobina 1,  definimos o coeficiente de indução mútua 𝐿12 através da relação 𝜑2= 𝐿12 𝑖1.

Tem particular interesse o caso em que o fluxo é devido à corrente que circula na própria
bobina. Define-se nesse caso o coeficiente de auto-indução, também designado por 
indutância, através da relação 𝜑 = 𝐿𝑖. 

No caso de uma bobina ideal de comprimento d com N espiras, sabemos que a indução em

qualquer ponto do seu interior é em módulo 𝐵 = 𝜇0
𝑁

𝑑
𝑖.

Se representarmos por S a secção da bobina o fluxo será 𝝋 = 𝝁𝟎
𝑵𝟐

𝒅
𝑺𝒊, 

pelo que podemos concluir que a indutância da bobina é  

𝑳 = 𝝁𝟎
𝑵𝟐

𝒅
𝑺.
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Energia do campo magnético

No capítulo sobre electrostática constatámos numa região do espaço em que existe um campo electrostático 𝐸 existe uma

densidade de energia dada por 𝑢𝑒 =
1

2
𝜀𝐸2, ou alternativamente 𝑢𝑒 =

1

2𝜀
𝐷2, sendo 𝜀 a permitividade eléctrica do meio. 

Vamos agora obter uma expressão equivalente para o campo magnético. Tal como nos socorremos de um condensador
para o cálculo da densidade de energia electrostática, iremos agora usar o caso particular de uma bobina.

Sabemos que no interior de uma bobina ideal de comprimentos L e secção S, com n espiras 
por unidade de comprimento, percorrida por uma corrente de intensidade i, a indução 
magnética tem módulo 𝐵 = 𝜇0𝑛𝑖. 
O fluxo magnético através da bobina será 𝜑 = 𝑁𝐵𝑆, sendo 𝑁 = 𝑛𝐿 o número total de 
espiras. Substituindo a expressão de B obtem-se 𝜑 = 𝑁𝑆𝜇𝑛𝑖. Pode-se concluir que a força 

electromotriz induzida na bobina é ε = −
𝑑

𝑑𝑡
𝑁𝑆𝜇0𝑛𝑖 = −𝑁𝑆𝜇0𝑛

𝑑𝑖

𝑑𝑡
.

Multiplicando este valor pela intensidade da corrente, obtém-se a potência desenvolvida 
pelo campo induzido (não conservativo) quando a corrente percorre a bobina. Com efeito, 
se a carga q atravessar a bobine num intervalo de tempo ∆ t, tendo em conta que

𝜀 = 𝐴׬
𝐵
𝐸𝑖𝑛𝑑. 𝑑𝑟, logo 𝜀𝑖 = 𝐴׬

𝐵
𝐸𝑖𝑛𝑑𝑖. 𝑑𝑟 = 𝐴׬

𝐵
𝐸𝑖𝑛𝑑

𝑑𝑞

𝑑𝑡
. 𝑑𝑟 𝐴׬=

𝐵
𝐸𝑖𝑛𝑑𝑑𝑞.

𝑑 Ԧ𝑟

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡
𝐴׬)

𝐵 Ԧ𝐹𝑖𝑛𝑑. 𝑑𝑟 ) =
𝑑𝑊𝑖𝑛𝑑

𝑑𝑡
= 𝑃𝑖𝑛𝑑.

Esta energia fica armazenada na bobina, para que se verifique a conservação. Usando a expressão ε = −
𝑑

𝑑𝑡
𝑁𝑆𝜇𝑛𝑖 =

− 𝑁𝑆𝜇𝑛
𝑑𝑖

𝑑𝑡
conclui-se que ε𝑖 = −𝑁𝑆𝜇𝑛𝑖

𝑑𝑖

𝑑𝑡
= −

𝑑

𝑑𝑡

1

2
𝑁𝑆𝜇𝑛𝑖2 = −

𝑑

𝑑𝑡

1

2
𝐿𝑆𝜇𝑛2𝑖2 = −

𝑑

𝑑𝑡

1

2
𝐿𝑆

𝐵2

𝜇
. 

Tendo em conta que LS é o volume, podemos concluir que a densidade de energia do campo magnético é    𝒖𝒎 =
𝑩𝟐

𝟐𝝁
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Campo magnético na presença de matéria

Os electrões descrevem movimentos orbitais em
torno do núcleo, e giram sobre si mesmos (spin). 
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Campo magnético na presença de matéria

Os electrões descrevem movimentos orbitais em
torno do núcleo, e giram sobre si mesmos (spin). 

Tendo cargas não nulas, esses movimentos são
correntes eléctricas microscópicas, as correntes
elementares de Ampère, que criam campos
magnéticos. 

Se os electrões estiverem emparelhados esses campos
microscópicos cancelam-se.  Em átomos com electrões
desemparelhados, resulta um campomagnético
não nulo. 

Se a orientação dos átomos for aleatória, o campo 
resultante à escala macroscópica é nulo.  
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Campo magnético na presença de matéria

Os electrões descrevem movimentos orbitais em
torno do núcleo, e giram sobre si mesmos (spin). 

Tendo cargas não nulas, esses movimentos são
correntes eléctricas microscópicas, as correntes
elementares de Ampère, que criam campos
magnéticos. 

Se os electrões estiverem emparelhados esses campos
microscópicos cancelam-se.  Em átomos com electrões
desemparelhados, resulta um campomagnético
não nulo. 

Se a orientação dos átomos for aleatória, o campo 
resultante à escala macroscópica é nulo.  

Se existir uma orientação preferencial para as 
contribuições microscópicas, o campo resultante
não é nulo.   
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Campo magnético na presença de matéria

Os electrões descrevem movimentos orbitais em
torno do núcleo, e giram sobre si mesmos (spin). 

Tendo cargas não nulas, esses movimentos são
correntes eléctricas microscópicas, as correntes
elementares de Ampère, que criam campos
magnéticos. 

Se os electrões estiverem emparelhados esses campos
microscópicos cancelam-se.  Em átomos com electrões
desemparelhados, resulta um campomagnético
não nulo. 

Se a orientação dos átomos for aleatória, o campo 
resultante à escala macroscópica é nulo.  

Se existir uma orientação preferencial para as 
contribuições microscópicas, o campo resultante
não é nulo.   

Para descrever melhor o comportamento
magnético dos materiais vamos introduzir o 
conceito de dipolo magnético.
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Campo magnético na presença de matéria (cont.)

Considere-se primeiro uma espira rectangular percorrida por uma corrente i

na presença de um campo exterior 𝐵. A figura mostra que a força de Lorentz
Resultante sobre a totalidade da espira é nula. 

No entanto, o seu momento não é nulo: se representarmos por  sendo dado 

por 𝜽 o ângulo entre a direcção de 𝑩 e a direcção da normal à espira, 
o momento resultante é

𝑵𝒙 =
𝒂

𝟐
𝒊𝒃𝑩 𝒔𝒆𝒏𝜽 +

𝒂

𝟐
𝒊𝒃𝑩 𝒔𝒆𝒏𝜽 = 𝒊𝑺𝑩𝒔𝒆𝒏𝜽

onde 𝑺 = 𝒂𝒃 é a área da espira.  

Esta definição é válida para qualquer geometria da espira. 

𝑩

i

a

bx

y

z

ෝ𝒏
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Campo magnético na presença de matéria (cont.)

Considere-se primeiro uma espira rectangular percorrida por uma corrente i

na presença de um campo exterior 𝐵. A figura mostra que a força de Lorentz
Resultante sobre a totalidade da espira é nula. 

No entanto, o seu momento não é nulo: se representarmos por  sendo dado 

por 𝜃 o ângulo entre a direcção de 𝐵 e a direcção da normal à espira, 
o momento resultante é

𝑁𝑥 =
𝑎

2
𝑖𝑏𝐵 𝑠𝑒𝑛𝜃 +

𝑎

2
𝑖𝑏𝐵 𝑠𝑒𝑛𝜃 = 𝑖𝑆𝐵𝑠𝑒𝑛𝜃

onde 𝑆 = 𝑎𝑏 é a área da espira.  

Podemos representar este resultado na forma 𝑵 = 𝒎𝐱𝑩,  sendo  𝒎 = 𝒊𝑺ෝ𝒏
um vector a que chamaremos momento magnético da espira. 
. 

𝑩

i

a

bx

y

z

ෝ𝒏
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Campo magnético na presença de matéria (cont.)

A figura mostra que o efeito do momento total da força de Lorentz 
é rodar a espira até que a direcção de sendo  𝑚 (ou seja, de ො𝑛) 

esteja alinhada com a direcção de 𝐵.

Podemos concluir que um campo magnético exterior tem o efeito 
de alinhar o momento magnético de uma espira (se esta estiver livre 
para rodar) com a sua direcção.

No interior de um material, o mesmo se passará com as correntes elementares 
de Ampère correspondentes ao movimento orbital dos electrões e ao seu spin, 
se o momento magnético total do átomo ou ião for diferente de zero.

No entanto, se os electrões estiverem completamente emparelhados com números quânticos magnéticos simétricos, o 
momento magnético do átomo ou ião será nulo e não haverá orientação preferencial mesmo na presença de um campo 
magnético exterior.

𝑩

i

a

bx

y

z

ෝ𝒏
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Campo magnético na presença de matéria (cont.). Magnetização.

Campo magnético 𝑯

Designamos por magnetização de um material o momento magnético da 

unidade de volume desse material. Representamos essa grandeza por 𝑀. 
No interior de um material magnetizado o campo de indução magnética 
vai ser mais intenso do que o campo exterior, uma vez que é reforçado 
pelos  campos dos dipolos microscópicos.  

material desmagnetizado material magnetizado

𝑩𝒆𝒙𝒕

Chamamos campo magnético 𝐻 ao campo vectorial definido pela equação   𝐻 =
𝐵

𝜇0
−𝑀. Esta relação entre a indução 

magnética 𝐵 e o campo magnético 𝐻é mais usada na forma

𝐵 = 𝜇0(𝐻 +𝑀)
As unidades SI do campo magnético 𝐻 são 𝐴𝑚−1 (Ampère por metro).

Num material em que a magnetização seja proporcional à intensidade do campo 𝐻, podemos escrever 𝑀 = 𝜒𝑚𝜇0𝐻, 
sendo𝜒𝑚 a susceptibilidade magnética do material.  Nessas condições, podemos concluir que 

𝐵 = 𝜇0 1 + 𝜒𝑚 𝐻 = 𝜇 𝐻
sendo 𝜇 ≡ 𝜇0 1 + 𝜒𝑚 designada por permeabilidade magnétca do material. 

Este tratamento é semelhante ao que foi feito a propósito do campo electrostático no interior de dieléctricos, em que 
para se ter em conta a polarização à escala microscópica se introduziu um novo campo, o deslocamento eléctrico, 

relacionado com o campo electrostático através de 𝑫 = 𝜺𝑬, com 𝜺 = 𝜺𝟎 𝟏 + 𝝌𝒆 , sendo  𝝌𝒆 a susceptibilidade eléctrica.
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Armazenamento magnético de dados

Gravação em fita magnética analógica
(disponível comercialmente ~1950)

Gravação em disco rígido

Usada desde 1957 (5MB!), mas generalizada
só a partir dos anos 80 do Séc. 20
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Lei de Ampère na presença de matéria
A figura mostra uma secção através de um material magnetizado, estando

o vector 𝑀 orientado na direcção perpendicular à folha e dirigido para cá. Pode-se 
concluir da figura que as os efeitos das correntes microscópicas tendem a cancelar-
se  no interior do material, mas não na sua superfície onde equivalem a uma
densidade de corrente no sentido anti-horário. Designaremos por densidade de 
corrente de magnetização , e indicaremos por Ԧ𝑗 ′, este efeito da magnetização do 
material (compare-se com a densidade de carga de polarização usada no estuido
do campo electrostático nos dieléctricos). Usaremos, sem demonstrar, a seguinte

expressão para a densidade de corrente de magnetização:  Ԧ𝑗 ′ = 𝑟𝑜𝑡 𝑀.

Se escrevermos agora a Lei de Ampère tendo em conta a densidade de corrente livre Ԧ𝑗 - devida ao movimento de 

portadores de carga livres – e a densidade de corrente de magnetização, obtemos .𝐵ׯ 𝑑𝑟 = 𝜇0 𝑆׬ ( Ԧ𝑗 + Ԧ𝑗 ′). ො𝑛𝑑𝑆 =

𝜇0i + 𝜇0 𝑆׬ Ԧ𝑗 ′. ො𝑛𝑑𝑆 =𝜇0i + 𝜇0 𝑆׬ (𝑟𝑜𝑡𝑀). ො𝑛𝑑𝑆 = 𝜇0i + 𝜇0 𝑆׬ 𝑀. 𝑑𝑟 ,     onde se usou o Teorema de Stokes.

Passando o ultimo termo para o lado esquerdo obtém-se      ׯ(
𝐵

𝜇0
−𝑀). 𝑑𝑟 = 𝑖, ou seja

.𝐻ׯ 𝑑𝑟 = 𝑖
que é a equação de Ampère na sua forma mais geral.   No vazio ou num material não magnetizado (𝑴 = 𝟎) será

𝑩 = 𝝁𝟎𝑯 e recuperamos a forma anterior, ׯ𝑩. 𝒅𝒓 = 𝝁𝟎𝒊.
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Tipos de materiais magnéticos
Os materiais podem ser classificados quanto às
suas propriedades magnéticas em função da sua
permeabilidade magnética.
A interacção entre os momentos magnéticos
microscópicos e o campo magnético exterior é 
um fenómeno quântico, que não será analisado
em detalhe. Há a reter que:
➢ alguns materiais têm susceptibilidades

magnéticas negativas, o que significa que os
seus momentos magnéticos se orientam no 
sentido oposto ao do campo exterior. 
Designamos esses materiais por
diamagnéticos.  As suas permeabilidades
magnétcas afastam-se pouco de 𝜇0 ;

➢ Materiais com susceptibilidade magnética
positiva e permeabilidade magnética próxima
de 𝜇0 designam-se por paramagnéticos.

Diamagnetismo

Paramagnetismo

Ferromagnetismo

𝝁

𝝁𝟎

𝝌𝒎
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Tipos de materiais magnéticos
Os materiais podem ser classificados quanto às
suas propriedades magnéticas em função da sua
permeabilidade magnética.
A interacção entre os momentos magnéticos
microscópicos e o campo magnético exterior é 
um fenómeno quântico, que não será analisado
em detalhe. Há a reter que:
➢ alguns materiais têm susceptibilidades

magnéticas negativas, o que significa que os
seus momentos magnéticos se orientam no 
sentido oposto ao do campo exterior. 
Designamos esses materiais por
diamagnéticos.  As suas permeabilidades
magnétcas afastam-se pouco de 𝜇0 ;

➢ Materiais com susceptibilidade magnética
positiva e permeabilidade magnética próxima
de 𝜇0 designam-se por paramagnéticos.

➢ É possível produzir ligas amorfas à base de Fe 
(por exemplo, metglas), com pertmeabilidade
magnética relativa próxima de 1000000.
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Tipos de materiais magnéticos
Os materiais podem ser classificados quanto às
suas propriedades magnéticas em função da sua
permeabilidade magnética.
A interacção entre os momentos magnéticos
microscópicos e o campo magnético exterior é 
um fenómeno quântico, que não será analisado
em detalhe. Há a reter que:
➢ alguns materiais têm susceptibilidades

magnéticas negativas, o que significa que os
seus momentos magnéticos se orientam no 
sentido oposto ao do campo exterior. 
Designamos esses materiais por
diamagnéticos.  As suas permeabilidades
magnétcas afastam-se pouco de 𝜇0 ;

➢ Materiais com susceptibilidade magnética
positiva e permeabilidade magnética próxima
de 𝜇0 designam-se por paramagnéticos. 

➢ Materiais com permeabilidade magnética
muito superior a 𝝁𝟎 (tipicamente várias
ordens de grandeza) designam-se por
ferromagnéticos. 

Diamagnetismo

Paramagnetismo

Ferromagnetismo

𝝁

𝝁𝟎

𝝌𝒎
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Domínios magnéticos

A elevada permeabilidade magnética dos 
materiais ferromagnéticos explica-se pela 
formação de domínios magnéticos, zonas 
do material em que os momentos
magnéticos dos átomos se alinham numa
mesma direcção devido à interacção entre 
eles, sem requererem um campo 
magnético externo. Na ausência de um tal
campo externo o momento magnético de 
cada domínio orienta-se arbitrariamente, 
e a magnetização é nula. Na presença de 
um campo externo, os domínios rodam de 
modo a alinharem-se com o campo 
externo,  e esse processo é 
complementado com o aumento dos 
domínios alinhados à custa dos domínios
desalinhados. Quando se atinge o limite, 
diz-se que ocorreu saturação magnética.  

Domínios magnéticos numa liga de Neodímio-Ferro-Boro
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Histerese
Quando sujeitamos um material ferromagnético a um 

capo magnético 𝐻 externo variável no tempo, a sua
magnetização vai também variar no tempo. A figura
ilustra a variação típica da magnetização de um 
material ferromagnético quando sujeito a um campo 
externo oscilante, designada por curva de  histerese. 
Três conclusões se podem tirar da curva:
➢ A susceptibilidade magnética de um material 

ferromagnético só aproximadamente se pode
tartar como constante;

➢ Aplicando um campo e depois removendo esse
campo, o material ferromagnético retém parte da 
magnetização, que se designa por magnetização
residual. Por outras palavras, um material 
ferromagnético pode ser transformado num iman
permanente através da aplicação de um campo. 

➢ Para desmagnetizar totalmente o material 
ferromagnético é necessário aplicar-lhe um 
campo oposto ao que causou a magnetização; 
esta resistência à perda de magnetização designa-
se por coercividade magnética.
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Histerese

A curva de histerese pode ser representada com o módulo de 𝐵 no 

eixo vertical, em vez do módulo de 𝑀.  Tem interesse verificar qual
o significado da área limitada pela curva de histerese.
O pequeno rectângulo a vermelho tem área 𝑑𝑆 = 𝐵 𝐻 𝑑𝐻 , que é 
negativa porque 𝑑𝐻 < 0. A figura permite concluir que o integral 

𝐻𝑚𝑎𝑥׬

𝐻𝑚𝑖𝑛𝐵 𝐻 𝑑𝐻 corresponde à área entre o eixo OH e a curva que 

está a ser descrita da direita para a esquerda, enquanto que o 

integral ׬𝐻𝑚𝑖𝑛

𝐻𝑚𝑎𝑥𝐵 𝐻 𝑑𝐻 corresponde à área entre o eixo OH e a 

curva descrita da esquerda para a direita. As zonas a cinzento
correspondem a sobreposições com sinal (+) e com sinal (-). 
Concluímos assim que a área no interior da curva é dada por 𝑆 =

𝐵ׯ 𝐻 𝑑𝐻. Se tivermos agora em conta que 𝐻 = Τ𝐵 𝜇, podemos

escrever que 𝑆 = ׯ
1

𝜇
𝐵𝑑𝐵 = −

1

2
ׯ
1

𝜇
𝑑(𝐵2) . Se aproximarmos 𝜇

pelo seu valor médio, podemos escrever

𝑆 = −∆(
𝐵2

2𝜇
)

Já vimos que entre parêntesis é a densidade de energia acumulada
no campo magnético. 
A área da curva de histerese representa portanto a densidade de 
energia magnética dissipada por ciclo de histerese. 

d𝐻

B(H)

> 0
(B < 0 
dH < 0)

< 0
B > 0 
dH < 0

< 0
B < 0 
dH > 0

< 0
B < 0 
dH > 0

> 0
B > 0 
dH > 0

< 0
B > 0 
dH < 0

dH

B(H)
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Armazenamento magnético de dados
As propriedades dos materiais ferromagnéticos, e em particular a sua capacidade de 
reter magnetização residual quando sujeitos a um campo externo temporário, são 
usadas para registar dados desde a primeira metade do séc. 20, inicialmente para 
gravações de som e a partir de 1950 para registo de dados em computadores. 

A partir dos anos 80 do séc. 20, a gravação digital 
passou a dominar, quer em fita magnética (digital 
audio tape, DAT) ou em discos rígidos.
Actualmente a tecnologia baseada em gravação 
magnética está a ser ultrapassada por sistemas 
sem partes mecânicas móveis, os dispositivos de 
estado sólido (SSD), que usam memória flash em 
que as células são transistores. 

Gravação magnética analógica

Gravação magnética digital, HDDDisco de estado sólido, SSD
(não envolve gravação magnética)
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Transformadores
Uma das aplicações práticas mais importantes dos materiais ferromagnéticos é 
a construção  de núcleos para transformadores. O núcleo estabelece a ligação 
magnética entre duas bobinas, o enrolamento primário e o enrolamento 
secundário.  Quando uma corrente percorre o enrolamento primário, o campo 
magnético criado vai ficar, em muito boa aproximação, confinado ao material 
do núcleo, dada a elevada permeabilidade magnética deste (da ordem de 
8000𝜇0 para o ferro macio). Nessas condições, é razoável admitir que o fluxo da 
indução magnética é o mesmo através de qualquer secção do núcleo. Se a área 

da secção do núcleo variar, o módulo da indução magnética 𝐵 varia em sentido 
contrário para que o fluxo se mantenha constante. É importante notar que isto 
não implica que o fluxo total através dos dois enrolamentos seja igual: esse 
fluxo vai depender do número de espiras de cada um deles. 

A tensão 𝑉1 aos terminais do enrolamento primário verifica  𝑉1 = −
𝑑𝜑1

𝑑𝑡
=

− 𝑁1
𝑑𝜑0

𝑑𝑡
, onde 𝜑0 é o fluxo através de qualquer secção do núcleo, suposta 

constante. A tensão aos terminais do enrolamento secundário será 

𝑉2 = −
𝑑𝜑2

𝑑𝑡
= −𝑁2

𝑑𝜑0

𝑑𝑡
. Conclui-se que, dentro da validade desta aproximação, 

é

𝑽𝟐 =
𝑵𝟐

𝑵𝟏
𝑽𝟏
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Entreferro (air gap)
Para aceder ao campo magnético que se cria no núcleo ferromagnético, por 
exemplo no caso de uma cabeça de gravação, pode ser conveniente fazer um 
entalhe no núcleo, designado por entreferro (air gap). Vamos analisar o efeito 
do entreferro, admitindo que a sua largura é d, e que o caminho médio ao 
longo do núcleo (linha tracejada na figura) tem o comprimento L.

Podemos aplicar o teorema de Ampère ao longo 
da linha a tracejado, mas como a permeabilidade 
não é a mesma em todo o percurso (por causa do 

entreferro) teremos que recorrer ao vector 𝐻.
Admitindo que o fluxo da indução magnética se 
mantém constante em qualquer secção do núcleo
Incluindo no entreferro (o que é uma aproximação)
e que a secção não varia, o valor de B tem que ser
constante no núcleo ou no entreferro, e resulta

.𝐻ׯ 𝑑𝑟 =
𝐵

𝜇𝐹𝑒
L − d +

𝐵

𝜇0
𝑑 = 𝑁𝑖, sendo N o número de espiras do enrolamento.

Esta expressão permite obter o valor de B no entreferro (ou no núcleo):

𝐵 =
𝑁𝑖

1
𝜇𝐹𝑒

L − d +
1
𝜇0

𝑑

Em geral, a função do entreferro é impedir a saturação do núcleo, “moderando” o valor de B.
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Fluxo de energia electromagnética. Vector de Poynting
Vimos em ocasiões interiores que:

- num campo eléctrico 𝐸 existe energia electrostática distribuída no espaço, com densidade 𝑢𝑒 =
1

2
𝜀𝐸2

- num campo magnético 𝐵 existe energia magnética distribuída no espaço, com densidade 𝑢𝑚 =
1

2𝜇
𝐵2

Podemos portanto concluir que, existindo ambos os campos numa dada região do espaço, a densidade total de energia, que 

chamaremos energia electromagnética, é dada por 𝑢𝑒𝑚 =
1

2
𝜀𝐸2+

1

2𝜇
𝐵2. Tendo em conta que 𝐷 = 𝜀𝐸 e  𝐻 =

1

𝜇
𝐵, podemos 

escrever

𝑢𝑒𝑚 =
1

2
(𝐷 . 𝐸 + 𝐵 . 𝐻)

E a energia electromagnética contida num volume V do espaço será 

𝑈𝑒𝑚 =
1

2
න

𝑉

(𝐷 . 𝐸 + 𝐵 . 𝐻) 𝑑𝑣

A taxa de variação desta energia no tempo (admitindo que 𝜀 e 𝜇 são constantes) será

𝑑

𝑑𝑡
(𝑈𝑒𝑚) =

1

2
න

𝑉

(𝐷 .
𝑑𝐸

𝑑𝑡
+ 𝐸 .

𝑑𝐷

𝑑𝑡
+ 𝐵 .

𝑑𝐻

𝑑𝑡
+ 𝐻 .

𝑑𝐵

𝑑𝑡
) 𝑑𝑣 = න

𝑉

(𝐸 .
𝑑𝐷

𝑑𝑡
+ 𝐻 .

𝑑𝐵

𝑑𝑡
) 𝑑𝑣

Por conservação da energia, este integral tem que igualar, com o sinal trocado, a energia que atravessa a fronteira do volume V 
por unidade de tempo. No entanto, caso haja transformação de energia electrostática em energia térmica por efeito de Joule 
no interior do volume, esse efeito tem também que ser contabilizado.
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Fluxo de energia electromagnética. Vector de Poynting (cont).

Quando uma carga eléctrica 𝛿𝑞 tem um deslocamento 𝑑𝑟 num campo eléctrico 𝐸, mantendo a sua velocidade constante, o 

trabalho das forças que se opõem ao movimento é 𝑑𝑊 = − 𝛿𝑞 𝐸. 𝑑𝑟. Por unidade de tempo, será 
𝑑𝑊

𝑑𝑡
= − 𝛿𝑞 𝐸.

𝑑 Ԧ𝑟

𝑑𝑡
= − 𝛿𝑞 𝐸. Ԧ𝑣

Tendo em conta que 𝛿𝑞 =ρ𝑑𝑣 e a intensidade de corrente verifica Ԧ𝑗 = 𝜌 Ԧ𝑣, sendo 𝜌 a densidade de carga e dv um volume 

elementar, a expressão pode ser escrita na forma   
𝑑𝑊

𝑑𝑡
= − Ԧ𝑗. 𝐸 . Este trabalho por unidade de tempo é, com o sinal trocado, a 

potência dissipada por efeito de Joule no volume dv. Para a totalidade do volume V a potência dissipada por efeito de Joule será

𝑃𝐽 = න

𝑉

Ԧ𝑗. 𝐸 𝑑𝑣

Retomando a contabilização das variações de energia, e igualando o total a zero, podemos escrever
𝑑

𝑑𝑡
(𝑈𝑒𝑚) + 𝑃𝐽 + 𝑅 = 0

onde se representou por R a energia que atravessa por unidade de tempo a superfície envolvente do volume V, de dentro

para fora. Usando as expressões para 
𝑑

𝑑𝑡
(𝑈𝑒𝑚) e 𝑃𝐽 já obtidas, resulta

𝑅 = −න

𝑉

(𝐸 .
𝑑𝐷

𝑑𝑡
+ 𝐻 .

𝑑𝐵

𝑑𝑡
+ Ԧ𝑗. 𝐸) 𝑑𝑣

Para simplificarmos esta expressão vamos introduzir o vector de Poynting, definido por 𝑺 = 𝑬𝐱𝑯.
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Fluxo de energia electromagnética. Vector de Poynting (cont).

A divergência do vector de Poynting pode ser escrita na forma 

𝑑𝑖𝑣 Ԧ𝑆 = 𝑑𝑖𝑣 𝐸x𝐻 = rot𝐸. 𝐻 − 𝑟𝑜𝑡𝐻. 𝐸 = −[
𝜕𝐵

𝜕𝑡
. 𝐻 + (𝑗 +

𝜕𝐷

𝜕𝑡
). 𝐸]

Onde se recorreu às equações de Maxwell.  Comparando com a expressão de R, 

𝑅 = −න

𝑉

(𝐸 .
𝑑𝐷

𝑑𝑡
+ 𝐻 .

𝑑𝐵

𝑑𝑡
+ Ԧ𝑗. 𝐸) 𝑑𝑣

conclui-se que

𝑅 = න

𝑉

𝑑𝑖𝑣 Ԧ𝑆 𝑑𝑣 = ර

𝑆

Ԧ𝑆. ො𝑛 𝑑𝑣

onde se usou o teorema do fluxo-divergência. 

Concluímos assim um resultado importante: a energia electromagnética que atravessa por unidade de tempo uma 
superfície é igual ao fluxo do vector de Poynting através dessa superfície.


