Aula de Hoje: Séries Numéricas



Somas com um Numero Infinito de Termos
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Numeros Complexos
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Dizimas Infinitas

A representacao de nimeros reais por dizimas infinitas pode ser
vista como uma soma infinita:

3/11 = 0,27272727. ..
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O Paradoxo de Zenao
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Definicao de Soma Infinita

» Chamamos série a uma expressao da forma
ay +ag+as+---+ap+--- (a1,a9,a3,...€R),
que representamos por ), Gy, ou ), a.
» Chamamos a sucessao (ap) o termo geral da série.

» Para cada n € N, seja S,, a soma dos primeiros n termos:
n

k=1

Chamamos a (S),) a sucessao das somas parciais da série.

» A série diz-se convergente se existir, em R, o limite:

Q0O

S= lim S,= > ar (asoma da série)
n—+00 k=1

» Caso contrario, a série diz-se divergente.

> A expressao "natureza duma série” refere-se a sua
propriedade de ser convergente ou divergente.



Exemplo: a Série de Zenao

1 1, 1,1 1
Zg_k:§+1+§+"'+2_n+”’
> Termo geral: ap = 2%

> Sucessao das somas parciais:

5 = 1
S=4+}=1-
Sg—%-l—i—F%:
Si=s4+71+35+
e em geral: §,, = +i+%—l—

1
2
» lim S, = lim (1—4)=1
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n— 400 n— 400

> A série é convergente com soma
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Exemplos

> > 1=1+14+1+14+1+---

n
A série é divergente, porque S, = >, 1 =n — +©.
k=1

> M1 =—14+1—-14+1—-14---
Si=-1, S9=-141=0, S3=-1+1—-1=-1,

A série é divergente, porque

{1 para n impar
Sn —
0 para n par.

e lim S,, nao existe.



Séries de Mengoli

Uma série diz-se de Mengoli se as suas somas parciais forem
somas telescopicas.

Exemplo:
> 2 ( k+1)

Somas parciais: S, = Z (% — k+1)

k=1
_ 1 1 1
=l+5+5+ -+
1 1 1 1
2 3 n n+1
_ 1 _ _1
=1 n+1



Series a; + ajy1 + ajpo + -+ com j # 1

E muitas vezes conveniente considerar séries indexadas com k
comecando noutro inteiro para além de 1.

> Vamos estudar as séries > % e ), %

keNg k=2
> A série ] ,i é convergente, com soma
kENO
AR S o1
+ +2+§+E+_+ Zk—!_e,

pois trata-se da série da exponencial e*, com x = 1.

» A série

1 1 1 =1
§+§+I+_+ Z:]H

¢ também convergente, com soma e — 2.



Séries geométricas

Uma série geométrica de razao r é uma série da forma
ar + ar1r +arr® Farrd + =Y arhl
O termo geral (aj) satisfaz:

AK+1
ap+1 = Tag, que podemos escrever como 1 = :
Qg
Exemplos:
> A série de Zenao % + i + % + --- € uma série geométrica de
razao %.

» A série associada a dizima infinita 13—1 = 0,27272727... ¢
uma série geométrica de razao 1072:

0,27272727. .. = —— 4+ — + — 4 ...



Somas Parciais

Zalrk_l = ai +a17“+a1r2+a17°3—|—---

> Ser = 1: Sn=g1+a1+---+a1=na1.

n

> Ser # 1:
Sp =ai +air+ar* + -+ ar"?
—rS, =  —ar—ar*—---—ar"t —apr”
Sp—1rS, =(1—-7)8S, =a1 —ar"”

= 1 —r"
Snzglalrk_l = a1 — (r #1)



Soma duma Série Geométrica

Teorema

Uma série geométrica > ap de razao r converge se e s se
| < 1, tendo por soma

Q0
a1 1° termo
Zakzl :1 S
— — raz
| r azao

Demonstracao. Parar =1, lim S,, = limna; = +00. Se r # 1:
(

+00, se r > 1;
1 —r" -
Sn=a11_r e limr"™ = 40, se |r| < 1;
| nao existe, ser < —1,

ai

logo Y aj converge sse |r| < 1, com soma lim S, = :
n— -+00 1 —r



Exemplo

Consideremos a série > 32527k,
k=0

_ At 1 _ 32k—|—252—k—1 _ 325_1 _ 9
k aj 32k52—k 5

)N

Como 7 = £ nao depende de k, trata-se duma série geométrica
de razdao r = 2. |r| > 1, pelo que a série ¢ divergente.
Resolucao alternativa: escrever a série na forma Y ar”.

2k2—k 2Nk 2 -k k =—k 9\k
355 = (3%)" . 5% 57" =25.9%. 57" =25 (2)",

Ne)

0 que mostra que se trata duma série geométrica de razao :.



Exemplo. Dizima Infinita Periddica

A dizima infinita peridédica x = 0,123123...

123 123 L 123
—0.123 4+ 0.000123 + --- = - =
T i 105 ' 106 ' ; 103

é uma série geométrica de razao r = 1/10°. |r| < 1 logo a série &

convergente. Primeiro termo: a1 = % , pelo que

123 123 123

o0

Z 123 . 1000 _ 1000 __
103k_1 1~ 999 _999'

k=1

~ 1000 1000




Propriedades das séries

Teorema

> se Y aj converge, entao o termo geral (ar) converge para 0;
> portanto, se arp — 0, a série > ay diverge;

> se ar — 0, a série Y ap pode convergir ou divergir.

Demonstracao. Se S, =a; +---+ a, entao a,, = S, — Sp_1.
Seja. S = lim S,,. Entao

lim a, = lim (S, —S,-1)=85—-5=0.

n——+0o0 n——+0o0

Exemplos

> 2k+3 ¢ divergente, porque lim 21{’13 = % # 0.

> Y (—1)*k é divergente, porque lim(—1)*k nao existe.



Exemplo duma Série Divergente em que lima; = 0

Chamamos série harmonica a série )| % =1+ % + % + i + e

Vamos estudar a soma parcial S3o:

532:1+%%—%_|_%4_%4_...4_%4_%4_...4_1_16+1L7_|_..._|_3L2
>14+i+ 14+ + i+ vt AR+ S
W_J (. ~~ J g o ] O ~ <
~1/2 —4(1/8)=1/2 —8-(1/16)=1/2 =16-(1/32)=1/2

Assim,S32>1—|—%—l—%+%+%—l—%=1—|—g.

Em geral Son > 1 + 7, pelo que lirf S, = +00. Assim, a série
n—-—+0oo

é divergente.



Linearidade

Os somatoérios e os limites sao lineares logo:

Se > ax e > b sao convergentes, entao Y (ar + bg) e > (cax) sao
também convergentes, com somas:

Exemplo. > (3% + 2%) é a soma de duas séries geométricas de

~ 1 1 :
razao 3 € 3, € portanto convergentes:

00 00 0] 1
13 1 3 3 1 7
2<3k+2k>223k+22k:1 Tt 1 Ty
k=1 k=1

k=1 —3 1=

DO




Soma de duas Séries

Se > aj converge e > by diverge, entao > (ax + by) diverge:
b =D (ag + bg) — D, ag logo é impossivel > (ar + bx) € D ag

convergirem e »_ by divergir.

convergente + convergente = convergente

convergente + divergente = divergente

Exemplo. >.(k~! +27%) diverge pois Y k! diverge e >} 27%
converge.



Calculo aproximado da soma duma série

Podemos aproximar S = lim S,, pela soma parcial S,:
o0 n
Zak% Zak:al—l—a2+---+an.
k=1 k=1

Chamamos resto duma série convergente » ajp a sucessao:

Q0O

Rn:S_Sn:iak_iak: Z af (nEN).

k=1 k=1 k=n+1



Exemplos

0
a
k=1
Somas parciais: Z o5 = 0,a1...ap
00
Resto: R, =0,0...0ap4+10p42... = D
M k=n+1
> Série geométrica: > a;r®! (com |r| < 1)
keN
I —r" ai
S, = aq e S = .
" I —7r -7
a;r"

Resto: R, =5-15, =

1—17r



