
Pontos Cŕıticos

Dizemos que a é um ponto cŕıtico de f se f 1paq “ 0.

Máximo local: Mı́nimo local:
Ponto de
inflexão:



Classificação de pontos cŕıticos

Teorema

Seja f uma função n-vezes diferenciável numa vizinhança dum
ponto a P Df , tal que

f 1paq “ f2paq “ f2paq “ ¨ ¨ ¨ “ f pn´1qpaq “ 0 .

1. Se n é par e f pnqpaq ° 0, então a é um mı́nimo local de f .

2. Se n é par e f pnqpaq † 0, então a é um máximo local de f .

3. Se n é ı́mpar e f pnqpaq ‰ 0, então a é um ponto de inflexão.



Demonstração

Assumimos que f pnqpaq ° 0

§ Lagrange: fpxq “ fpaq ` f pnqpcxqpx ´ aqn
n!

§ Peano: lim
xÑa

f pnqpcxq “ f pnqpaq ° 0 logo f pnqpcxq ° 0 numa

vizinhança de a

§ Para n par: f pnqpcxqpx ´ aqn
n!

• 0 logo fpxq • fpaq:
a é um mı́nimo local.

§ Para n ı́mpar:

$
’&

’%

f pnqpcxqpx ´ aqn
n!

° 0 se x ° a

f pnqpcxqpx ´ aqn
n!

† 0 se x † a

§
#
fpxq ° fpaq se x ° a;

fpxq † fpaq se x † a;
a é um ponto de inflexão.



O limite quando n Ñ `8

§ Seja f uma função de classe C8 num intervalo I com
extremos a e x (I “ ra, xs ou I “ rx, as);

§ Seja Tn o polinómio de Taylor de ordem n de f em a P I.

Se existir uma constante M tal que

ˇ̌
f pkqptq

ˇ̌
§ M para qualquer t P I e qualquer k P N,

então: fpxq “ lim
nÑ`8Tnpxq .

Demonstração. Resto de Lagrange:

§ |fpxq ´ Tnpxq| “
ˇ̌
f pn`1qpcq

ˇ̌ |x ´ a|n`1

pn ` 1q! § M
|x ´ a|n`1

pn ` 1q!
§ lim

nÑ`8M
|x ´ a|n`1

pn ` 1q! “ 0 ñ lim
nÑ`8 |fpxq ´ Tnpxq| “ 0



Exemplos: Seno e Coseno

§ fpxq “ senx, a “ 0:

ˇ̌
f pkqptq

ˇ̌
“

#
| cos t| para k ı́mpar

| sen t| para k par ,

|f pkqptq| § 1 para qualquer k P N e qualquer t P R logo:

senx “ lim
nÑ`8Tnpxq “ x ´ x3

3!
` x5

5!
´ x7

7!
` ¨ ¨ ¨ .

§ fpxq “ cosx, a “ 0:

|f pkqptq| § 1 para qualquer k P N e qualquer t P R logo:

cosx “ lim
nÑ`8Tnpxq “ 1 ´ x2

2!
` x4

4!
´ x6

6!
` ¨ ¨ ¨ .



Exemplo. Exponencial

fpxq “ ex, a “ 0.

§ Se x † 0:

f pkqptq “ et § 1 para qualquer t P rx, 0s,
pelo que podemos tomar M “ 1;

§ Se x ° 0:

f pkqptq “ et § ex para qualquer t P r0, xs,
pelo que podemos tomar M “ ex.

Em ambos os casos obtemos:

ex “ lim
nÑ`8Tnpxq “ 1 ` x ` x2

2!
` x3

3!
` x4

4!
` ¨ ¨ ¨ .



Exemplo em que fpxq ‰ lim
nÑ`8

Tnpxq

fpxq “ e´1{x2
se x ‰ 0, fp0q “ 0. Para x ‰ 0:

§ f 1pxq “ 2x´3e´x´2

§ f2pxq “
`
´6x´4 ` 4x´6

˘
e´x´2

§ f3pxq “
`
24x´5 ´ 24x´7 ´ 12x´7 ` 8x´9

˘
e´x´2

“
`
24x´5 ´ 36x´7 ` 8x´9

˘
e´x´2

§ f pnqpxq “ Pnpx´1qe´x´2
em que Pn é um polinómio

Substituindo y “ 1{|x|:

lim
xÑ0

ˇ̌
x´ke´1{x2 ˇ̌

“ lim
yÑ`8 yke´y “ lim

yÑ`8
yk

ey
“ 0

logo f pnqp0q “ lim
xÑ0

f pnqpxq “ 0 para qualquer n P N.
§ Tnpxq “ 0 para qualquer n P N.
§ lim

nÑ`8Tnpxq “ 0 ‰ fpxq (salvo para x “ 0).



A função e´1{x2

Vamos estimar o valor de e´1{x2
para x “ 0,01:

e´1{0,12 “ e´1{0,01 “ e´100

e10 ° 210 “ 1024 ° 1000 “ 103 logo

e´1{0,12 “ e´100 “ pe10q´10 † p103q´10 “ 10´30

“ 0,000000000000000000000000000001
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