Pontos Criticos

Dizemos que a é um ponto critico de f se f'(a) = 0.

, . L. Ponto de
Maximo local: Minimo local: . -
inflexao:

ARVAS



Classificacao de pontos criticos

Teorema

Seja f uma funcao n-vezes diferenciavel numa vizinhanca dum
ponto a € Dy, tal que

f'a) = f"(a) = f"(a) = -+ = f""D(a) = 0.

1. Sen é par e f(™(a) > 0, entdo a é um minimo local de f.
2. Sen épare f™(a) <0, entdo a é um méximo local de f.

3. Se n é impar e f(™(a) # 0, entdo a é um ponto de inflexao.



Demonstracao

Assumimos que ) (a) > 0

> Lagrange: f(z) = f(a) + /) (cs)” ;!a)n

» Peano: lim f™(c;) = f™(a) > 0 logo f™(c,) > 0 numa

r—a
vizinhanca de a

(z —a)"

» Para n par: f(™(cy) > 0 logo f(x) = f(a):

n!
a ¢ um minimo local.
£ (ey) (@ —'a) >0 sex>a
» Para n impar: < (2 B'a)n
£ (ey) — <0 sex<a
\ n.

a ¢ um ponto de inflexao.

{f(;v)>f(a) se T > q;
flz) < f(a) sezx < a;



O limite quando n — +

> Seja f uma funcao de classe C'* num intervalo I com
extremos a e x (I = [a,x]| ou I = |z,al);

> Seja 1}, o polindmio de Taylor de ordem n de f em a € 1.

Se existir uma constante M tal que
}f(k) (t)] < M para qualquer ¢t € I e qualquer k € N,

entao: f(x) = lim 7T,(x).

n——+0o0
Demonstracao. Resto de Lagrange:
—a n+1
- [f(@) ~ Tul)] = |fo () 2=

. a|n+1

T ‘SC - a‘n—l—l

(n+1)! S (n + 1)!

— li T (2)| =
Jm M =0 =l |f() ~ Ta(e)| = 0



Exemplos: Seno e Coseno
> f(x) =senx, a =0:

|f(k) (1)] = { cost| para k impar

|sent| para k par,

| F*)(¢)| < 1 para qualquer k € N e qualquer t € R logo:

Senx:nl—liir—looTn(x):x_§+a_ﬁ+..‘

> f(x) = cosx, a = 0:

[ F®) ()] < 1 para qualquer k € N e qualquer ¢ € R logo:

2zt 2f

cosazznl_i)rfooTn(a;):1—E+4_!_a+....



Exemplo. Exponencial

f(x)=¢€" a=0.
> Se z < 0:
fR () =et <1 para qualquer ¢ € [z, 0],
pelo que podemos tomar M = 1;
> Se x > 0:
fR)(t) = et < e® para qualquer t € [0, z],
pelo que podemos tomar M = e”.
Em ambos os casos obtemos:

R B

T . _ -
¢ —nll)rfan(x)—1+x+ or t 3 oot




Exemplo em que f(z) # lim T,(x)

n—-+00

f(x)=e V" sex#0, f(0)=0. Parazx +#0:

—2

2

> f"(x) = (24275 — 24277 — 12277 + 8z 9)e
(2427° — 36z~ " + 83:_9)6_"7_2
> f(z) = Py(z71)e™™ " em que P, é um polinémio
Substituindo y = 1/|x|:

k

: ke 1/g2 : _ :
hm‘aj ke—1l/ ‘z lim y*e ¥ = lim J_ = ()
x—0 y——+00 y——+o0 eY

logo f(™(0) = ili% £ (z) = 0 para qualquer n € N.

> Th(x) = 0 para qualquer n € N.
> lim T,(x) =0 # f(x) (salvo para = = 0).

n—-+aoo0



~ . 2
A funcao e /¥

1/x

Vamos estimar o valor de e~ /%’ para x = 0,01:

_ 2 _ _
e—1/0,1% _ ,—1/0,01 _ ,—100

el? > 210 = 1024 > 1000 = 102 logo
e—l/O,l2 — o—100 _ (610>_10 < (103)—10 — 1030

= (,000000000000000000000000000001

0.3}
0.2f

0.1}




