
Aula de Hoje: A Regra de Cauchy



Aplicação da Derivada ao Cálculo de Limites

Regra de Cauchy (limites à direita)

Dado a P R, e funções f, g diferenciáveis em sa, cr para algum

c ° a, com g1pxq ‰ 0 em sa, cr, se:
§ No cálculo do lim

xÑa`

fpxq
gpxq obtivermos

0

0
ou

8
8

§ lim
xÑa`

f 1pxq
g1pxq “ b pb P Rq,

então: lim
xÑa`

fpxq
gpxq “ b.

Nota. No caso 0{0, se f, g forem diferenciáveis em a:

lim
xÑa

fpxq
gpxq “ lim

xÑa

fpxq ´ fpaq
gpxq ´ gpaq “ lim

xÑa

fpxq´fpaq
x´a

gpxq´gpaq
x´a

“ f 1paq
g1paq



Aplicação da Derivada ao Cálculo de Limites

Regra de Cauchy (limites à esquerda)

Dado a P R, e funções f, g diferenciáveis em sc, ar para algum

c † a, com g1pxq ‰ 0 em sc, ar, se:
§ No cálculo do lim

xÑa´

fpxq
gpxq obtivermos

0

0
ou

8
8

§ lim
xÑa´

f 1pxq
g1pxq “ b pb P Rq,

então: lim
xÑa´

fpxq
gpxq “ b.

Nota. No caso 0{0, se f, g forem diferenciáveis em a:

lim
xÑa

fpxq
gpxq “ lim

xÑa

fpxq ´ fpaq
gpxq ´ gpaq “ lim

xÑa

fpxq´fpaq
x´a

gpxq´gpaq
x´a

“ f 1paq
g1paq



Aplicação da Derivada ao Cálculo de Limites

Regra de Cauchy

(limites à esquerda)

Dado a P R, e funções f, g diferenciáveis em sc, ar Y sa, dr com
c † a † d, com g1pxq ‰ 0 em sc, ar Y sa, dr, se:

§ No cálculo do lim
xÑa

fpxq
gpxq obtivermos

0

0
ou

8
8

§ lim
xÑa

f 1pxq
g1pxq “ b pb P Rq,

então: lim
xÑa

fpxq
gpxq “ b.

Nota. No caso 0{0, se f, g forem diferenciáveis em a:

lim
xÑa

fpxq
gpxq “ lim

xÑa

fpxq ´ fpaq
gpxq ´ gpaq “ lim

xÑa

fpxq´fpaq
x´a

gpxq´gpaq
x´a

“ f 1paq
g1paq



Exemplos

Exemplo. fpxq “ arctanx, gpxq “ senx, a “ 0.

lim
xÑ0

arctanx

senx
“ lim

xÑ0

parctanxq1

psenxq1 “ lim
xÑ0

1
1`x2

cosx
“ 1

Exemplo. fpxq “ x, gpxq “ x ´ 1, a “ 0.

lim
xÑ0

f 1pxq
g1pxq “ lim

xÑ0

1

1
“ 1 mas lim

xÑ0

fpxq
gpxq “ x

x ´ 1
“ 0

´1
“ 0

Não existe indeterminação.

Exemplo.

lim
xÑ0

cosx ´ 1 ` 1
2x

2

x4
“ lim

xÑ0

´ senx ` x

4x3
“ lim

xÑ0

´ cosx ` 1

12x2

“ lim
xÑ0

senx

24x
“ 1

24



Exemplo em que lim f 1{g1 não existe

Calcular lim
xÑ`8

x ` senx

x
§ senx • ´1 logo x ` senx • x ´ 1.

lim
xÑ`8px ` senxq “ `8: indeterminação

8
8 .

§ lim
xÑ`8

px ` senxq1

x1 “ lim
xÑ`8

1 ` cosx

1
não existe

§ lim
xÑ`8

x ` senx

x
“ lim

xÑ`8

´
1 ` senx

x

¯
“ 1

A igualdade lim
xÑa

fpxq
gpxq

?“ lim
xÑa

f 1pxq
g1pxq

só é válida se o limite lim
xÑa

f 1pxq
g1pxq existir.



As indeterminações 0 ˆ 8

Exemplo. Queremos calcular lim
xÑ0`

x lnx.

§ Trata-se duma indeterminação 0 ¨ 8.

§ A Regra de Cauchy só se aplica a indeterminações
0
0 ou

8
8 .

§ Temos que transformar o produto num quociente.

Há duas formas de o fazer:

x lnx “ x

1{ lnx “ lnx

1{x .

Escolhemos a mais conveniente:

lim
xÑ0`

x lnx “ lim
xÑ0`

lnx

1{x “ lim
xÑ0`

1{x
´1{x2 “ lim

xÑ0`
p´xq “ 0



Indeterminações 8 ´ 8

Exemplo. Queremos calcular

lim
xÑp⇡{2q´

`
secx ´ tanx

˘
.

Para tal escrevemos

secx ´ tanx “ 1

cosx
´ senx

cosx
“ 1 ´ senx

cosx
.

Aplicando a Regra de Cauchy temos

lim
xÑp⇡{2q´

1 ´ senx

cosx
?“ lim

xÑp⇡{2q´

´ cosx

´ senx
“ 0 .



Limites de potências

Limites de funções da forma fg
são calculados usando:

lim
xÑa

fpxqgpxq “ lim
xÑa

exp
`
gpxq ln fpxq

˘
“ exp

´
lim
xÑa

gpxq ln fpxq
¯

§ p`8qc “ e
c lnp`8q “

#
`8 se c ° 0;

0
`

se c † 0,

§ p0`qc “
`

1
`8

˘c “ 1
p`8qc

§ b`8 “ e
`8 ln b “

#
`8 se b ° 1;

0
`

se b † 1,

§ b´8 “ 1{b`8

§ Indeterminações: p`8q0 , 0
0 , 1

8



Exemplo

Queremos calcular o limite da sucessão xn “
`
1 ` 1

n

˘n
.

§ Trata-se duma indeterminação 1
8
.

§ pxnq é a restrição a N de fpxq “
`
1 ` 1

x

˘x
.

§
`
1 ` 1

x

˘x “ exp

´
x ln

`
1 ` 1

x

˘¯

§ lim
xÑ`8x ln

`
1 ` 1

x

˘
conduz a uma indeterminação 0 ¨ 8:

lim
xÑ`8x ln

´
1 ` 1

x

¯
“ lim

xÑ`8
ln

`
1 ` 1

x

˘

1{x

py “ 1{xq : “ lim
yÑ0

lnp1 ` yq
y

?“ lim
yÑ0

1{p1 ` yq
1

“ 1

§ Assim: limxn “ lim
xÑ`8

`
1 ` 1

x

˘x “ e
lim

xÑ`8
x lnp1` 1

x q “ e



Indeterminações 8{8

Teorema

Para quaisquer a ° 1 e b ° 0, temos:

lim
xÑ`8

lnx

xb
“ 0 lim

xÑ0`
xb lnx “ 0 lim

xÑ`8
xb

ax
“ 0

Demonstração.

§ lim
xÑ`8

lnx

xb
“ lim

xÑ`8
1{x

b xb´1
“ lim

xÑ`8
1

b xb
“ 0

§ y “ 1
x : lim

xÑ0`
xb lnx “ lim

yÑ`8
`
1
y

˘b
ln

`
1
y

˘
“ ´ lim

yÑ`8
ln y

yb
“ 0

§ lim
xÑ`8

xb

ax
“

´
lim

xÑ`8
x

ax{b

¯b
“

´
lim

xÑ`8
1

1
b lnpaqax{b

¯b
“ 0



Sucessões com limite `8
§ Escrevemos an ! bn se lim

an
bn

“ 0

Teorema

lnn ! nb ! an ! n! ! nn pa ° 1, b ° 0q

Demonstração. Usando Limites Enquadrados:

0 † n!

nn
“ 1

n

2

n

3

n
. . .

n ´ 1

n

n

nloooooooomoooooooon
†1

† 1

n
nÑ`8››››Ñ 0

§ Se k † n:
an

n!
“ a

1

a

2
. . .

a

k

a

k ` 1
. . .

a

n

Se k ° a:
an

n!
“ ak

k!

a

k ` 1
. . .

a

n ´ 1loooooooomoooooooon
†1

a

n
† ak

k!

a

n
nÑ`8››››Ñ 0



Exemplos

Ideia: em cada soma pôr em evidência o “maior” termo

Exemplo. Calcular o limite de
n! ` 2n

2n ` lnn

n! ` 2n

2n ` lnn
“ n!

2n

1 ` 2n

n!

1 ` lnn

2n

nÑ8›››Ñ `8

Exemplo. Calcular o limite de

?
4n ` n4

3n ` 1

?
4n ` n4

3n ` 1
“

c
4n

`
1 ` n4

4n

˘

3n
`
1 ` 1

3n

˘ “ 2
n

3n

c
1 ` n4

4n

1 ` 1

3n

nÑ8›››Ñ 0


