Aula de Hoje: A Regra de Cauchy



Aplicacao da Derivada ao Calculo de Limites

Regra de Cauchy (limites a direita)

Dado a € R, e funcoes f, g diferencidveis em |a, c[ para algum
c > a, com ¢'(x) # 0 em |a,c[, se:

0
» No calculo do lim f(z) obtivermos — ou *
rx—aT g(aj) 0 Q0
/
v im L) _p beR),
r—a™T g/(x)
entao: lim M = b.

1—at g()



Aplicacao da Derivada ao Calculo de Limites

Regra de Cauchy (limites a esquerda)

Dado a € R, e funcoes f, g diferencidveis em |c,a| para algum
c < a,com ¢g'(x) # 0 em |c, a, se:

» No calculo do lim f(z) obtivermos 9 ou *
T—a~ g(aj) 0 Q0
/
> lim f,(x) —b (beR),
1—a= ¢'(T)
entao: lim M = b



Aplicacao da Derivada ao Calculo de Limites

Regra de Cauchy

Dado a € R, e funcoes f, g diferencidveis em |c,a| U ]a, d[ com
c<a<d,com ¢(x)#0em |calula,d, se:

0

» No calculo do lim f(z) obtivermos — ou *
z—a g(x) 0 o0

/
> lim f,(x) —b (beR),
z—a g'(x)
entao: lim @ = b.
z—a g(x)

Nota. No caso 0/0, se f, g forem diferencidveis em a:

lim M — lim f(CE) B f(a) . T—a f,(a)

T—a g(x) r—a g(x) _ g(a) r—a 9 _Z(a) g’(a)




Exemplos
Exemplo. f(z) = arctanx, g(z)=senz, a =0.

, 1

. arctanxz . (arctanx) . 1322
lim = lim = lim =1

z—0 senx z—0 (senzx)’ z—0 COS T

Exemplo. f(z)=2, g(z)=2—-1, a=0.
(@ f@) w0

I =lim - =1 lim —— = = — =
70 g (x) 70 1 s 2ho glz) x—1 -1

Nao existe indeterminacao.

Exemplo.
, cos:c—1+%x2 . —senx +x . —cosx +1
lim T = lim 3 = lim 5
x—0 €T z—0 Ao z—0 122
sen x 1




Exemplo em que lim f'/¢’" nao existe

) r + senx
Calcular lim
r—>—+00 X
» senz = —1 logo x +senx > x — 1.
lim (z 4+ senx) = +00: indeterminacao =.
xr— 00
. (z+senz) . 1l+4+cosz _ .
»  lim ; = lim nao existe
xr——+00 T xr— 400
. X+ senx ] sen x
»  lim = lim (1+ )21
xr—>—+00 T r——+ 00 €T
/
T T
fqiguakkukannlfx—ziil' (@)
roa g(z)  a—a g (2)
/
T
sO é valida se o limite lim f(z) existir.

z—a g'(x)



As indeterminacoes 0 x o

Exemplo. Queremos calcular lim xlnx.
x—0t

» Trata-se duma indeterminacao O - c0.

» A Regra de Cauchy s6 se aplica a indeterminacoes 8 ou
» Temos que transformar o produto num quociente.
Ha duas formas de o fazer:
| x Inx
rlnx = = — .
1/Inx 1/x
Escolhemos a mais conveniente:
Inz 1/x
lim zlnz = lim — = lim / lim (—z) =0

z—0+ z—0+t 1/x 20+ —1/x? 20+

38



Indeterminacoes o0 — oo

Exemplo. Queremos calcular

lim (secx — tan :U) .
r—(m/2)~

Para tal escrevemos

1 sen x 1l —senzx
secx — tanx = — =
COS I COS I COS I

Aplicando a Regra de Cauchy temos

: 1l —senx < , — COS T
lim = lim =0.
:C—>(7T/2)_ COSXT :13—>(7T/2)_ — Senxr




Limites de potencias

Limites de funcoes da forma f9 sao calculados usando:

lim f(z)9%) = lim exp(g(z)In f(z)) = exp (il_lg g(z)In f(x))

r—a r—a

> (+00)¢ = ecIn(+00) _ +00  se ¢ > (;
07 sec<0,

> (()+)C _ (L)C _ 1

+00 (+00)¢
. 0 _ gtoolnb _ +00 se b > 1;
0t seb<1,
> h~ P =1/bT*"

> Indeterminacoes: (+00)?, 0°, 1%



Exemplo

Queremos calcular o limite da sucessao x,, = (1 + %)n
» Trata-se duma indeterminacao 1%.
> (z,) é arestrigdo a N de f(z) = (1+ 1)~

> (1 + %)x = exp(a: ln(l + %))

> lim =z ln(l + %) conduz a uma indeterminacao 0 - oo:
Ir—+00
1
ln(l + 5)

1
lim :1311:1(1 + —) = lim

L—+00 x z—+0  1/x
In(1 1/(1
(y =1/x) : = lim n( +ZJ)ilim / +y):1
y—0 Y y—0

lim «ln(l4+1)
L] L] L] x
» Assim: limz,, = lim (1 + l) = ¥t T =e
x— 00 X



Indeterminagoes oo/o0

Teorema

Para quaisquer a > 1 e b > 0, temos:

Inx 0
lim —= =0 lim 2Inz =0 lim — =0
T——+00 I r—0+ r—+00 q¥
Demonstracao.
Inx 1/x 1
» i — = ] = i - =
vt 20wt bab—l |zt bad 0
In
> — l . 1 b — 1 l b l = — 1 —y p—
Y= xli,%ler Inx yll)rfoo(y) ln(y) yEI—Il—loo 7 0
b b 1 b
x x
> lim—z(lim >=(lim )20
r——+00 q¥ z——+00 qZ/b x—+00 % ]n(a)ax/b



Sucessoes com limite +oo

> Escrevemos a, < b, se lim 32 =
mn

Teorema

b

Inn«n’”«<a”<nl«n™ (a>1, b>0)

Demonstracao. Usando Limites Enquadrados:

n! 1 23 n—1n I ot
o< —=— — — ... —<—L>O
nm nnn n o n n
<1
a™ a a a a a
» Sek<n —=——...— . —
! 1 2 kk+1 n
k k
a’ a a a a o
Se k>a & = ) ST i




Exemplos

Ideia: em cada soma por em evidencia o “maior” termo

I+ 2
Exemplo. Calcular o limite de e "
2" +Inn
2n
on +lnn 27 Inn '
I 4+ —
2??,
4n 4+ 4
Exemplo. Calcular o limite de v "
3" 41

n4 4

n
\/4n—l—’n4:\/4n(1+4n) :2n 1+4—n w0
31 3n(1+3in) oy




