Aula de Hoje: Integral
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Ultima Aula




[

a

f(x)dz = Area(R,) — Area(R_)
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Nocao Intuitiva de Integral

b
O integral f f(z) dx representa:

a

» Uma diferenca entre dreas Area(R,) — Area(R_)

> O produto (b—a) fi,p

> O limite lim Zf( i) Az

n—>+oo
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Axiomas para o Integral

» Se m < f(z) < M em |a,b| entao:

et [

> Se |a,b] = |a,c] U [c, b] entao:

ff da:—ff d:z;+ff
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Funcoes Definidas por Integrais

Dada f: Dy — R e a € Dy, chamamos integral indefinido a

G(z) — F o

Dados xg,x1 € Dg,

Glzy) — Glao) = f Y r) dt
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Teorema fundamental do Calculo

Dada uma funcao f e um ponto a € Dy, seja

xr
G(z) — f F#)dt .
a
Se f for continua em xg € D¢, entao G é diferenciavel em xg e

G'(x0) = f(xo).



Regra de Barrow Mudanca de variavel Integrais improéprios Area

Exemplos
T
> Funcao de Fresnel: S(x) = f sen(27t?) dt
0

> S'(z) = sen(zma?)

2

> J sen(gmt?) dt = S(z°)

0
d [

> o Sen(%ﬂtz) dt = 2z S’(x2) = 2r SGH(%T&'ZE4)
L Jo

332

» f sen(1rt?)di = S(a2) — S(3z)
=

> o sen(27t?) dt = 2z sen(3mz’) — 3sen(379z?)
L J3x
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Somas Telescopicas

Chamamos soma telescopica a uma soma da forma

n
Z(ai—ai_l)=a1+a2+---+an_1+an

=1 —ao— a1 — a2 — - —0ap-1 = ap — AaQ

Ideia intuitiva da Regra de Barrow

Area
O0000
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A Regra de Barrow

Teorema (Regra de Barrow)

> Se f for limitada e continua em |a, b,
> e G for uma primitiva de f em |a, b,

entao G é prolongavel por continuidade a |a, b| e

b
Lf@@=G@—G@=[mm]

Demonstracao. F(x) = J f(t)dt é uma primitiva de f logo
G(z) =F(x) + C. "

G(b) — G(a) = F(b) + C — F(a) — C = F(b) = Jb £(t)dt.
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- (51 + 5=,

1 2
— ——(—1)3+—43/2—0=—+§8=—

3

Area
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Linearidade

Teorema

Se f e g forem limitadas e continuas excepto num numero finito

de pontos, entao
rb

b b
[ (@ 4 @) ar = | f@)do | S

Ja

rb b
> cf(x)dxch f(x)dx

Observacao. Como veremos mais adiante, o integral nao é
linear se assumirmos apenas que as funcoes sao limitadas.
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Demonstracao da Linearidade

> Se f é continua em |a,b| e G(x) é uma primitiva de f(z),
entao ¢ G(x) é uma primitiva de cf(x) logo:

b
fcf(:zz)dxch(b)—cG Jf )dz = ¢(G(b) — G(a))

> Sejam t] < to < --- <t} 0os pontos de descontinuidade de f.
Entao f é continua em cada intervalo |t;_1,%;| e:

Lbcf(a?) dr = :1 cf(z)dx + fQ cf(x)dx + - + Jb cf(z) da

1 172

t1 to b
ch f@dete| f@de+o+el| fa)da
7%

a 11

:c( BT P tif(w)dx) =cLbf(x)dx

a
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Exemplo
T
> Queremos derivar a fungao G(x) = f x cos(t?) dt
0

» Ao calcular o integral, x esta fixo — é uma constante, e ¢
varia entre 0 e x. Assim:

f r cos(t?) dt = xf cos(t?) dt

0 0

» Aplicando a férmula da derivada do produto:

G'(z) = J: cos(t?) dt + x cos(z?)
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Mudanca de Variavel no Integral

Teorema

Seja f uma funcao continua, e seja ¢ uma funcao de classe C*
num intervalo I < D¢, com extremos a, b € R. Entao:

b g(b)
~ fg(a))g (@) do - f Fly)dy.

T y=g(a)

O método de substituicao consiste em:

1. Substituir no integral original g(x) por y, ¢’(x)dx por dy e
os extremos a, b por g(a), g(b).

2. Calcular o integral na variavel y
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Demonstracao

» Seja H uma primitiva de f: H'(y) = f(y). Entao:
g(b)

- fly)dy = H(g(b)) — H(g(a))

g9(a)
> Mas (H o g)/(x) = H' (g(x))g/(x) = f(g(x))g/(x) logo

ff dy = H(g(b)) — H(g(a)

Area
O0000
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Exemplo

4
1
> Queremos calcular J dx

1V (vx + 1)2

1
» Tomamos y = /r + 1. Entao dy = —— dx.

NG

»Sexz=1entdoy =+v1+1=2:
Sex =4entdoy =+4+1=3.

4 1 |
>f 5 dr = — 2dy
1 vz (vx + 1) 2 Y

_[2]3_ 2+1_1
Loyl 3 3

Area
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