
Mestrado em Engenharia Civil / Licenciatura em Engenharia de Minas e Georecursos
Cadeira de Electromagnetismo e Óptica

Docentes: João Fonseca (Teóricas e Problemas)        Email: jfonseca@tecnico.ulisboa.pt
João Figueirinhas (Problemas)

Patrícia Conde (Laboratórios)

Mestrado em Engenharia Civil / Licenciatura em Engenharia de Minas e Georecursos
Electromagnetismo e Óptica - 1º semestre de 2019/2020



Mestrado em Engenharia Civil / Licenciatura em Engenharia de Minas e Georecursos
Cadeira de Electromagnetismo e Óptica

Objectivos Gerais 

Esta disciplina apresenta os conceitos e princípios básicos do electromagnetismo e da óptica física,
reforçando a compreensão desses conceitos através de aplicações ao mundo real. 

Os alunos deverão ter a capacidade de manipular esses conceitos e saber aplica-los à resolução de problemas. 

Os estudantes serão motivados por exemplos de aplicação dos princípios da física noutras áreas do conhecimento 
científico e tecnológico. O ensino teórico-prático será complementado com a realização de trabalhos laboratoriais.
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Programa

1. Campo electrostático no vácuo. Lei de Coulomb. Princípio de sobreposição. Nocão de campo e de potencial. 
Dipolo eléctrico. Lei de Gauss. Condensador. 

2. Campo electrostático na matéria. Dieléctricos. Polarização. Energia eléctrica. 
3. Corrente eléctrica estacionária. Densidade e intensidade de corrente. Equação da continuidade da carga. 

Lei de Ohm. Lei de Joule. Leis de Kirchoff. Circuito RC. 
4. Campo magnético no vácuo. Lei de Biot-Savart. Lei de Ampère. Força de Lorentz. Fluxo magnético. 

Coeficientes de indução. Bobina. 
5. Campo magnético na matéria. Magnetização. Diamagnetismo, paramagnetismo e ferromagnetismo. 

Energia em magnetostática. 
6.     Indução electromagnética. Lei de Faraday. Motores e geradores eléctricos. Corrente de deslocamento. 

Energia electromagnética. Circuito RLC. 
7.    Equações de Maxwell. Ondas electromagnéticas. Ondas planas monocromáticas. Energia e intensidade 

das ondas electromagnéticas. 
8. Carácter electromagnético da luz. Dispersão, polarização, reflexão, interferência e difracção. 

O limite da óptica geométrica e as leis de reflexão e refracção. Equações de Fresnel e princípio de Fermat.
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Método de avaliação

A avaliação terá uma componente teórica (dois testes ou um exame), uma componente laboratorial (três relatórios) e, opcionalmente, 
uma componente de avaliação contínua (cinco mini-fichas). A nota final da cadeira será calculada através da fórmula 

NF = 0.75*NT+0.25*LAB 
ou alternativamente

NF = 0.65*NT+0.1*AC+0.25*LAB 

sendo NT (0-20) a nota da componente teórica da avaliação, LAB (0-20) a nota da componente laboratorial da avaliação e AC (0-20)
o resultado da avaliação contínua. As notas intermédias (NT, LAB e AC) serão arredondadas até às décimas, e NF será arredondada 
até à unidade. Os critérios de arredondamento serão os usados pela aplicação EXCEL do Office. NT será a média de dois testes 
ou, alternativamente, a nota do exame. Quando existir mais do que uma opção válida, será usada a modalidade que mais favoreça o aluno. 

Para haver aproveitamento, devem verificar-se as seguintes condições simultaneamente: 
1) NF ser igual ou superior a 10; 
2) NT ser igual ou superior a 8.5; 
3) LAB ser igual ou superior a 9.5;
4) a assiduidade à componente laboratorial ser 100% (três aulas de laboratório). 

A nota de avaliação contínua só pode ser usada se se verificarem as seguintes duas condições, simultaneamente: 
1) todas as cinco mini-fichas serem resolvidas e entregues; 
2) a assiduidade às aulas teóricas (a controlar com folhas de presença) não ser inferior a 90%. 
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James Clerk Maxwell (1831 -1879)
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Equações de Maxwell
Operador
divergência

𝑢

𝛻. 𝑢 ≡ 𝑑𝑖𝑣 𝑢 =
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑦

+
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧

A divergência de um campo indica a presença de fontes
(𝑑𝑖𝑣 𝑢 > 0) ou sumidouros (𝑑𝑖𝑣 𝑢 < 0) desse campo. 
Esta propriedade é intuitiva se o campo representar a 
velocidade de escoamento de um fluido. As velocidades
divergem nas fontes e convergem nos sumidouros.

𝒅𝒊𝒗 𝒗 > 𝟎
⟹fonte

𝒅𝒊𝒗 𝒗 < 𝟎
⟹sumidouro
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(densidade de) carga eléctrica
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Não existe “carga magnética”!
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Equações de Maxwell

campo magnético

campo  eléctrico

O que é um campo?

Campo é uma região do espaço em que a cada ponto está
associado um valor de uma grandeza física:  campo de 
temperatura, campo de velocidade, etc. A grandeza pode ser
escalar ou vectorial. O valor pode ser fixo ou variar no tempo.

Certos campos podem ser entendidos como “mediadores” nas interacções físicas. Por exemplo: a Terra cria um 
campo gravítico em seu redor. Se colocarmos um objecto num ponto próximo da Terra, ele fica sujeito a uma
interacção atractiva (o peso). Mas  o campo gravítico existe nesse ponto mesmo que não esteja lá nenhum objecto
para sofrer a interacção. Como resultado da presença da Terra, o espaço em torno da Terra tem “potencial” para 
que nele ocorram interacções gravíticas.

Em Física Moderna, os campos passam a ter um papel mais central, na medida em que as partículas passam a 
ser entendidas como perturbações de campos (Teoria Quântica do Campo).  Isso ficará fora do âmbito do curso.
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Equações de Maxwell campo  eléctrico

O que é um campo eléctrico?

Campo eléctrico é uma região do espaço na qual uma
partícula com carga eléctrica fica sujeita a uma interacção
cuja intensidade depende da sua carga mas não da 
sua velocidade.

A intensidade do campo eléctrico num ponto do espaço é a força por unidade de carga eléctrica unitária
e positiva colocada nesse ponto.  
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Equações de Maxwell

campo magnético
O que é um campo eléctrico?

Campo eléctrico é uma região do espaço na qual uma
partícula com carga eléctrica fica sujeita a uma interacção
cuja intensidade depende da sua carga mas não da 
sua velocidade.

A intensidade do campo eléctrico num ponto do espaço é a força por unidade de carga eléctrica unitária
e positive colocada nesse ponto.  

O que é um campo magnético?

Campo magnético é uma região do espaço em que uma
partícula com carga eléctrica fica sujeita a uma interacção
cuja intensidade depende da sua carga eléctrica e da sua velocidade.
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Equações de Maxwell (densidade de) carga eléctrica

O que é a carga eléctrica?

Carga eléctrica é uma propriedade intrínseca de algumas partículas, tal como a massa. É um conceito
muito difícil de definir de modo satisfatório, excepto através das interacções que provoca (o que acaba
geralmente por conduzir a raciocínios circulares…). Vamos aceitar (postular) que algumas partículas têm carga. 

Nota: Definir carga eléctrica como excesso ou défice de electrões (ou protões) também não satisfaz, porque leva 
imediatamente à seguinte pergunta: porque é que os electrões (ou protões) têm carga eléctrica?

O estudo dos campos eléctricos criados por cargas eléctricas estacionárias designa-se por Electrostática. 
O campo eléctrico que surge devido à presença de cargas eléctricas designa-se por campo electrostático.
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Operador
divergência
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Equações de Maxwell

inexistência de 
“carga magnética”Em resumo, podemos concluir que as duas primeiras

equações de Maxwell têm o seguinte significado: 

1) A carga eléctrica (representada pela densidade de 

carga 𝜌) é fonte do campo eléctrico 𝐸 (ou sumidouro, 
se for negativa);

2)  Não existe “carga magnética” (ou seja, não existem

fontes ou sumidouros de 𝐵). 

Então, como pode surgir um campo magnético?
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Equações de Maxwell

inexistência de 
“carga magnética”

A quarta equação de Maxwell diz-nos que um campo magnético
pode ser gerado por dois processos: 

- na primeira parcela do lado direito, o vector Ԧ𝒋 é a 
densidade de corrente eléctrica; podemos concluir
que se forma um campo magnético na vizinhança de 
qualquer condutor no qual circule uma corrente eléctrica;
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Equações de Maxwell
A quarta equação de Maxwell diz-nos que um campo magnético
pode ser gerado por dois processos: 

- na primeira parcela do lado direito, o vector Ԧ𝑗 é a 
densidade de corrente eléctrica; podemos concluir
que se forma um campo magnético na vizinhança de 
qualquer conductor no qual circule uma corrente eléctrica;

- - A segunda parcela mostra que mesmo
na ausência de um condutor (por
exemplo, entre as placas de um 
condensador)  pode formar-se um
campo magnético se existir um 
campo eléctrico variável no tempo.

-
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Equações de Maxwell

inexistência de 
“carga magnética”

Contrariamente ao campo electrostático, o campo eléctrico induzido não é conservativo. Por outras palavras, 

não é possível encontrar um potencial 𝑽(𝒓) tal que 𝑬 = −𝒈𝒓𝒂𝒅 𝑽. Se assim fosse, seria necessariamente 𝒓𝒐𝒕 𝑬 = 𝟎.

A terceira equação de Maxwell introduz um aspecto fundamental 
da interligação entre o campo eléctrico e o campo magnético. 

A equação diz-nos que um campo magnético variável no tempo 
produz um campo eléctrico, e mostra como se pode calcular o 
rotacional desse campo eléctrico. 

Esta propriedade pode ser demonstrada aproximando um íman
de uma espira feita de material conductor:  surge uma corrente
eléctrica nessa espira, indicando a existência de um campo 
eléctrico. 

Para distinguirmos este tipo de campo eléctrico do campo 
electrostático causado pela presença de cargas dizemos que se 
trata de um campo eléctrico induzido.
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O poder das Equações de Maxwell

𝐸𝑞𝑢𝑎çã𝑜 𝑑𝑎𝑠 𝑜𝑛𝑑𝑎𝑠:
𝝏𝟐𝒉

𝝏𝒙𝟐
+
𝝏𝟐𝒉

𝝏𝒚𝟐
−

𝟏

𝒗𝟐
𝝏𝟐𝒉

𝝏𝒕𝟐
= 𝟎

𝑜𝑢

𝒍𝒂𝒑 𝒉 =
𝟏

𝒗𝟐
𝝏𝟐𝒉

𝝏𝒕𝟐

(h sendo a altura da coluna de água, e v a velocidade de propagação das ondas)
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O poder das Equações de Maxwell

Equações das ondas electromagnéticas, ou ondas Hertzianas:

𝝏𝟐𝑬

𝝏𝒙𝟐
+
𝝏𝟐𝑬

𝝏𝒚𝟐
+
𝝏𝟐𝑬

𝝏𝒛𝟐
−

𝟏

𝒄𝟐
𝝏𝟐𝑬

𝝏𝒕𝟐
= 𝟎 ;

𝝏𝟐𝑩

𝝏𝒙𝟐
+
𝝏𝟐𝑩

𝝏𝒚𝟐
+
𝝏𝟐𝑩

𝝏𝒛𝟐
−

𝟏

𝒄𝟐
𝝏𝟐𝑩

𝝏𝒕𝟐
= 𝟎

ou

𝒍𝒂𝒑 𝑬 =
𝟏

𝒄𝟐
𝝏𝟐𝑬

𝝏𝒕𝟐
; 𝒍𝒂𝒑 𝑩 =

𝟏

𝒄𝟐
𝝏𝟐𝑩

𝝏𝒕𝟐
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E a velha lei de Coulomb?

Charles-Augustin de Coulomb
(1736 -1806)

𝐢𝐧𝐭𝐞𝐫𝐚𝐜çã𝐨 𝐞𝐧𝐭𝐫𝐞 𝐝𝐮𝐚𝐬 𝐜𝐚𝐫𝐠𝐚𝐬 𝐞𝐥é𝐜𝐭𝐫𝐢𝐜𝐚𝐬

|𝐹1| = |𝐹2| =
1

4𝜋𝜀0

𝑞1𝑞2
𝑟2

𝑞1

𝑞2

𝑞3

𝑞

𝑭

Ԧ𝐹3

Ԧ𝐹1

Ԧ𝐹2

𝐢𝐧𝐭𝐞𝐫𝐚𝐜çã𝒐 𝐞𝐧𝐭𝐫𝐞 𝐯á𝐫𝐢𝐚𝐬 𝐜𝐚𝐫𝐠𝐚𝐬 𝐞𝐥é𝐜𝐭𝐫𝐢𝐜𝐚𝐬

No caso em que uma carga interage
simultaneamente com múltiplas cargas, aplica-
se o Princípio da Sobreposição:

𝑭= Ԧ𝐹1+ Ԧ𝐹2+ Ԧ𝐹3 =
𝑞

4𝜋𝜀0
σ𝑖=1
3 𝑞𝑖

𝑟𝑖
2

ou seja,  a força causada pelas múltiplas
interacções simultâneas é a soma vectorial das 
forcas que cada uma causaria separadamente. 

𝑟1

𝑟2

𝑟3
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E a velha lei de Coulomb?

Charles-Augustin de Coulomb
(1736 -1806)

𝐢𝐧𝐭𝐞𝐫𝐚𝐜çã𝐨 𝐞𝐧𝐭𝐫𝐞 𝐝𝐮𝐚𝐬 𝐜𝐚𝐫𝐠𝐚𝐬 𝐞𝐥é𝐜𝐭𝐫𝐢𝐜𝐚𝐬

|𝐹1| = |𝐹2| =
1

4𝜋𝜀0

𝑞1𝑞2
𝑟2

Em qualquer volume V que contenha a carga será

න
𝑉

𝑑𝑖𝑣𝐸 𝑑𝑣 = න
𝑉

𝜌

𝜀0
𝑑𝑣 =

𝑞1
𝜀0

O fluxo através de uma esfera de raio r centrada na carga é:

ර
𝑆

𝐸. ො𝑛 𝑑𝑆 = 4𝜋𝑟2𝐸 𝑟

igualando as expressões à luz do teorema do fluxo-divergência:

𝐸 𝑟 =
1

4𝜋𝑟2
𝑞1
𝜀0

logo

𝐹2 = 𝑞2𝐸 =
1

4𝜋𝑟2
𝑞1𝑞2
𝜀0

𝒅𝒊𝒗𝑬 =
𝝆

𝜺𝟎

𝐸(𝑟)
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𝐢

|𝐹1| = |𝐹2| =
1

4𝜋𝜀0

𝑞1𝑞2
𝑟2

Conclusão:

A primeira das equações de Maxwell “contém” em sí a Lei de Coulomb.

Lei de Gauss:
Na verdade, a aplicação do teorema do fluxo-divergência à primeira equação
de Maxwell conduz a um resultado mais geral, aplicável a qualquer distribuição
de cargas (não apenas ao campo de uma carga pontual), que é a Lei de Gauss:

𝑓𝑙𝑢𝑥𝑜 𝑑𝑒 𝐸 ≡ ර
𝑆

𝐸. ො𝑛 𝑑𝑆 = න
𝑉

𝑑𝑖𝑣𝐸 𝑑𝑉 =
1

𝜀0
න
𝑉

𝜌𝑑𝑉 =
𝑞

𝜀0
ou seja, o fluxo do campo eléctrico através de qualquer superfície fechada é
igual à carga total existente no interior da superfície, a dividir por 𝜀0. 

Este resultado é extremamente útil quando podemos tirar partido da 

simetria da distribuição de cargas para calcular o fluxo do vector  𝑬.

Teorema do fluxo-divergência

Carl Friedrich Gauss
(1777 -1855)
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Exemplo de aplicação da lei de Gauss

➢ Campo eléctrico na vizinhança de um corpo linear carregado, infinito
(por “infinito” entenda-se “muito mais longo do que a distância r”)

Exemplo em que é necessário recorrer à lei de Coulomb

➢ Campo eléctrico na vizinhança de um corpo linear carregado, finito
(por “finito” entenda-se “de comprimento comparável à distância r”)

r

Ponto P
𝐸

….. …..

𝐸 =
𝜆

2𝜋𝜀0𝑟

𝐸𝑥 =
𝜆

4𝜋𝜀0𝑟
(

𝑟

𝑏2 + 𝑟2
−

𝑟

𝑎2 + 𝑟2
)

𝐸𝑧 =
𝜆

4𝜋𝜀0𝑟
(

𝑏

𝑏2 + 𝑟2
+

𝑎

𝑎2 + 𝑟2
)

Notar comportamento aos limites:

Se 𝑎 → ∞ e 𝑏 → ∞ , 𝐸𝑧 → 0 e 𝐸𝑧 →
𝜆

2𝜋𝜀0𝑟

(ou seja, caímos na solução anterior)  

r

Ponto P
𝐸

x = -a x = 0 x = b

z

x



Mestrado em Engenharia Civil / Licenciatura em Engenharia de Minas e Georecursos
Electromagnetismo e Óptica - 1º semestre de 2019/2020

Mestrado em Engenharia Civil / Licenciatura em Engenharia de Minas e Georecursos
Cadeira de Electromagnetismo e Óptica

Problema:
Qual o campo electrostático no interior de uma esfera oca, carregada uniformemente?

Ԧ𝑟 < 𝑅

Ԧ𝑟

𝑑𝑞 = 𝜎𝑅2𝑠𝑒𝑛𝜃𝑑𝜃𝑑𝜑
𝑑𝐸

Opção 1:
Calcular o campo elementar
devido a um elemento
infinitesimal da superfície, e 
em seguida integrar em
coordenadas esféricas sobre
toda a superfície

𝑑𝐸 =
1

4𝜋𝜀0

𝜎𝑅2𝑠𝑒𝑛𝜃𝑑𝜃𝑑𝜑

𝑑2
ො𝑢𝑟
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Problema:
Qual o campo electrostático no interior de uma esfera oca, carregada uniformemente?

Ԧ𝑟 < 𝑅

Opção 1:
Calcular o campo elementar
devido a um elemento
infinitesimal da superfície, e 
em seguida integrar em
coordenadas esféricas sobre
toda a superfície

Opção 2 (muito mais fácil):
Invocar a Lei de Gauss e 
concluir que o campo tem
que ser zero porque não há
carga no interior de uma
esfera de raio r ( e por 
simetria o campo tem que 
ter modulo uniforme sobre
essa esfera. 

q = 0

Ԧ𝑟
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Potencial electrostático

O campo electrostático criado por uma carga pontual é conservativo : veremos que existe uma função escalar 𝑉(Ԧ𝑟) a partir da 

qual podemos obter o campo através da aplicação do operador gradiente segundo 𝐸 = −𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑉. Designamos essa função por
potencial electrostático, e tendo em conta a lei de Coulomb  podemos concluir que, para uma carga pontual q, o potencial

electrostático num ponto P é dado por 𝑉 𝑃 = −
1

4𝜋𝜀0

𝑞

𝑟
+ 𝐾

onde r é a distância entre a carga e o ponto, e K é uma constante arbitrária. 
Podemos verificar que essa expressão representa o potencial aplicando-lhe o operador
grad em coordenadas esféricas com origem na carga q,   

𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑉 =
𝜕𝑉

𝜕𝑟
ො𝑢𝑟 +

1

𝑟

𝜕𝑉

𝜕𝜃
ො𝑢𝜃 +

1

𝑟 𝑠𝑒𝑛𝜃

𝜕𝑉

𝜕𝜑
ො𝑢𝜑

Tendo em conta que o potencial só depende de r, resulta

𝐸 𝑃 = −
𝑑𝑉

𝑑𝑟
ො𝑢𝑟 = +

1

4𝜋𝜀0

𝑞

𝑟2
ො𝑢𝑟

que é a Lei de Coulomb. 
Tendo em conta a linearidade do operador grad, podemos concluir também que 
para uma distribuição de N cargas é (fazendo K=0 para todas as cargas)

𝑉(𝑃) =
1

4𝜋𝜀0
σ𝑘=1
𝑁 𝑞𝑘

𝑟𝑘

e para uma distribuição continua de cargas é (também com K=0)

𝑉(𝑃) =
1

4𝜋𝜀0
𝑉׬

𝜌 𝑑𝑉

𝑟

Problema: mostrar que o rotacional de um campo conservativo é sempre um vector nulo.

𝑑𝑉

𝑉(𝑃)

q
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Potencial electrostático, trabalho realizado pelo campo e energia electrostática

Os cálculos envolvendo o potencial são por regra mais simples, por se tratar de uma grandeza escalar. A liberdade
de acrescentar uma constante aditiva – fixando desse modo o ponto em que o potencial é zero – pode também
revelar vantagens. Em particular,  o conceito de potencial é útil para considerações sobre trabalho e energia.
Tendo em conta que o campo electrostático foi definido como força por unidade de carga, é imediato concluir que 

uma carga q colocada num ponto onde existe um campo 𝐸 fica sujeita a uma força Ԧ𝐹𝐸 = 𝑞 𝐸. Se a carga tiver um 

deslocamento elementar 𝑑 Ԧ𝑟, o trabalho elementar feito pelo campo será 𝑑𝑊 = Ԧ𝐹𝐸 . 𝑑 Ԧ𝑟 = 𝑞 𝐸. 𝑑 Ԧ𝑟. Para um 

deslocamento finito do ponto P para o ponto Q, o trabalho feito pelo campo será

𝑊 = 𝑞න
𝑃

𝑄

𝐸. 𝑑 Ԧ𝑟

Usando agora a relação 𝐸 = −𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑉 entre o campo electrostático e o potencial electrostático, concluimos que

𝑊 = −𝑞න
𝑃

𝑄

𝑔𝑟𝑎𝑑𝑉. 𝑑 Ԧ𝑟 = −𝑞න
𝑃

𝑄

[
𝜕𝑉

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑉

𝜕𝑦
𝑑𝑦 +

𝜕𝑉

𝜕𝑧
𝑑𝑧] = −𝑞න

𝑃

𝑄

𝑑𝑉 = 𝑞[𝑉 𝑃 − 𝑉 𝑄 ]

Por outras palavras, podemos calcular o trabalho feito pelo campo usando apenas a carga e os valores inicial e 
final do potencial, sem nos preocuparmos com os pontos intermédios do  percurso (uma propriedade conhecida, 
e muito útil, dos campos conservativos).
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Potencial electrostático, trabalho realizado pelo campo e energia
electrostática (cont.)

Se existir um campo com potencial 𝑉(Ԧ𝑟), criado por uma dada distribuição de 
cargas, tal que 𝑉 ∞ = 0, e quisermos trazer uma carga adicional q desde o 
infinito (na prática, desde uma distância muito grande onde o campo é 
desprezável) até um ponto P onde existe um potencial V(P), o trabalho feito
pelo campo electrostático é 𝑊𝐸 = 𝑞𝑉(∞) − 𝑞𝑉(𝑃)= −𝑞𝑉 𝑃 . Para 

concretizar, vamos admitir que 𝑉 Ԧ𝑟 > 0 (interacção repulsiva. )
Se o trajecto for feito com velocidade constante, uma força exterior terá que 
realizar trabalho 𝑊𝑒𝑥𝑡 = +𝑞𝑉 𝑃 para que a energia cinética não varie.

Se em seguida retirarmos a força exterior e a carga ficar apenas sujeita ao
efeito do campo, ela vai afastar-se de novo para o infinito por efeito da 
interacção repulsiva. Agora, o campo vai realizar um trabalho 𝑊𝐸 = 𝑞𝑉 𝑃 .

Por outras palavras, quando trouxemos a carga q do infinito para o ponto P o 
campo ganhou a capacidade de realizar trabalho (ou seja, ganhou energia). 
Armazenámos no campo uma energia potencial electrostática dada por

𝑈𝑒 = 𝑞𝑉

(∞)

𝑞1

𝑞2 𝑞3

q

P

(∞)

𝑞1

𝑞2 𝑞3

q

P

𝑊𝐸 = −𝑞𝑉 𝑃

𝑊𝐸 = 𝑞𝑉 𝑃
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Potencial electrostático, trabalho realizado pelo campo e energia
electrostática (cont.)

Se existir uma única carga pontual 𝑞1, a energia electrostática será zero (não existe qualquer interacção). Se 
trouxermos uma segunda carga 𝑞2 para um ponto que fique à distância 𝑟12 da primeira, a energia electrostática será

𝑈𝑒 = 𝑞2𝑉 𝑟12 = 𝑞2
1

4𝜋𝜀0

𝑞1

𝑟12
. 

Se em seguida trouxermos uma terceira carga 𝑞3 para um ponto que fique distante 𝑟13 e 𝑟23 das outras duas, a 
energia electrostática do campo será

𝑈𝑒 =
1

4𝜋𝜀0
(
𝑞1𝑞2

𝑟12
+ 
𝑞1𝑞3

𝑟13
+ 
𝑞2𝑞3

𝑟23
). 

No caso geral, a energia electrostática de um sistema formado por N cargas pode ser calculada pela expressão

𝑈𝑒 =
1

8𝜋𝜀0
σ𝑖=1
𝑁 σ𝑗=1

𝑁 𝑞𝑖𝑞𝑗

𝑟𝑖𝑗
com 𝑖 ≠ 𝑗. 

O factor 8 (em vez de 4) impede que cada par seja contabilizado duas vezes. O trabalho realizado pelo campo 
electrostático pode sempre ser calculado como o simétrico da variação de 𝑼𝒆.
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Potencial electrostático, trabalho realizado pelo campo e energia
electrostática (cont.)

Problema:
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Potencial electrostático, trabalho realizado pelo campo e energia
electrostática (cont.)

Problema:
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Potencial electrostático, trabalho realizado pelo campo e energia electrostática (cont.)

Problema: Qual o potencial electrostático à distância r de um fio infinito carregado uniformemente com 
densidade linear de carga l? 
Seguindo a abordagem que resultou para o cálculo do campo, 
podemos calcular primeiro o potencial elementar devido ao
elemento de carga ldx situado na posição x:

𝑑𝑉 𝑃 =
1

4𝜋𝜀0

ldx
(𝑥2+𝑟2)1/2

. Esta expressão que pode ser integrada ao longo do fio para dar o potencial no ponto P. Comecemos por 

integrar entre –a e a, ou seja, para um fio finito, deixando para depois a passage ao limite 𝑎 → +∞.

Será 𝑉 𝑃 =
l

4𝜋𝜀0
𝑎−׬
𝑎 dx

(𝑥2+𝑟2)1/2
+ 𝐶, sendo C uma constante arbitrária. Fazendo a mudança de variável 𝜃 = 𝑡𝑔−1

𝑥

𝑟
será 𝑑𝑥 =

𝑟𝑠𝑒𝑐2𝜃𝑑𝜃 e (𝑥2 + 𝑟2)1/2= 𝑟 tg 𝜃 , logo 𝑉 𝑃 =
l

4𝜋𝜀0
׬
−𝑡𝑔−1

𝑎

𝑟

𝑡𝑔−1
𝑎

𝑟 𝑠𝑒𝑐𝜃𝑑𝜃 + 𝐶. Tendo em conta que 𝑃 𝑠𝑒𝑐𝜃 = ln |𝑠𝑒𝑐𝜃+tg𝜃|, que 

𝑠𝑒𝑐(𝑡𝑔−1
𝑎

𝑟
) =

(𝑎2+𝑟2)1/2

𝑟
, resulta

𝑉 𝑃 =
l

4𝜋𝜀0
𝑙𝑛

𝑎2+𝑟2
1
2

𝑟
+

𝑎

𝑟
− 𝑙𝑛

𝑎2+𝑟2
1
2

𝑟
−

𝑎

𝑟
+ 𝐶 =

l
4𝜋𝜀0

𝑙𝑛
𝑎2+𝑟2

1
2+𝑎

𝑎2+𝑟2
1
2−𝑎

+ 𝐶

Esta expressão permite calcular diferenças de potencial entre dois pontos, mas…
Problema extra: fazendo C = 0, qual o limite de V quando 𝑟 → ∞? Porquê? 

Qual o valor de C que faz com que V se anule a uma distância de referência r0, e qual o limite de V quando 𝑟 → ∞ nesse caso?
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Campo electrostático num material condutor

Definimos um condutor como sendo um material em que existem
partículas móveis portadoras de carga. Podem ser electrões livres 
num metal ou iões numa solução. Um material que não seja
condutor diz-se dieléctrico. 

No interior de um condutor o campo electrostático tem que ser 
nulo. Caso contrário, os portadores de carga nele existentes iriam
mover-se, quebrando a condição de equilíbrio que define a 
electrostática. Podemos também concluir que o potencial
electrostático tem que ser constante. Pelo mesmo motivo, na
superfície o campo eléctrico deve ser perpendicular  a ela.

Quando um corpo condutor está carregado electricamente, ou seja, 
a sua carga total é diferente de zero, as cargas distribuem-se à 
superfície. 

A distribuição de cargas será de molde a fazer com que o campo 
eléctrico em qualquer ponto do interior do condutor seja zero. 
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Campo electrostático num material condutor (cont.)

Num condutor esférico carregado que não esteja sujeito a um 
campo eléctrico exterior, por uma questão de simetria, a 
densidade superficial de carga correspondente ao equilíbrio será
uniforme. 

A situação altera-se se existir um campo exterior: agora, 
justamente para garantir que o campo total é nulo no interior da 
esfera, as cargas redistribuem-se para cancelar o efeito do campo 
total. Este fenómeno designa-se por influência electrostática.

q’

𝐸𝑒𝑥𝑡

𝐸𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = 0
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Campo electrostático num material condutor (cont.)

Num conductor não esférico, a densidade superficial de carga será
não uniforme, com as cargas mais concentradas nas zonas mais
pontiaguadas. Este fenómeno é por vezes designado por poder
das pontas: como o campo eléctrico na vizinhança do corpo é 
proporcional à densidade de carga, o campo é mais intenso junto 
às zonas pontiagudas e pode ionizar o meio envolvente, que passa
a conduzir corrente. Esta é a origem do Fogo de Santelmo.

Vi, claramente visto, o lume vivo
Que a marítima gente tem por santo,
Em tempo de tormenta e vento esquivo,
De tempestade escura e triste pranto.

L. Camões, Lusíadas, Canto V
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Problema: Use a lei de Gauss para calcular o campo eléctrico na
vizinhança de uma placa de material condutor com densidade
superficial de carga s (uniforme). Considere que a distância da 
placa ao ponto é muito menor que as dimensões da placa.

𝐸

𝜎
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Condensador
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Capacidade de um condensador

O condensador é um componente electrónico fundamental, que 
tem a capacidade de armazenar carga eléctrica. É formado por dois
condutores, designados por armaduras ou placas, e carrega-se um 
condensador colocando cargas de sinal contrário nesses condutores.

Isso pode ser feito por exemplo ligando cada condutor a um dos 
terminais de uma fonte de alimentação, que transfere cargas de 
uma armadura para a outra. Uma vez carregado o condensador, a 
distribuição das cargas origina um campo eléctrico entre as placas, 
e por conseguinte uma diferença de potencial ∆𝑉 entre elas.

Chamamos capacidade de um condensador à razão

𝑪 =
𝑸

|∆𝑽|
onde Q é o módulo da carga acumulada em qualquer das placas e 
|∆𝑽| é o modulo da diferença de potencial entre as placas. 
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Capacidade de um condensador (cont.)

A capacidade de um condensador de placas paralelas calcula-se 
facilmente usando a lei de Gauss, como se mostra na figura. 
Admitiremos que a distância d entre as placas é muito menor que as 
dimensões lineares das placas, pelo que podemos tratar estas como
sendo infinitas (fisicamente, isto significa que estamos a considerar
apenas os pontos afastados das extremidades da placa). 

No pequeno cilindro o fluxo do campo eléctrico é nulo na base da 
esquerda porque o campo é nulo no interior do conductor, e é nulo
na superfície lateral porque a geometria da figura apenas permite
que o campo seja tangencial a essa superfície. Na base da direita, o 
fluxo será ES, que é portanto o fluxo total através da superfície

cilíndrica. Representando por 𝜎 =
𝑄

𝐴
a densidade superficial de carga

nas placas, a carga no interior do cilíndro será 𝜎𝑆.

A lei de Gauss permite concluir que 𝐸𝑆 =
𝜎𝑆

𝜀0
, ou seja, 𝐸 =

𝜎

𝜀0
. 

Por outras palavras, o campo é uniforme (entre placa infinitas). 

v+ -

A

S

𝑬
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Capacidade de um condensador (cont.)

A condição 𝐸 = −𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑉 reduz-se nesta geometria a 𝐸𝑥 = −
𝑑𝑉

𝑑𝑥
, 

sendo o eixo Ox orientado como se mostra na figura. 
Essa relação pode ainda ser escrita, porque 𝐸𝑥 é constante, como

𝐸𝑥 =
|Δ𝑉|

𝑑
O que permite concluir que 

|Δ𝑉|

𝑑
=

𝜎

𝜀0
=

𝑄

𝐴𝜀0
, e que por conseguinte

𝐶 =
𝑄

|Δ𝑉|
= 𝜀0

𝐴

𝑑
relação que nos dá a capacidade de um condensador de placas
paralelas quando o espaço entre as placas está vazio.

Questão: o campo na vizinhança de uma placa infinita isolada tem 

intensidade 𝑬𝟏 𝒑𝒍𝒂𝒄𝒂 =
𝝈

𝟐𝜺𝟎
. Porque motivo desapareceu o factor 

𝟏

𝟐
entre as 

placas do condensador, se o cálculo acima considerou apenas a placa da 
esquerda?

v+ -

A

S

𝑬

x

d
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Problema

A figura representa um condensador formado por duas armaduras  cilindricas. O raio exterior do cilindro interior 

é a e o raio interior do cilindro exterior é b. O espaço entre as armaduras é vazio. Por unidade de comprimento, 

existe carga +λ no cilindro interior e carga –λ no cilindro exterior. 

a) Calcule o campo eléctrico num ponto entre as armaduras e longe das extremidades, 

em função da distância ao eixo.

b) Calcule o potencial num ponto entre as armaduras, em função da distância ao eixo.

c) Calcule a capacidade por unidade de comprimento.
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Capacidade de um condensador (cont.). Polarização de um

Se existir um material isolante, ou dieléctrico, entre as placas do condensador,
veremos que a expressão que nos dá a capacidade se altera.

Se bem que o material dieléctrico não tenha, por definição, portadores de carga
(electrões livres ou iões em solução), existem cargas elementares na estrutura atómica,
e o campo eléctrico entre as placas vai actuar sobre essas cargas distorcendo a sua
distribuição. Este fenómeno designa-se por polarização do dieléctrico.

Na ausência de um campo eléctrico aplicado, um átomo do dieléctrico tem simetria
(algumas moléculas são inerentemente asimétricas, como a molécula da água, mas
vamos ignorar esse tipo de substâncias).
Quando sujeitas a um campo externo, as cargas vão-se deslocar para novas posições de
equilíbrio, e o átomo fica equivalente a um dipolo eléctrico, distribuição de carga
formada por duas cargas pontuais e simétricas separadas por uma distância d.

Toda a informação sobre o dipolo pode ser encapsulada num vector Ԧ𝑝 = 𝑞 Ԧ𝑑, em que q

é o modulo das cargas e Ԧ𝑑 o vector posição da carga positiva em relação à carga

negativa. O vector Ԧ𝑝 designa-se por momento do dipolo.

Antes de avançarmos com o estudo do efeito da polarização do dieléctrico de um
condensador, temos que aprofundar o estudo do campo eléctrico criado por um
dipolo eléctrico.

dieléctrico.

−𝑞 +𝑞
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Capacidade de um condensador (cont.). Polarização de um dieléctrico

Usando a geometria da figura, podemos concluir failmente que o potencial eléctrico

num ponto P será, pelo Princípio da Sobreposição, dado por 𝑉(𝑃) =
1

4𝜋𝜀0

𝑞

𝑟1
−

𝑞

𝑟2
=

𝑞

4𝜋𝜀0

𝑟2−𝑟1

𝑟1𝑟2
.

Se se verificar a condição 𝑟 ≫ 𝑑, são válidas as aproximações 𝑟2 − 𝑟1 ≈ 𝑑 𝑐𝑜𝑠𝜃 e
𝑟1𝑟2 ≈ 𝑟2, logo

𝑉 =
1

4𝜋𝜀0

𝑞 𝑑 𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑟2
=

1

4𝜋𝜀0

Ԧ𝑝. ො𝑢𝑟
𝑟2

No interior de um dieléctrico, um campo eléctrico externo vai originar a formação de
dipolos à escala atómica ou molecular. Podemos dizer que qualquer elemento de

volume dv vai adquirir um momento dipolar 𝒅𝒑 = 𝑷𝒅𝒗, o que equivale a afirmar que

𝑷 é a densidade de polarização.

𝑑

2

𝑑

2

Ԧ𝑟

dV(r)

𝐸𝑒𝑥𝑡𝑃 𝑑𝑣

dieléctrico
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Capacidade de um condensador (cont.). Polarização de um dieléctrico

Podemos escrever para o potencial do campo criado por um elemento dv de dieléctrico
polarizado a seguinte expressão:

𝑑𝑉 =
1

4𝜋𝜀0

Ԧ𝑃. ො𝑢𝑟𝑑𝑣

𝑟2

e para obtermos a contribuição de todo o material temos que integrar no seu volume:

𝑉 =
1

4𝜋𝜀0
න

𝑉𝑜𝑙

Ԧ𝑃. ො𝑢𝑟𝑑𝑣

𝑟2

Tendo em conta que 𝑔𝑟𝑎𝑑
1

𝑟
=

1

𝑟2
ො𝑢𝑟 podemos reescrever a expressão na forma

𝑉 =
1

4𝜋𝜀0
න

𝑉𝑜𝑙

Ԧ𝑃. 𝑔𝑟𝑎𝑑
1

𝑟
𝑑𝑣 =

1

4𝜋𝜀0
න

𝑉𝑜𝑙

Ԧ𝑃. 𝑔𝑟𝑎𝑑
1

𝑟
𝑑𝑣 =

1

4𝜋𝜀0
න

𝑉𝑜𝑙

[𝑑𝑖𝑣
Ԧ𝑃

𝑟
+

−𝑑𝑖𝑣 Ԧ𝑃

𝑟
]𝑑𝑣

tendo-se usado um resultado geral da análise na segunda igualdade. 

Usando o teorema do fluxo-divergência para a primeira parcela, resulta

𝑽 =
𝟏

𝟒𝝅𝜺𝟎
ර
𝑺𝒖𝒑

(
𝑷. ෝ𝒏

𝒓
) 𝒅𝑺 +

𝟏

𝟒𝝅𝜺𝟎
න

𝑽𝒐𝒍

−𝒅𝒊𝒗𝑷

𝒓
𝒅𝒗

Ԧ𝑟

dV(r)

𝑃 𝑑𝑣
𝐸𝑒𝑥𝑡
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Capacidade de um condensador (cont.). Polarização de um dieléctrico

𝑉 =
1

4𝜋𝜀0
ර
𝑆𝑢𝑝

(
Ԧ𝑃. ො𝑛

𝑟
) 𝑑𝑆 +

1

4𝜋𝜀0
න

𝑉𝑜𝑙

−𝑑𝑖𝑣 Ԧ𝑃

𝑟
𝑑𝑣

Comparando com a expressão geral do potencial do campo criado por uma distribuição
continua de cargas, podemos concluir que o potencial do campo criado pela polarização do 
dieléctrico é igual ao que seria criado por duas distribuições (fictícias) de cargas, uma na
superfície e outra no volume:

𝑉 =
1

4𝜋𝜀0
𝑆𝑢𝑝ׯ

𝜎′

𝑟
𝑑𝑆 +

1

4𝜋𝜀0
𝑉𝑜𝑙׬

𝜌′

𝑟
𝑑𝑣 com 𝜎′ = 𝑃. ො𝑛 e      𝜌′ = −𝑑𝑖𝑣𝑃

Chamaremos densidade superficial de carga de polarização a 𝜎′ e densidade
volúmica de carga de polarização a 𝜌′. A figura permite entender a origem do conceito de 
densidade superficial de carga de polarização.  
Na vizinhança ou no interior de um dieléctrico, o campo eléctrico total será a soma do campo 
eléctrico devido às cargas reais com o campo criado pela polarização:

𝑉 =
1

4𝜋𝜀0
ර
𝑆𝑢𝑝

𝜎 + 𝜎′

𝑟
𝑑𝑆 +

1

4𝜋𝜀0
න

𝑉𝑜𝑙

𝜌 + 𝜌′

𝑟
𝑑𝑣

Para avançarmos, precisamos de saber calcular a densidade de polarização do 

dieléctrico, 𝑷. 

dS

s
dV

𝑽 =
𝟏

𝟒𝝅𝜺𝟎
ර
𝑺𝒖𝒑

𝝈

𝒓
𝒅𝑺 +

𝟏

𝟒𝝅𝜺𝟎
න

𝑽𝒐𝒍

𝝆

𝒓
𝒅𝒗

corpo carregado com cargas reais
(e não “cargas de polarização”):
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Capacidade de um condensador (cont.). Polarização de um dieléctrico

𝑉 =
1

4𝜋𝜀0
ර
𝑆𝑢𝑝

(
Ԧ𝑃. ො𝑛

𝑟
) 𝑑𝑆 +

1

4𝜋𝜀0
න

𝑉𝑜𝑙

−𝑑𝑖𝑣 Ԧ𝑃

𝑟
𝑑𝑣

Comparando com a expressão geral do potencial do campo criado por uma distribuição
continua de cargas, podemos concluir que o potencial do campo criado pela polarização do 
dieléctrico é igual ao que seria criado por duas distribuições (fictícias) de cargas, uma na
superfície e outra no volume:

𝑉 =
1

4𝜋𝜀0
𝑆𝑢𝑝ׯ

𝜎′

𝑟
𝑑𝑆 +

1

4𝜋𝜀0
𝑉𝑜𝑙׬

𝜌′

𝑟
𝑑𝑣 com 𝜎′ = 𝑃. ො𝑛 e      𝜌′ = −𝑑𝑖𝑣𝑃

Chamaremos densidade superficial de carga de polarização a 𝜎′ e densidade volúmica
de carga de polarização a 𝜌′. A figura permite entender a origem do conceito de densidade
superficial de carga de polarização.  
Na vizinhança ou no interior de um dieléctrico, o campo eléctrico total será a soma do campo 
eléctrico devido às cargas reais com o campo criado pela polarização:

𝑉 =
1

4𝜋𝜀0
ර
𝑆𝑢𝑝

𝜎 + 𝜎′

𝑟
𝑑𝑆 +

1

4𝜋𝜀0
න

𝑉𝑜𝑙

𝜌 + 𝜌′

𝑟
𝑑𝑣

Para avançarmos, precisamos de saber calcular a densidade de polarização do 

dieléctrico, 𝑃. Vamos considerar apenas dieléctricos lineares, que são aqueles em que a 

polarização é proporcional ao campo eléctrico. Será nesse caso 𝑷 = 𝜺𝟎 𝝌𝑬, sendo 𝝌 (ki) 
uma constante característica do material que designaremos por susceptibilidade eléctrica.
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Capacidade de um condensador (cont.). Polarização de um dieléctrico

Designaremos por permitividade eléctrica a grandeza definida por 
𝜀 = 𝜀0(1 + 𝜒)

e por vector deslocamento eléctrico a grandeza definida por

𝐷 = 𝜀0𝐸 + 𝑃

Para um meio linear, será válida a igualdade 𝐷 = 𝜀𝐸, e se o meio for homogéneo será ainda

𝑑𝑖𝑣𝐷 = 𝜀0𝑑𝑖𝑣𝐸 + 𝑑𝑖𝑣𝑃 = 𝜌 + 𝜌′ − 𝜌′ = 𝜌
A igualdade anterior mostra a utilidade do vector deslocamento eléctrico: a sua divergência é 

sensível apenas às cargas reais, e não é afectada pela cargas de polarização. Esta propriedade
permite-nos reformular o Teorema de Gauss de forma a poder ser usado no interior dos 
dieléctricos sem nos preocuparmos com a polarização:

Teorema de Gauss para os dieléctricos:

𝑆ׯ 𝐷. ො𝑛𝑑𝑆 = 𝑄

ou seja, o fluxo do deslocamento eléctrico através de uma superfície fechada é igual à 
totalidade de carga real existente no interior da superfície.
Ainda em relação à permitividade eléctrica, é por vezes útil trabalhar com a permitividade
eléctrica relativa 𝜺𝒓, definida por

𝜺𝒓=
𝜺

𝜺𝒐
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Capacidade de um condensador (cont.). Polarização de um dieléctrico

A seguinte tabela mostra alguns valores de  𝜺𝒓.

𝒎𝒂𝒕𝒆𝒓𝒊𝒂𝒍 𝜺𝒓

Problema: 
compare a capacidade de um  condensador que 
tem uma folha de mica entre as armaduras com 
a capacidade que teria sem o dieléctrico. Calcule
os valores se 𝑨 = 𝟏𝟎−𝟐𝒎𝟐 e 𝒅 = 𝟓𝒙𝟏𝟎−𝟒𝒎.
ε0 = 8.85×10−12 Fm−1



Mestrado em Engenharia Civil / Licenciatura em Engenharia de Minas e Georecursos
Electromagnetismo e Óptica - 1º semestre de 2019/2020

Energia electrostática armazenada num condensador

Vamos considerar que num dado instante t o condensador da figura está parcialmente
carregado, com carga ±q(t) nas suas placas. Se a sua capacidade for C, ele terá entre as 

suas placas uma diferença de potencial ∆𝑉 𝑡 =
1

𝐶
𝑞(𝑡). Se no intervalo de tempo dt

for transferida a carga adicional dq>0 da placa negative para a placa positiva, o 
trabalho realizado pela bateria será 𝑑𝑊𝑏 = 𝑑𝑞∆𝑉 (simétrico do trabalho realizado pelo

campo).  Combinando as duas expressões, verifica-se que 𝑑𝑊𝑏 =
1

𝐶
𝑞 𝑑𝑞. Se o 

condensador estiver inicialmente descarregado e no fim ficar com carga Q, o trabalho
total realizado pela bateria será

𝑊𝑏 = න
0

𝑄 1

𝐶
𝑞 𝑑𝑞 =

1

2

𝑄2

𝐶
Pela conservação da energia, esta quantidade de energia fica armazenada no campo 
electrostático, que como sabemos está confinado ao espaço entre as placas. 
A energia electrostática armazenada é portanto

𝑼𝒆 =
1

2

𝑄2

𝐶
=
1

2
𝐶𝑉2

onde se representou por V a diferença de potencial final entre as placas e se usou de 
novo a relação 𝑄 = 𝐶𝑉.

Exercício: mostrar que a densidade de energia electrostática é 𝒖𝒆 =
𝟏

𝟐
𝜺𝑬𝟐 =

𝟏

𝟐
𝑬𝑫


