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FICHA 5 - SOLUCOES
AULA PRATICA
1. a) lim, o sen% nao existe (Sug. considerar x,, = %, e Yy = ﬁ)
limg_,+o0 Sen = = lim, o+ sen(y) = 0 (tomando y = 1/z).
b) lim, ,ox sen% = 0 (principio das fung¢oes enquadradas).
limg 400 2 Sen 1 = lim, g+ = =1 (tomando y = 1/z).
2. a) +00, —00, 0, 0; b) +o0, +00, 1, 1.

3. a)—1; b)1/2; c)O0 (fungdes enquadradas); d) +oo.; €)1/2; f£)1; g)0; h)
1, 1) o0.
4. Se existirem f(07) e f(07), entao f(07)+ f(07) = 1.

Se existir, lim,_,o f(z) = %

. a) ﬁ é dada pela composicao de duas fungoes continuas nos seus dominios - a fungao
y—1//y, em R\ {0}, e 2 — 22+ 1 em R - logo é continua no seu domfnio, D = R
(j& que 22 + 1 # 0).

%%7_1 é também dada pela composicao de duas fung¢oes continuas nos seus dominios,

logo ¢ continua no seu dominio que ¢ R\ {1}. Logo, ﬁ + \/gé—il ¢ continua em
: , —

R\ {1}.
b) sen <cos v1-— TZ) é dada por composicoes de fungoes continuas nos seus dominios,

logo é continua no seu domfnio D = {z € R : 1 — 2% >0} = [-1,1];

2
—1 . . . ~ . - ‘
c) % é dada pelo quociente de duas fungoes continuas nos seus dominios, logo sera
2
; oo ‘ -1
continua no seu dominio que é R\ {—1,1}. (Nota: % =l,sex<—-1Vx>1,e
2
-1
%=—1,58—1<$<1.)

6. g é continua necessariamente em a € R tal que sen(a) =1 < a = § + 2k7, com k € 7Z.
7. a) Como f é continua em 1, temos f(1) = f(17) = f(17) = K = 3.
b) f é continua em R\ {—1} (justificar).

¢) A partir dos contradominios de arcsen e sen temos f(R) = [— , %] .

B

d) limg,_o f(x) = 0; limy— 40, na0 existe (justificar).

8. g é prolongével por continuidade ao ponto —1 se existir lim,_, 1 g(z) € R. Temos

lim, 1 g(z) = limy_, ;o arctgy = TeR logo g ¢é prolongével por continuidade a —1,

2
com G(—1) = g Temos CDg = G(R) = g(R\ {-1}) U{G(-1)} = arctg(RT) U{5} =
10,31
9. a) limg 400 f(z) =3, limy,_ o f(x) = —00.
b) Temos lim, ,o- f(x) =k e lim,_,o+ f(x) = 3cos(m) = —3. Logo f é prolongével por
continuidade a 0 se k = —3.
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10.

c) F(R) = f(RT)US(RT) U{F(0)} = ]—o00,1JU]=3,3[U{-3} = ]—oc,3[.
Em ]—o00,0: F = f é dada por uma parabola —(3 + x)(z + 1), com zeros em —3 e
—1, de concavidade para baixo, logo max,r- F(z) = F(—2) = 1. Logo, usando a)
e F' ser continua, F(R™) =] — o0, 1].
Em 0, +o0[: como o contradominio de 175 em R* ¢]0, 7|, temos f(RT) = 3cos(]0, 7]) =
-3, 3[.

Se z, € [0,1] é tal que g(z,) = % para todo n, entdo lim g(2,) = 0. Como 0 < z,, < 1,
temos limz,, = ¢ € [0, 1], e g é continua em ¢, logo limg(z,) = g(limxz,) = g(c) =0. e
portanto g(c) = 0.

11. Em a = 0: usar a definicao de continuidade ou o principio das fungoes enquadradas
para estabelecer a existéncia de limite nesse ponto.
Em a # 0: usar sucessoes ou limites relativos aos conjuntos Q e R\ Q.
SUPLEMENTARES
1. limg_q f(x) = f(a) se dado € > 0 qualquer, existe 6 > 0 (que depende em geral de ¢)
tal que |z —a| < 0= |f(z) — f(a)] <e.
Para f(z) =4z — 1: dados a € Re e > 0, temos |f(z) — f(a)| = 4|z — a|, logo fazendo
0 < &/4 temos o pretendido.
Para g(z) = 22+1: dadosa € Re e > 0, temos |f(z)— f(a)| = [2?—a?| = |z+al|z—a| <
(|z| + |a|)|z — a|. Escolhendo 6 < 1 tal que § < ﬁ temos o pretendido (porque
a
|z] + |a| < 2]a] 4+ 1).
2. a) 11mm_>07 +oo:dado R >0, se d = /1/R temos |z| < § = l% > R.
b) limy—4oce™® =1: dado € > 0, para R = —In(e), temos z > R= e | = e % < ¢.
c) lim, , o ¢/ = —oc: dado R > 0, para < —R3 temos ¢z < —R.
3.a)4; b)1l; ¢ 1; d)—3 (note que x® +8 = (z+2)(z2—2x+4)); ¢)1; f) -1
4. a)0,1; b)+00,0; c)e e t; d) —oo0,0; e)—o0, +oo; f)0,0.
5. a) 400, 0,1, 1; b) +oo, 00,1, 1; c¢) oo, +0,1,1; d) 400, 400, 0, 0;
6.a)0,1,1; b)0, ¥ %2 ¢)0,1, —1; d) 0, +00, —cc.
7. a) li =1, limy 100 5% = 0 (principio das fungoes enquadradas).
b) lim, o :Ucos = =0, lim, 4o T cos l = +00.
8. a) limg_o m = 1/2, uma vez que limy_,o ln(y+1) =1.
(z—D+In(z) _ _
b) limg ) = =141 =2,
c) lim, g+ cos \} nao existe (sucessoes)
d) limg_,o [2%(1 — cos 1)] = 0 (fun¢es enquadradas).
e) limy—sioo :U(ew —1) = limy_,o+ yy L =1 (tomando y = 1/x).
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10.

11.

12.

13.

14.

£) lim, o+ = \f = lim,_,o+ senm\/_ = 0.

(z—1)° 1 . (z-1)° —-1 1
e — (&
g) limg 4y -7 limg 1 -5 @-12 = +00.
sen(cotgxr) _
h) lim > —eos — = L
tgdr _ s sen 5z 5 _ 1.5 _ 10 : senx __ 1.
1) limg 0 rarcosr limg o 5x cosbrarcosx 1 5 T’ uma vez que limg x L

j) limg_s4o0 e~V sen (ii\\s/ﬁ%) = 0 (enquadramento).

a) v/ é continua em [0, 400, ﬁ é continua no seu dominio R\ {—1,0} porque é

uma fungao racional = quociente de duas fungoes polinomiais. Logo /x — é

continua em D = [0, +oo[N(R \ {—1,0}) =]0, +o0[;

b) ¥/tg2x — cotg2zx é dada pela composicao de fungoes continuas nos seus dominios
logo é continua no seu dominio, ou seja em D = {x € R : 20 # 5 + kn A 2w # kr :
keZ} =R\{k§ : k€ Z};

¢) VInz é dada pela composigao de duas fung¢oes continuas nos seus dominios, logo é
continua no seu dominio D ={x € R :  >0AInz > 0} =]1,+o0].

1
24

a) Para a > 0: ¢ é continua em a uma vez que (numa vizinhanga de a )é dada pela
funcao 1 + e!'=%, que é continua — composicao de funcoes continuas.
Para a < 0: ¢ é continua em @ uma vez que (numa vizinhanga de a) é dada pela
funcdo arctg 1, que ¢ continua (em R\ {0}) por ser dada pela composicio de funcoes
continuas nos seus dominios.

b) Como ¢(07) =1+e# 5 = ¢(07). ¢ nao é continua em 0. Mas ¢(07) = ¢(0), logo
© é continua a direita em O.

¢) limysioo () = limy s 400 1+ €% =1,

limy s oo p(x) = limy—, o arctg% =0.

d) p(R) = (] — 00,0[) U ([0, +oc[) = |0, —Z[ U]L, 1 + €] (justifique).

f é prolongével por continuidade ao ponto 1 se existir lim,_,; f(z) € R, ou seja, se

f(1T) = f(17) € R. Temos f(17)=1/ke f(1T) = 1/2 Logo, k = 2. Se F é prolonga-

mento por continuidade de f, entdo F(z) = f(z) para z # 1 e F(1) = lim,_,1 f(z) = 3.

a) f e g sao continuas no seu domfnio R", por serem dadas por composigao de fungoes
continuas.

b) limg oo f(2) = +00;  limy 400 g(x) =0.

¢) lim,_,0 f(z) = —o0, nao existe em R, logo f nao é prolongavel por continuidade a 0.
lim, 0 g(z) = 0 € R (limites enquadrados), logo g é prolongavel por continuidade a
0.

d) CDy =R (justifique).

a) A fungao ¢ é dada pela composicao de fungoes continuas nos seus dominios (escreva-
as). Logo ¢ é continua em R\ {0}.
A funcao v é dada pela diferenca de duas fungoes que sdo continuas nos seus dominios
por serem compostas de fungoes continuas (quais sao?). Logo, 1 é continua em

R\ {0}.
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b)

c)

lim, 0 ¢(z) = 0 € R. Logo, ¢ é prolongavel por continuidade a 0.

lim, 0 % (x) nao existe. Logo, ¥ nao é prolongavel por continuidade ao ponto 0.
p(z) > 0, uma vez que a fungao exponencial é sempre positiva. Por outro lado,
—w% < 0, logo como a fungao exponencial é crescente, temos e_ac% < % = 1. Conclui-
se que 0 < p(x) < 1, para qualquer z € R e ¢ ¢ limitada.

Para : coswl, é limitada. Fixo a > 0, a fungao xsen% é limitada em |0, a], j& que
xe sen% sao limitadas, e é limitada em [a, +oo[ (use a continuidade nesse intervalo
e o facto de existir limite real em +00). Logo, a:sen% ¢ limitada em RT e, como é
par, é limitada no seu dominio. Sendo a soma de duas fun¢oes limitadas uma fungao
limitada, obtém-se o resultado pretendido.

CD; = f(R) = {0} U Q". A fun¢éo nao é majorada, e é minorada (por 0, por
exemplo).
limg,—s oo f(2) = limg 000 =0 e limy_, 4 f(2) nao existe.

Se a <0: limg_q f(z) = 0 (note que tem que estudar separadamente os casos a > 0
e a = 0. Neste iltimo caso estude lim,_,o- f(x) e lim,_,o+ f(z).
Para a > 0: nao existe limite (argumente usando sucessoes).



