Aula de Hoje: Tracado do grafico duma funcao
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Monotonia e Taxa de Variacao

x R
> f é constante sse V f(x) = 1Y) =0
TFY r—1Yy
a’;‘ R
> f é estritamente crescente sse V f(x) = 1Y) > ()
TFY r—Y
x R
» f é estritamente decrescente sse V fl@) = 1Y) <0
TFY r—1y
x)— fla
Como f’'(a) = lim f(w) = fla)
r—a xr —a /
» Se f é estritamente crescente entao f'(a) =0 |
> Se f é estritamente decrescente entao f'(a) <0
/

Exemplo. f(x) = x? é estritamente crescente;
f'(x) = 32* = 0 com f'(0) = 0.
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Monotonia e Sinal da Derivada

Teorema

Dada f diferencidvel em |a,b| e continua em a e em b,

> =0 em
> />0 em

> /<0 em

Demonstracao.

Ja, b]
la, b]
la, b]

= f é constante em |a, b|.
= f é estritamente crescente em |[a, b].

= f é estritamente decrescente em |a, b].

Dado |z, y]| € |a, b], existe c € |z, y| tal que
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Maximos e Minimos Locais
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f(z) =23 —3x. f'(x) = 32° — 3 tem zeros x = +1

Exemplo.
—1 1
ff1+] 0 | —1] 0 |+
f |/ | max | \, | min |

|

A

Nota: f é crescente em |—o0, —1] e em
|1, + 00| mas nao na uniao.

Definicao

e
Y

> Dizemos que a é um ponto de méaximo local de f se f(a)
for o valor méaximo de f nalguma vizinhanca Vs(a).

> Dizemos que a é um ponto de minimo local de f se f(a) for
o valor minimo de f nalguma vizinhanca Vj(a).



Monotonia Concavidade Assimptotas
oooe 00000 0000

Pontos em que a Derivada se Anula

Definicao

Dizemos que um ponto a € Dy é um ponto critico se f'(a) = 0.

» Teorema de Fermat: Se ¢ é um maximo ou minimo local
entao a é um ponto critico.

> a = 0 é um ponto critico de f(x) = 23 que nao é nem
maximo local nem minimo local pois f é estritamente
crescente.
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Concavidade

Definicao
Uma funcao f diferencidvel num intervalo I diz-se

> convexa em I se o seu grafico estiver por cima das suas
retas tangentes em I:

f(z) = f(a) + f(a)(z —a) (a,z€l)

> concava em [ se o seu grafico estiver por baixo das suas
retas tangentes em I:

f(z) = f(a) + f(a)(z —a) (a,z€l)

A A
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Concavidade e Segunda Derivada

Teorema

Seja f: Dy — R uma funcao duas vezes diferencidvel num
intervalo aberto I < Dy.

1. Se f” > 0em I, entdo f tem a concavidade voltada para
cima em /.

2. Se " <0 em I, entao f tem a concavidade voltada para
baixo em 1.

Demonstracao. Se f” >0 em I, entdo ' é crescente em 1.
Seja x < a. Pelo T. Lagrange existe c € |z, a| tal que:

TR _ ey < f(a)

Como z < a: f(x)— f(a)> f'(a)(x —a)
f(@) > f(a) + f'(a)(z —a)




Crescente:

Decrescente:

/
\_

Cf)nc ava:

I
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Exemplo

f(z) = 32" — 4a°.

Concavidade
(e]Jele] Je)

> f(x) = 122° — 122 = 122°%(z — 1) anula-se em 0, 1;

> f(x) = 3622 — 24z anula-seem x =0 e x = gé = %
0 2/3 1
f! _ 0 — — — 0 +
1 + 0 — 0 + + +
fl N\, U N N N VU | min. | U

Assimptotas
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Pontos de Inflexao

2/3 1

Y

Defini¢ao (Ponto de inflexao)

Dizemos que f: Dy — R tem um ponto de inflexao num ponto
c € Dy se existirem dois intervalos nao vazios |a, c| e |c, b| tais
que f é convexa num dos intervalos e concava no outro.



Monotonia Concavidade Assimptotas
0000 00000 @000

Comportamento quando x — +0

Definicao. Dizemos que a recta y = mx + b é assimptota a
direita ao grafico de f se

lim (f(z)— (mx +b)) =0

Tr— +00

v
~—

flx) —(mx+0b) = f(x) —mx —b
> lim (f(z) —max—b) =0 < lim (f(z)—mz) ="

x——+00 T—+00
: B . flz)—mx—-b
B e
Cf@-ma-b _f@) b
x x x
b
» lim — =0 logo m = Ilim @

T—+00 I T—=>+0 T
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Exemplos

flz) =z + (1))
) =

> lim f(x) =400 e lim f(x)=—w

r—0t rz—0—

A funcao tem uma assimptota vertical em x = 0

T 1
> limMZ lim 1+—5=1
r—+0 I T—> 100 X
Portanto se a assimptota a direita existir, m =1
> — = lim 1/z =
im (f(z) —mx) im Jr =0

Tr——+00

portanto y = x é assimptota a direita.

> y = x € também assimptota a esquerda
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Exemplo (Continuagao)

fle) =z + (1/z)

Concavidade
O0000

2
> fl(x)=1-— % _ 2 w; ! anula-se em xr = +1
> (x) = 2/:1:'3 tem o mesmo sinal de z°
1 0 1
f! + 0 — | x| = 0 +
[ - — [x] + + -
fl / nmax. | \(f N | * |\, U |min. | ~ U

Assimptotas
(o]e] Je)
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Exemplo

> —o0 nao € ponto de acumulagao de Dy = |0, +o0]:

f nao tem assimptotas a esquerda.

» m = lim VT lim =+ =0
rx—+oo T z—>+o0 VT

>» b= lim (\f— O) = +00: f nao tem assimptotas.

Tr——+00



