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Aula Anterior

f
1paq “ lim

xÑa

fpxq ´ fpaq
x ´ a

Exemplo. fpxq “ 1{x

f
1paq “ lim

xÑa

1
x ´ 1

a

x ´ a
“ lim

xÑa

a´x
xa

x ´ a
“ lim

xÑa

´
´ 1

xa

¯
“ ´ 1

a2
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Regras de Derivação

§ Linearidade:
`
a fpxq ` b gpxq

˘1 “ a f
1pxq ` b g

1pxq

§ Produto:
`
fpxqgpxq

˘1 “ f
1pxqgpxq ` fpxqg1pxq

§ Quociente:

´
fpxq
gpxq

¯1
“ f

1pxqgpxq ´ fpxqg1pxq
gpxq2

§ Inversa: pf´1q1pxq “ 1

f 1`f´1pxq
˘

§ Composta: pf ˝ gq1pxq “ f
1`
gpxq

˘
g

1pxq
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Derivada do Quociente

§ 1

gpxq “ h
`
gpxq

˘
com hpyq “ 1

y

h
1pyq “ ´ 1

y2
logo

´
1

gpxq
¯1

“ ´ 1

gpxq2 g
1pxq

§ fpxq
gpxq “ fpxq 1

gpxq

´
fpxq
gpxq

¯1
“ f

1pxq 1

gpxq ` fpxq
´

´ g
1pxq

gpxq2
¯

“ f
1pxqgpxq ´ fpxqg1pxq

gpxq2
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Exemplo de Derivada da Função Inversa

§ A função fpxq “ x
3 ` x ` 1 é estritamente crescente e

portanto injectiva.

§ Queremos calcular pf´1q1p3q.
§ pf´1q1p3q “ 1

f 1`f´1p3q
˘ “ 1

f 1p1q
§ f

´1p3q “ 1 porque fp1q “ 3.

§ f
1pxq “ 3x

2 ` 1 logo f
1p1q “ 4.

§ pf´1q1p3q “ 1

f 1p1q “ 1

4



Regras de Derivação Teoremas fundamentais Funções de classe C1 Traçado do gráfico Primitivas

Teorema de Fermat

a c b

f

Teorema (Fermat)

Dada f : ra, bs Ñ R, se
§ fpcq “ max f ou fpcq “ min f

§ c P sa, br, e
§ f for diferenciável em c,

então: f
1pcq “ 0.

Demonstração. Assumimos que fpcq “ max f .

f
1
epcq “ lim

xÑc´

fpxq ´ fpcq
x ´ c

p§0q
p†0q f

1
dpcq “ lim

xÑc`

fpxq ´ fpcq
x ´ c

p§0q
p°0q

f
1
epcq “ f

1
dpcq logo f

1pcq “ 0.
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Teorema de Fermat

a c b

f

Teorema (Fermat)

Dada f : ra, bs Ñ R, se
§ fpcq “ max f ou fpcq “ min f

§ c P sa, br, e
§ f for diferenciável em c,

então: f
1pcq “ 0.

Demonstração. Assumimos que fpcq “ max f .

f
1
epcq “ lim

xÑc´

fpxq ´ fpcq
x ´ c

• 0 f
1
dpcq “ lim

xÑc`

fpxq ´ fpcq
x ´ c

§ 0

f
1
epcq “ f

1
dpcq logo f

1pcq “ 0.
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Exemplos

Exemplo. fpxq “ x
2
em r´1, 2s.

f
1pxq “ 2x.

§ min f “ fp0q e 0 P s´1, 2r.
Tal como esperado f

1p0q “ 0.

§ max f “ fp2q mas 2 R s´1, 2r.
De facto f

1p2q “ 4 ‰ 0.

Exemplo. fpxq “ |x| em r´2, 1s.
f

1pxq nunca se anula.

§ min f “ fp0q.
f não é diferenciável em 0.

§ max f “ fp´2q “ 2. f
1p´2q “ ´1.
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Teorema de Rolle

a c b

f

Teorema (Rolle)

Se f : ra, bs Ñ R
§ for diferenciável em sa, br ,
§ for cont́ınua em ra, bs, e
§ fpaq “ fpbq,

então existe um c P sa, br tal que
f

1pcq “ 0.

Demonstração.

§ T. de Weierstrass: existem max f e min f

§ Ou max f ou min f é atingido num ponto c P sa, br
§ T. Fermat: f

1pcq “ 0.
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Consequências do Teorema de Rolle

Seja f uma função diferenciável num intervalo I.

§ Entre dois zeros de f existe pelo menos um zero de f
1
.

Demonstração. Se a, b P I são zeros de f então

fpaq “ fpbq “ 0 logo f
1pcq “ 0 com a † c † b.

§ Se f tem n zeros então f
1
tem pelo menos n ´ 1 zeros.

§ Se f
1
tem n zeros então f tem no máximo n ` 1 zeros.

Demonstração. Se f tivesse n ` 2 zeros, f
1
teria pelo

menos n ` 1 zeros.
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Teorema de Lagrange

a c b

f

g
Teorema (Lagrange)

Se f : ra, bs Ñ R
§ for diferenciável em sa, br ,
§ e for cont́ınua em ra, bs,

então existe um c P sa, br tal que
f

1pcq “ fpbq ´ fpaq
b ´ a

.

Demonstração.

§ fpaq ´ gpaq “ fpbq ´ gpbq “ 0

§ T. Rolle: existe um c P sa, br tal que f
1pcq ´ g

1pcq “ 0.

§ f
1pcq “ g

1pcq “ fpbq ´ fpaq
b ´ a
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Será a Derivada f 1pxq uma Função Cont́ınua?

fpxq “

$
&

%
x
2
sen

´
1

x2

¯
, x ‰ 0;

0, x “ 0.

f
1p0q “ lim

xÑ0

fpxq ´ fp0q
x ´ 0

“ lim
xÑ0

x
2
senp1{x2q

x

“ lim
xÑ0

x senp1{x2q “ 0

Será f
1
cont́ınua na origem?

Não! O limite lim
xÑ0

f
1pxq não existe.

Definição

Uma função f diz-se de classe C
1
em sa, br se for diferenciável

em sa, br e a função derivada f
1
for cont́ınua em sa, br.
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&
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x
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sen

´
1

x2

¯
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1p0q “ lim

xÑ0
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“ lim
xÑ0

x
2
senp1{x2q

x

“ lim
xÑ0

x senp1{x2q “ 0

Será f
1
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Funções de classe C1

Derivada à Esquerda

Seja a P Df . Se f for:

§ diferenciável em sy, ar
(para algum y † a)

§ cont́ınua em a, e

§ lim
xÑa´

f
1pxq “ m P R,

então f
1
epaq “ m.

Derivada à Direita

Seja a P Df . Se f for:

§ diferenciável em sa, yr
(para algum y ° a)

§ cont́ınua em a, e

§ lim
xÑa`

f
1pxq “ m P R,

então f
1
dpaq “ m.

Demonstração. f
1
epaq “ lim

xÑa´

fpxq ´ fpaq
x ´ a

“ m

§ T. Lagrange: existe cx P sx, ar tal que fpxq ´ fpaq
x ´ a

“ f
1pcxq

§ y “ cx: lim
xÑa´

cx “ a logo lim
xÑa´

f
1pcxq “ lim

yÑa´
f

1pyq “ m.
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Exemplos

fpxq “
#

1
x ` 1

x2 , se x • 1;

x
4 ` 1, se x † 1.

§ f é cont́ınua em x “ 1: lim
xÑ1`

fpxq “ lim
xÑ1´

fpxq “ fp1q “ 2.

§ f
1pxq “

#
´ 1

x2 ´ 2
x3 , se x ° 1;

4x
3
, se x † 1.

§ lim
xÑ1`

f
1pxq “ ´3 “ f

1
dp1q e lim

xÑ1´
f

1pxq “ 4 “ f
1
ep1q

§ f
1
dp1q ‰ f

1
ep1q logo f não é diferenciável em x “ 1.
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Exemplos

fpxq “
#
x ` 1, se x • 1;

x, se x † 1.

§ f
1pxq “

#
1, se x ° 1;

1, se x † 1.

§ lim
xÑ1`

f
1pxq “ lim

xÑ1´
f

1pxq “ 1.

§ Mas f não é diferenciável em x “ 1 porque não é cont́ınua.


