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Aula de Hoje: Regras de Derivacao. Teoremas
Fundamentais
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Aula Anterior

r—a r — Qa

Exemplo. f(x)=1/x

1 1 a—x

1_1 a—z 1 1
f'(a) = lim 2—% = lim —%2— = lim (——) S

r—a I — Q r—a L — Q r—a
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Regras de Derivacao

> Linearidade: (a f(z) + bg(x))/ =a f'(x) +bg ()

> Produto:  (f(z)g(x))" = f'(z)g(z) + f(z)g (z)

o (f@)N  f)g(x) — f(x)g'(2)
> QQuociente: (@) -

» Inversa:  (f~1)(z) =

> Composta: (fog)(z) = f'(9(x))d ()
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Derivada do Quociente

1
> o(2) = h(g(z)) com h( )=§
(y) = —— 0go Ly '(x
W= T (i) =@
@) o1
o) 5w
F@)N oy 1 g'(x)
(@) = fa)——= + ($)<_ 2)
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Exemplo de Derivada da Funcao Inversa

» A funcao f(z) = 23 + 2 + 1 é estritamente crescente e
portanto injectiva.

» Queremos calcular (f~1)(3).
1 1
> —1y/ 3) = _
SR (16
» f~1(3) = 1 porque f(1) = 3.
> f'(x) = 3z* 4+ 1 logo f'(1) = 4.
1 1
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Teorema de Fermat

Teorema (Fermat)
Dada f: [a,b] — R, se
> f(c) = max f ou f(c) = min f

> c€ |a,bl, e

5 > f for diferencidvel em c,
. entao: f'(c) = 0.

Demonstracao. Assumimos que f(c¢) = max f.

() = lim f(x) = f(c) (<o)

Jm e <o Jale) = I
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Teorema de Fermat

Teorema (Fermat)
Dada f: [a,b] — R, se
> f(c) = max f ou f(c) = min f

> c€ |a,b|, e

5 > f for diferencidvel em c,
. entao: f'(c) = 0.

Demonstracao. Assumimos que f(c¢) = max f.

fe(e) = lim @) = 1o =0 fi(c) = lim <0

r—c— xr — C r—ct r — C
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Teorema de Fermat

Teorema (Fermat)
Dada f: [a,b] — R, se
> f(c) = max f ou f(c) = min f

> c€ |a,bl, e

5 > f for diferencidvel em c,
. entao: f'(c) = 0.

Demonstracao. Assumimos que f(c¢) = max f.

flz) — f(c)

> 0 fi(c) = lim <0
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Exemplos

Exemplo. f(z) = 2% em [-1,2].
f'(x) = 2x.
» min f = f(0) e 0 |—1,2[.
Tal como esperado f/(0) = 0.
» max f = f(2) mas 2 ¢ |—1,2].
\ De facto f'(2) =4 # 0.

Exemplo. f(x) = |z| em [—2,1].
f'(x) nunca se anula.

> min f = f(0).

f nao é diferenciavel em 0.

> max f = f(—2) = 2. f'(—2) = —1.

\J
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Teorema de Rolle

Teorema (Rolle)
Se f:|a,b] > R

» for diferencidvel em |a,b|,

> for continua em |a,b], e

> fla) = f(b),

entao existe um c € |a, b| tal que

a ¢ b (¢) = 0.

Demonstracao.
> T. de Welerstrass: existem max f e min f
> Ou max f ou min f é atingido num ponto c € |a, b|
» T. Fermat: f'(c) = 0.
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Consequeéencias do Teorema de Rolle

Seja f uma funcao diferenciavel num intervalo I.

» Entre dois zeros de f existe pelo menos um zero de f”.

Demonstracao. Se a,b e I sao zeros de f entao
f(a) = f(b) =01logo f'(¢c) =0coma<c<b.

> Se f tem n zeros entao f’ tem pelo menos n — 1 zeros.
> Se f’ tem n zeros entao f tem no maximo n + 1 zeros.

Demonstracao. Se f tivesse n + 2 zeros, f’ teria pelo
menos n + 1 zeros.

Primitivas
000000000
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Teorema de Lagrange

Teorema (Lagrange)

Se f:]a,b] = R

> for diferenciavel em |a, b,

5 5 5 > e for continua em |a, b],
/ entao existe um c € |a, b| tal que
| | | f(6) — f(a)

b—a

A ; ;
/ a C b j fi(c) =

Demonstracao.
> f(a) —g(a) = f(b) —g(b) =0
» T. Rolle: existe um c € |a, b| tal que f'(c) — ¢'(c) = 0.

> fi(e) = g/(e) = 1O =S
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Serd a Derivada f'(x) uma Funcao Continua?
A
X 7 (12 !
) F(z) = 4 x sen(ﬁ), x # 0;
0, x = 0.

\

x—0 x—0
r? sen(1/x?)

AV YA . 0) — Tim f(x)— f(0)
\/\/”"“”*“WV\/ f(0) =1

= lim
x—0 X

— lim zsen(1/2%) = 0
x—0

Serd f’ continua na origem?
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Serd a Derivada f'(x) uma Funcao Continua?
A
( 5 1
() = + T sen(?), x # 0;

0, x = 0.

\

x—0 x—0
— lim r? sen(1/x?)
x—0 X

= lirr(l)xsen(l/x2) =0

ww"nvnvnvﬂvﬂvf\\//\\//\\ _ (0) = lim f(x) — f(0)
</

Serd f’ continua na origem?
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Serd a Derivada f'(x) uma Funcao Continua?

(

5 1
x sen(—Q), x # 0;
x

A (\ [\ F@) = 10, r = 0.

x—0 x—0
2 2
U U — lim 2 sen(1/z*)

x—0 X
— lim zsen(1/2%) = 0
x—0

Serd f’ continua na origem? Nao! O limite liH(l) f'(x) nao existe.
r—>

Definicao

Uma funcao f diz-se de classe C! em ]a, b[ se for diferencidvel
em |a, b| e a funcao derivada f’ for continua em |a, b|.
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Funcoes de classe C'!

Derivada a Esquerda Derivada a Direita
Seja a € Dy. Se f for: Seja a € D¢. Se f for:
> diferencidvel em |y, a| > diferenciavel em |a, y|
(para algum y < a) (para algum y > a)
> continua em a, € > continua em a, e
> lim f'(z) =meR, > lim f'(x) = meR,
T—a~ T—a
entao fl(a) = m. entao fi(a) = m.
Demonstracao. fi(a) = lim flw) = fla) =m
r—a~ r — Q
» T. Lagrange: existe ¢, € |z, al tal que flz) = fla) = f'(cg)
r—a

>y =cz: lim ¢ =alogo lim f'(c;) = lim f'(y) =m.
r—a~ r—a~ y—a~
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Exemplos

1 1 .
ﬂ@{w+ﬁ’%x>L

z*+1, sex<l.

> f écontinuaem x =1: lim f(x) = lim f(x)= f(1) = 2.

r—1t x—1—
1 2
, )= — 55, sex > 1
» ) = {4x3, se v < 1.
 lim f(@) = =3 = fi(1) e lim f'(x) =4 = fi(1)
r—1 r—1—

> fd( ) # fi(1) logo f nao é diferenciavel em = = 1.
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Exemplos

r+1, sex>=1;

f(z) =

X, se x < 1.

1, sex > 1;
> ICE': Y ’
@) 1, sexz < 1.

> lim f(z) = lim f'(z)=1.

r—1T x—1—

Tracado do grafico
0000000
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» Mas f nao é diferenciavel em x = 1 porque nao é continua.



