Aula de Hoje: Derivadas
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Taxa de Variacao Média

Definicao

/ :\ A taxa de variacao média de f em
la, b] é o quociente

/ Af ) = f(a)
/o | Ao b—a

Exemplo. Se f(t) representa a posicao duma particula em
funcao do tempo, Af/At é a velocidade média da particula
entre t =a et =0>.
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Derivada

A derivada é a taxa de variagao instantanea, df/dx
Definicao

Seja a € Dy um ponto de acumulacao de Dy. Dizemos que [ €
diferencidvel em a se existir em R o limite
d - Ax) —

Y _ ) — i @ 1@ _ L flat &)~ fla)

dx r—a T —a Az—0 Ax

Chamamos a este limite derivada de f em a. f diz-se
diferencidvel se for diferenciavel em todos os pontos.

Exemplo. f(x) = 2% a=2

2 _22
£/(2) = lim — — lim(z +2) =4

x—2 1 — 2 r—2
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Interpretacao Geométrica

| i B - s
AT TN
/ ixemplo. f(z) = ma + b
/ i : A—i —m logo f'(a)=nm.
Definicao

Se f é diferenciavel em a, chamamos recta tangente ao grafico

de f em (a, f(a)) & recta de declive f’(a):
y=fla) + f'(a) (z —a)
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Diferenciavel implica Continua

Teorema

Se f é diferenciavel em a, entao f é continua em a.
Se f nao é continua em a, entao f nao é diferenciavel em a.

Demonstracao.
lim (f(z) — f(a)) = lim

logo lim f(z) = f(a)

V 0;
! Exemplo. f(x) = {a: e =T

r+1 sex=>=0.

7>—> f'(z) =1 para x # 0 mas f'(0) nao existe.

(@ —a) = f'(a)-0=0
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Funcoes Continuas Nao Diferenciaveis

mas nao é diferenciavel em z = 0, pois

lim = lim —= = — =+
/ =0 x—0 z—0 /g2 07

Exemplo. f(x) = |x| é continua mas nao é diferenciavel na

| % Exemplo. A funcao f(x) = /x é continua,

\J
5
|

w
-
[
pd

origem:
fim LSOm0
W rxr—0— €r — O r—0— €T
— im LSO 20
r—0+ €r — O r—0+ €T
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Derivadas Laterais

» Derwada a direita:

flz) — f(a)

) .
fala) = xlff# T —a
> Derivada a esquerda:

r—a~ r — Qa

Teorema

Seja a um ponto de acumulagao de D¢ n |—00, al e de
D¢ N |a,+o[. Entao f'(a) existe sse as derivadas laterais f}(a)
e fl(a) existirem e forem iguais, e nesse caso:

f'(a) = fala) = fi(a).
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Derivada do Produto

Ag I
’(fg’(a/)zli]fnf< )g9(x) — fla)g(a)

) T—a Tr—a
f(a)g(a) é a area dum rectangulo
g(a)
> flz) = fla) +Af
> g(z) = g(a) + Ag

v




«O> <> «=)»

«=)»
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Derivada de Funcoes Inversas

X

o= )

Fazendo a mudanca de varidvel x = f~1(y):

“1V/(BY — Tim fy)— 1) -
(f )(b)_@lwb y—b —xjf_l(b) f(x)—b
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Derivada de Funcoes Inversas

Ax
a _________________________
? z
= 0
Fazendo a mudanca de varidvel x = f~1(y):
“y)— — 1

y—b y—b e=a f(z) = fla)  f(a)
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Derivada de Funcoes Inversas

Teorema

Seja f: I — R continua e injetiva num intervalo I, e b€ Dy-1.
> Se f é diferencidvel em f~1(b), e
> f/(f71(b)) # 0, entao:

f=1 ¢ diferencidvel em b e

() () = ——

f(f=(b))
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Exemplo: Raizes

Exemplo. Derivada de f~'(y) = 2/y, em que f(z) = z".
»r =3y & y=a" (ex=0sen épar)
> f(x) =nz™ L fl(2)=0 < x=0.
> f~! tem derivada infinita em y = f(0) = 0.

ys0: (e Lo L o1
Yy . \/g o (xn)/ - pen—1l n(w)n—l

> ({L/?)n—l _ y(n—l)/n _ yl—(l/n)
> (yl/n)/ _ %y(l/n)—l
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Derivada da Composicao de Funcoes

Teorema (A regra da cadeia)

Dadas f, g, e um ponto a de acumulacao de D .
» Se g é diferenciavel em a, e
> f é diferenciavel em g(a),

entao f o g é diferenciavel em a com derivada

(fo9)(a) = f'(9(a) g'(a)

Exemplo. h(z) = (vz +1)° = f(g(x)) com f(u) =u’ e
u=g(xr) =+ + 1

/ _ /I __ 1
Fla) = 5(E + A+ 1) = 5(VE+ 1)
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Demonstracao da Regra da Cadeia

flg(x)) = fg(a))  g(z)—gla) flg(z)) — f(g9(a))

T —a T —a g(x) —g(a)
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Demonstracao da Regra da Cadeia
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Demonstracao da Regra da Cadeia
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