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Taxa de Variação Média

a b

f

Definição

A taxa de variação média de f em

ra, bs é o quociente

�f

�x
“ fpbq ´ fpaq

b ´ a
.

Exemplo. Se fptq representa a posição duma part́ıcula em

função do tempo, �f{�t é a velocidade média da part́ıcula

entre t “ a e t “ b.
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Derivada

A derivada é a taxa de variação instantânea, df{dx
Definição

Seja a P Df um ponto de acumulação de Df . Dizemos que f é

diferenciável em a se existir em R o limite

df

dx
“ f

1paq “ lim
xÑa

fpxq ´ fpaq
x ´ a

“ lim
�xÑ0

fpa ` �xq ´ fpaq
�x

Chamamos a este limite derivada de f em a. f diz-se

diferenciável se for diferenciável em todos os pontos.

Exemplo. fpxq “ x
2
, a “ 2

f
1p2q “ lim

xÑ2

x
2 ´ 2

2

x ´ 2
“ lim

xÑ2
px ` 2q “ 4
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Interpretação Geométrica

a x

lim
xÑa

fpxq ´ fpaq
x ´ a

“ f
1paq

Exemplo. fpxq “ mx ` b

�f

�x
“ m logo f

1paq “ m.

Definição

Se f é diferenciável em a, chamamos recta tangente ao gráfico

de f em
`
a, fpaq

˘
à recta de declive f

1paq:

y “ fpaq ` f
1paq px ´ aq
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Interpretação Geométrica

a

lim
xÑa

fpxq ´ fpaq
x ´ a

“ f
1paq

Exemplo. fpxq “ mx ` b

�f

�x
“ m logo f

1paq “ m.

Definição

Se f é diferenciável em a, chamamos recta tangente ao gráfico

de f em
`
a, fpaq

˘
à recta de declive f

1paq:

y “ fpaq ` f
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Diferenciável implica Cont́ınua

Teorema

Se f é diferenciável em a, então f é cont́ınua em a.

Se f não é cont́ınua em a, então f não é diferenciável em a.

Demonstração.

lim
xÑa

`
fpxq ´ fpaq

˘
“ lim

xÑa

fpxq ´ fpaq
x ´ a

px ´ aq “ f
1paq ¨ 0 “ 0

logo lim
xÑa

fpxq “ fpaq

-
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�
�
�

�
�
�

c
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Exemplo. fpxq “
#
x se x † 0;

x ` 1 se x • 0.

f
1pxq “ 1 para x ‰ 0 mas f

1p0q não existe.
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Funções Cont́ınuas Não Diferenciáveis

3?x Exemplo. A função fpxq “ 3
?
x é cont́ınua,

mas não é diferenciável em x “ 0, pois

lim
xÑ0

3
?
x ´ 3

?
0

x ´ 0
“ lim

xÑ0

1

3
?
x2

“ 1

0` “ `8

Exemplo. fpxq “ |x| é cont́ınua mas não é diferenciável na

origem:

-

6

�
�
�

@
@

@ lim
xÑ0´

fpxq ´ fp0q
x ´ 0

“ lim
xÑ0´

´x ´ 0

x
“ ´1 e

lim
xÑ0`

fpxq ´ fp0q
x ´ 0

“ lim
xÑ0`

x ´ 0

x
“ 1
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Derivadas Laterais

§ Derivada à direita:

f
1
dpaq “ lim

xÑa`

fpxq ´ fpaq
x ´ a

§ Derivada à esquerda:

f
1
epaq “ lim

xÑa´

fpxq ´ fpaq
x ´ a

Teorema

Seja a um ponto de acumulação de Df X s´8, ar e de

Df X sa,`8r. Então f
1paq existe sse as derivadas laterais f

1
dpaq

e f
1
epaq existirem e forem iguais, e nesse caso:

f
1paq “ f

1
dpaq “ f

1
epaq .
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Derivada do Produto

gpaq

fpaq �f

�g
§ pfgq1paq “ lim

xÑa

fpxqgpxq ´ fpaqgpaq
x ´ a

§ fpaqgpaq é a área dum rectângulo

§ fpxq “ fpaq ` �f

§ gpxq “ gpaq ` �g

fpxqgpxq ´ fpaqfpaq “ fpaq�g ` �f gpaq ` �f �g

fpxqgpxq ´ fpaqfpaq
x ´ a

“ fpaq�g

�x
` �f

�x
gpaq ` �f

�x
�g

pfgq1paq “ fpaqg1paq ` f
1paqgpaq ` 0
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Derivada de Funções Inversas

x

y

m “ �y
�x

y

x

m “ �x
�y

Fazendo a mudança de variável x “ f
´1pyq:

pf´1q1pbq “ lim
yÑb

f
´1pyq ´ f

´1pbq
y ´ b

“ lim
xÑf´1pbq

x ´ f
´1pbq

fpxq ´ b
“ 1

f 1paq
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Derivada de Funções Inversas

x

y

f

a “ f
´1pbq

fpaq “ b

y

x

f
´1

a

b

Fazendo a mudança de variável x “ f
´1pyq:

pf´1q1pbq “ lim
yÑb

f
´1pyq ´ f

´1pbq
y ´ b

“ lim
xÑf´1pbq

x ´ f
´1pbq

fpxq ´ b

“ 1

f 1paq
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Derivada de Funções Inversas

x

y

f

a “ f
´1pbq

fpaq “ b

y

x

f
´1

a

b

Fazendo a mudança de variável x “ f
´1pyq:

pf´1q1pbq “ lim
yÑb

f
´1pyq ´ f

´1pbq
y ´ b

“ lim
xÑa

x ´ a

fpxq ´ fpaq “ 1

f 1paq
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Derivada de Funções Inversas

Teorema

Seja f : I Ñ R cont́ınua e injetiva num intervalo I, e b P Df´1 .

§ Se f é diferenciável em f
´1pbq, e

§ f
1`
f

´1pbq
˘

‰ 0, então:

f
´1

é diferenciável em b e

`
f

´1
˘1 pbq “ 1

f 1`f´1pbq
˘
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Exemplo: Ráızes

Exemplo. Derivada de f
´1pyq “ n

?
y, em que fpxq “ x

n
.

§ x “ n
?
y ô y “ x

n
(e x • 0 se n é par)

§ f
1pxq “ nx

n´1
. f

1pxq “ 0 ô x “ 0.

§ f
´1

tem derivada infinita em y “ fp0q “ 0.

§ y ‰ 0 : p n
?
y q1 “ 1

pxnq1 “ 1

nxn´1
“ 1

np n
?
y qn´1

§ p n
?
y qn´1 “ y

pn´1q{n “ y
1´p1{nq

§ py1{nq1 “ 1
ny

p1{nq´1
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Derivada da Composição de Funções

Teorema (A regra da cadeia)

Dadas f , g, e um ponto a de acumulação de Df˝g
§ Se g é diferenciável em a, e

§ f é diferenciável em gpaq,
então f ˝ g é diferenciável em a com derivada

pf ˝ gq1paq “ f
1`
gpaq

˘
g

1paq

Exemplo. hpxq “ p?
x ` 1q5 “ f

`
gpxq

˘
com fpuq “ u

5
e

u “ gpxq “ ?
x ` 1:

f
1pxq “ 5p?

x ` 1q4p?
x ` 1q1 “ 5p?

x ` 1q4 1

2
?
x
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Demonstração da Regra da Cadeia

f
`
gpxq

˘
´ f

`
gpaq

˘

x ´ a
“ gpxq ´ gpaq

x ´ a

f
`
gpxq

˘
´ f

`
gpaq

˘

gpxq ´ gpaq

T pyq “ f
`
y

˘
´ f

`
gpaq

˘

y ´ gpaq

rT pyq “

$
’&

’%

f
`
y

˘
´ f

`
gpaq

˘

y ´ gpaq se y ‰ gpaq;

f
1`
gpaq

˘
se y “ gpaq
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Demonstração da Regra da Cadeia
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$
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f
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`
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Demonstração da Regra da Cadeia

f
`
gpxq

˘
´ f

`
gpaq

˘

x ´ a
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x ´ a
T

`
gpxq

˘

T pyq “ f
`
y

˘
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`
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$
’&
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f
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Demonstração da Regra da Cadeia

f
`
gpxq

˘
´ f

`
gpaq

˘

x ´ a
“ gpxq ´ gpaq

x ´ a

rT
`
gpxq

˘

Ñ g
1paqf 1`

gpaq
˘

T pyq “ f
`
y

˘
´ f

`
gpaq

˘

y ´ gpaq
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$
’&

’%

f
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Demonstração da Regra da Cadeia

f
`
gpxq

˘
´ f

`
gpaq

˘

x ´ a
“ gpxq ´ gpaq

x ´ a

rT
`
gpxq

˘
Ñ g

1paqf 1`
gpaq

˘

T pyq “ f
`
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˘
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`
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˘
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$
’&

’%

f
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`
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