Aula de Hoje: Funcoes Continuas em Intervalos
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Sucessoes Mondtonas Limitadas

Uma sucessao (x,) mondtona e limitada converge.

Exemplo. A representacao de nuimeros reais por dizimas
infinitas corresponde uma sucessao mondtona limitada. Se

ro =3, xr1 =3,1, xo =3,14, x3 = 3,141, x4 = 3,1415,

entao limx,, = 3,1415... = .
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O Teorema de Bolzano

Teorema (Bolzano)

Seja f uma fungao continua em |a, b| tal que f(a)f(b) < 0.
Entao existe um ponto c € |a, b| tal que f(c) = 0.

A

Demonstragao. Caso f(a) <0 < f(b).
Definimos intervalos

f‘ E [a07b0] = [alabl] = [&2,[)2] O - -- tals que
. > bn — anp = b2—_na
as/| > flan) <0< f(bn)
/b3 c=limbn=liman+limb2_—na = lim a,,.

g hmf(bn) — hmf(an) — f(c)
> lim f(a,) <0 < lim f(by,)

) > f(c) <0< f(c) logo f(c) = 0.
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Contradominio

Corolario. Se f é continua em |a, b| entao f toma todos os
valores entre f(a) e f(b).

Demonstracao. Assumindo que f(a) < f(b):
> Se f(a) <y < f(b) entao f(a) —y <0< f(b) —yv.
> A funcao g(x) = f(x) —y é continua e g(a) < 0 < g(b).
» T. Bolzano: existe c € |a, b| tal que g(c) = 0.

> g(c) =0 < f(c) =y.

Se f é continua num intervalo I entao f (I ) ¢ um intervalo.

Ideia da Demonstragao. Se f(a), f(b) € f(I), entao
| f(a), f(b)| = I pois f toma todos os valores entre f(a) e f(b).
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Contradominio 11

Teorema

Se f é continua em |a, b, entao f toma todos os valores entre
fla™) e f(b7).

Demonstracao. Assumindo que f(a™) < f(b7):

> Se lim f(x) <y < lim f(x) entao existe § > 0 tal que

r—a™T x—b~

reVs(a)= f(x) <y e xe€Vib) = f(z)>y.
> Em particular existem ag, by tais que f(a1) <y < f(b1).

> f toma todos os valores entre f(a1) e f(b1) logo existe ¢
entre a1 e by tal que f(c) =y
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Exemplo: Dominio das Raizes

Seja f a restricao de 2% a [0, +ool.

> f toma todos os valores entre f(0) =0 e xl_i)lzrrloo f(z) =+

> D% =0, +oo].
) =
> Df—l = f = |0, +o0].

O mesmo argumento mostra que o dominio de {/z é [0, +0|
para n par e R para n impar.
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Funcoes Continuas e Injectivas

A

Uma funcao continua e injectiva num intervalo
I é estritamente mondtona em 1.

Exemplo. A funcao f(x) = 1/x é continua e
. injectiva mas nao é monotona.

Demonstracao. Primeiro observamos o seguinte:
» Dados 4 pontos 1 < x9 < x3 < I4,
ou f(x1) < flzz) < flxz) < f(xa),
ou f(z1) > f(x2) > f(x3) > f(za).
Escolhemos 2 pontos de teste a,b e I com a < b.

> Se f(a) < f(b) entao f é crescente em I: para quaisquer
x,y € I com x < y, aplicando a observacao aos 4 pontos
a,b, x,y vemos que f(x) < f(y).

> De igual modo, se f(a) > f(b) entao f é decrescente em I.
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Continuidade da Funcao Inversa

Teorema

> Se f é continua e injetiva, e
> Dy = I é um intervalo,

Entao f~! é também continua.

Demonstracao.
> f é injectiva e continua em I, logo é mondtona.
> f é mondtona logo f~! é mondtona.
> D]ﬁ_l = D¢ = I é um intervalo,

> logo f~! é continua.
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Exemplo

Consideremos a funcao f de dominio

Df = ]—O0,0[ U [1, -I-OO[

1
definida por
T, se v < 0;
T p
/(@) r—1, sex>=1.
. f ¢é continua e injectiva, D} = Ds1 =R

mas

_ Y, se y < 0;

— fHy) =

y+1, sey=0.

nao ¢ continua.
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Valores Maximo e de Minimo duma Funcao

\ > c€ D} diz-se o valor méximo de f se:

maxa f oo V f(z)<c
:BEDf

Escrevemos ¢ = max f

> c€E D} diz-se o valor minimo de f se

>
vop () = c

Escrevemos ¢ = min f

. > Dado um conjunto A < Dy,
min 4 f

max 4 f = max f|4 e ming f = min f|4.

Teorema (Weierstrass)

Se f é continua num intervalo fechado |a, b] entao f tem
maximo e minimo em |a, b].
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Provamos Primeiro um Resultado Auxiliar

Lema. Uma funcao f continua num intervalo fechado |a, b| é
limitada nesse intervalo.

Demonstracao. Assumimos que f nao ¢é limitada e chegamos a
uma contradicao. Definimos intervalos
[ao, bo] o [a1,b1] D [az,b2] > --- tais que:

> f nao é limitada em nenhum intervalo |ay, b, ]

> by, —an, = (b—a)/2"

Mas se ¢ = lim b,, = lim a,,,
> f é limitada numa vizinhanca Vj(c)
> c€ |an,by] logo b, —a, < = |an,b,] < Vs(c)

> f nao é limitada em |a,, b,]: contradicao!
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Demonstracao do Teorema de Weierstrass

Teorema (Weierstrass)

Se f é continua num intervalo fechado |a, b] entao f tem
maximo e minimo em |a, b].

Demonstracao.
> D', = f([a,b]) é um intervalo.
> f é limitada: D’ tem extremos c¢,d € R (c < d).

1
» Sed ¢ D', entao g(x) = é continua, logo limitada.
/ d— f(x)
Mas D, é um intervalo com extremos ﬁ e +o0 o que é

absurdo.

> Assim D = [c,d] e temos d = max f e ¢ = min f.



