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Continuidade

Definição

Uma função f diz-se cont́ınua num ponto a P Df se

@
"°0

D
�°0

|x ´ a| † � ñ |fpxq ´ fpaq| † "

f diz-se cont́ınua se for cont́ınua em todos os pontos a P Df .

§ f é cont́ınua num ponto de acumulação a de Df , se e só se

lim
xÑa

fpxq “ fpaq.
§ Se a é um ponto isolado, f é sempre cont́ınua em a: para �

pequeno, |x ´ a| † � ñ x “ a.
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Descontinuidades

Dois casos em que f é descont́ınua em a:

a

Asśımptota vertical: pelo menos um dos limites
laterais em a é igual a ´8 ou `8

a

Salto: os limites laterais em a existem em R
mas são diferentes



Funções cont́ınuas Limites e composição O Teorema de Bolzano Teorema de Weierstrass

Descontinuidades II

Uma função pode não ser cont́ınua mesmo
quando o gráfico não apresenta
descontinuidades

a

rf Se a R Df , f não é cont́ınua em a. Se existir
lim
xÑa

fpxq “ c, chamamos prolongamento por

continuidade de f ao ponto a à função

rfpxq “
#
fpxq x P Df

c x “ a

Exemplo. rfpxq “ 1 é o prolongamento por continuidade de
fpxq “ x{x ao ponto a “ 0.
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Exemplos de funções cont́ınuas

Teorema

Se f e g são cont́ınuas, então f ˘ g, f ¨ g e f{g são também
cont́ınuas.

Demonstração. Por exemplo, para a soma temos:

lim
xÑa

`
fpxq ` gpxq

˘
“ lim

xÑa
fpxq ` lim

xÑa
gpxq “ fpaq ` gpaq

Exemplo. As seguintes funções são cont́ınuas:

§ Os polinómios.

§ As funções racionais (quocientes de polinómios).
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Funções Monótonas

Teorema

§ Se f é uma função monótona em sentido lato, e

§ o contradomı́nio D
1
f é um intervalo,

então f é cont́ınua.

Demonstração. Assumimos que f é crescente. Seja " ° 0.

a

fpaq

D1
f

x1 x2

fpx1q

fpx2q
§ Existe fpx1q P sfpaq ´ ", fpaqs;
§ Existe fpx2q P rfpaq, fpaq ` "r;
§ Se x1 † x † x2 então

fpx1q § fpxq § fpx2q;
§ x P sx1, x2r ñ fpxq P V"

`
fpaq

˘

Escolhendo � ° 0 tal que V�paq Ä sx1, x2r temos
x P V�paq ñ fpxq P V"

`
fpaq

˘
.



Funções cont́ınuas Limites e composição O Teorema de Bolzano Teorema de Weierstrass

Exemplos

fpxq “ n
?
x é cont́ınua: é crescente e é a inversa de f

´1pxq “ x
n:

D
1
f “ Df´1 “ R para n ı́mpar e r0,`8r para n par.

gpxq “ 1{x é cont́ınua,
mas não é monótona,
e D

1
g “ Rzt0u não é um intervalo.

-

6

�
�

�
�

b
r

hpxq “
#
x ` 1 x • 0

x x † 0

é crescente mas
não é cont́ınua.
D

1
h “ s´8, 0rYr1,`8r.

kpxq “
#
senp1{xq x ‰ 0

0 x “ 0

não é cont́ınua pois
lim
xÑ0

kpxq não existe.

k não é monótona.
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Continuidade lateral

ra, cs “ ra, bs Y rb, cs
Lema da Colagem

Se f é cont́ınua em ra, bs e em rb, cs então é cont́ınua em ra, cs.

Demonstração. Só temos de verificar no ponto x “ b.

§ f é cont́ınua em ra, bs logo lim
xÑb´

fpxq “ fpbq.
§ f é cont́ınua em rb, cs logo lim

xÑb`
fpxq “ fpbq.

§ lim
xÑb´

fpxq “ fpbq “ lim
xÑb`

fpxq logo f é cont́ınua em b.

Exemplo. A função de Heaviside Hpxq “
#
0 se x † 0

1 se x • 0

é cont́ınua em s´8, 0r e em r0,`8r mas não em R.
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Continuidade do seno e do coseno

Teorema. O seno e o cosseno são funções cont́ınuas.

cos ✓

✓

✓ “ 1
2Área

Demonstração.
§ O coseno é cont́ınuo

§ em r2k⇡, p2k ` 1q⇡s, pois é
decrescente e D

1 “ r´1, 1s;
§ em rp2k ´ 1q⇡, 2k⇡s, pois é

crescente e D
1 “ r´1, 1s;

§ Basta aplicar o lema da
colagem.

0 ⇡´4⇡ ´3⇡ ´2⇡ ´⇡ 2⇡ 3⇡ 4⇡ 5⇡

A demonstração para o seno é completamente análoga.



Funções cont́ınuas Limites e composição O Teorema de Bolzano Teorema de Weierstrass

Limites e Composição

Teorema

§ Se lim
xÑa

gpxq “ b P R, e
§ fpyq for cont́ınua em b, então

lim
xÑa

f
`
gpxq

˘
“ f

`
lim
xÑa

gpxq
˘

“ fpbq

Demonstração. Dado " ° 0

§ f cont́ınua em b logo: D
r°0

x P Vrpbq ñ fpxq P V"pfpbqq
§ lim

xÑa
gpxq “ b logo: D

�°0
x P ˝

V�paq ñ gpxq P Vrpbq

b b b˝
V�paq

-
g b r bVrpbq

-
f b r bV"

`
fpbq

˘

-
f ˝ gD ˝

V�paq ?
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Consequências

Exemplo. lim
xÑ0

cos
´
⇡
senx

x

¯
“ cos

´
lim
xÑ0

⇡
senx

x

¯
“ cos⇡ “ ´1

Teorema (Continuidade à Heine)

Se xn Ñ b e f é cont́ınua em b, lim fpxnq “ fplimxnq “ fpbq.

Teorema (Continuidade da composição)

Se f e g são cont́ınuas então f ˝ g é cont́ınua.

Demonstração. lim
xÑa

f
`
gpxq

˘
“ f

`
lim
xÑa

gpxq
˘

“ f
`
gpaq

˘
.

Exemplo. senpx2 ` 1q é cont́ınua pois é a composição de
fpyq “ sen y com o polinómio y “ gpxq “ x

2 ` 1.
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Mudança de Variável

Para calcular lim
xÑa

f
`
gpxq

˘
tomamos y “ gpxq

Teorema

Seja a um ponto de acumulação de Df˝g tal que

§ lim
xÑa

gpxq “ b, lim
yÑb

fpyq “ c, e

§ gpxq ‰ b para x ‰ a.

Então: lim
xÑa

f
`
gpxq

˘
“ lim

yÑb
fpyq “ c

Demonstração (para a P R). Seja f̃pyq “
#
fpyq se y ‰ b

c se y “ b

lim
xÑa

f
`
gpxq

˘
“ lim

xÑa
f̃

`
gpxq

˘
“ f̃

`
lim
xÑa

gpxq
˘

“ f̃pbq “ c
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Exemplos com a Função de Heaviside

Função de Heaviside: Hpxq “
#
1 se x • 0

0 se x † 0

Exemplo. O seno é cont́ınuo. Será que

lim
xÑ0

sen
`
⇡Hpxq

˘ ?“ sen
´
lim
xÑ0

⇡Hpxq
¯

Não!

lim
xÑ0

⇡Hpxq não existe, mas lim
xÑ0

sen
`
⇡Hpxq

˘
“ lim

xÑ0
0 “ 0.

Exemplo. Fazendo a substituição y “ x
2, será que obtemos

lim
xÑ0

Hpx2q ?“ lim
yÑ0

Hpyq Não!

lim
yÑ0

Hpyq não existe, mas lim
xÑ0

Hpx2q “ lim
xÑ0

1 “ 1.
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Exemplo de Mudança de Variável

lim
xÑ1

senpx2 ´ 1q
x ´ 1

“ lim
xÑ1

senpx2 ´ 1q
x2 ´ 1

x
2 ´ 1

x ´ 1

“ lim
xÑ1

senpx2 ´ 1q
x2 ´ 1

px ` 1q

“ lim
xÑ1

senpx2 ´ 1q
x2 ´ 1

lim
xÑ1

px ` 1q

(y “ x
2 ´ 1: se x Ñ 1 então y Ñ 0)

“ lim
yÑ0

sen y

y
lim
xÑ1

px ` 1q “ 2


