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Continuidade

Definicao

Uma funcao f diz-se continua num ponto a € Dy se

Y, 3 1z—al <0 = |f(z) - fla)] <e

J diz-se continua se for continua em todos os pontos a € Dy.

> f € continua num ponto de acumulacao a de Dy, se e s6 se
lim f(x) = f(a).
r—a

> Se a é um ponto isolado, f é sempre continua em a: para o
pequeno, |z —a| < d =z = a.
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Descontinuidades

Dois casos em que f é descontinua em a:

Assimptota vertical: pelo menos um dos limites
laterais em a é igual a —o0 ou 400

Salto: os limites laterais em a existem em R
mas sao diferentes
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Descontinuidades 11

Uma funcao pode nao ser continua mesmo
quando o grafico nao apresenta
descontinuidades

¥ Se a ¢ Dy, f nao € continua em a. Se existir

lim f(x) = ¢, chamamos prolongamento por
r—a

continuidade de f ao ponto a a funcao

a cC T =a

~y

Exemplo. f(z) =1 é o prolongamento por continuidade de
f(z) = x/x ao ponto a = 0.
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Exemplos de funcoes continuas

Teorema
Se f e g sao continuas, entao f + g, f-g e f/g sao também

continuas.

Demonstracao. Por exemplo, para a soma temos:

lim (f(z) + g(z)) = lim f(z) + lim g(z) = f(a) + g(a)

r—a r—a

Exemplo. As seguintes fungoes sao continuas:
> Os polinémios.

> As funcoes racionais (quocientes de polinémios).
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Funcoes Mondtonas

Teorema

> Se f é uma funcao mondtona em sentido lato, e
> o contradominio D’ ! é um intervalo,

entao f é continua.

Demonstracao. Assumimos que f é crescente. Seja € > 0.

f(@;‘ > Existe f(z1) € 1f(a) — ¢, f(a)];
r@)f - - > Existe f(x2) € [f(a), fa) + &[;
Flay)f= ' » Se 1 < x < x9 entao
ol ‘ f(e1) < f(2) < f(2);
¥ e @ ] > € o,z = f(x) € Va(f(a))

Escolhendo § > 0 tal que V};(a) |z1, z2| temos
v €Vs(a) = f(z) e Ve(f(a)).
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Exemplos

f(a?) = /x é continua: é crescente e é a inversa de f~1(z) = 2™
f = Dy-1 = R para n impar e [0, +o0| para n par.

k g(x) = 1/ é continua,

— - mas nao ¢ monotona,

\ e D, = R\{0} nao é um intervalo.

é crescente mas
h(x) = nao é continua.

7>—’ v z <0 | =]—00,0[U[L, +o0l.

W / N . , .
il 1 0 nao € continua pois
i | ,’ k(x) = sen(l/z) @ # lim k(z) nao existe.

/ || 0 =0 :13—>0~ ) )
| ‘ u\,’ k nao é mondtona.
V
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Continuidade lateral

[a, c] = [a,b] U [b,¢]
Lema da Colagem

Se f é continua em |a, b] e em [b, c¢| entao é continua em |a, c|.

Demonstracao. So6 temos de verificar no ponto x = b.

> f é continua em |a,b| logo lim f(x) = f(b).

r—b—

> f é continua em |b, c| logo lim f(x) = f(b).

r—bT

> lim f(x) = f(b) = lim f(x) logo f é continua em b.

x—b~ x—bT

0 sex<O

Exemplo. A funcao de Heaviside H(x) =
1 sex =0

é continua em |—o0,0[ e em [0, +o0[ mas nao em R.



Fungoes continuas Limites e composicao O Teorema de Bolzano Teorema de Weierstrass
0000000 e 000000 0000000 (0]e]e)

Continuidade do seno e do coseno

Teorema. O seno e o cosseno sao funcoes continuas.

9 — LAroa Demonstracao.
: > O coseno é continuo
> em [2km, (2k + 1)7], pois é
decrescente e D' = [—1,1];
> em [(2k — 1)7, 2k7|, pois é
crescente e D' = [—1,1];

. 0
cos 0 » Basta aplicar o lema da
colagem.
—4r -3t 2w -7 0 s 2T 3T 4 5T

A demonstracao para o seno é completamente analoga.



Funcoes continuas Limites e composicao O Teorema de Bolzano Teorema de Weierstrass
00000000 00000 0000000 (0]e]e)

Limites e Composicao

Teorema

> Se lim g(x) =beR, e

r—a

> f(y) for continua em b, entao

lim f(g(x)) = f(lim g(z)) = f(b)

Demonstracao. Dado e > 0
> f continua em b logo: 30 reV.(b) = f(x)e V.(f(b))
r>

> lim g(z) = b logo: 530 T € ‘O/(g(a) = g(z) € V,.(b)

r—a

Vs(a) g v, (b) f Vo(f (b))

—_— —_—
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Consequeéncias
, sen , sen
Exemplo. lim cos (7‘(‘ ) = COS(hl’l’l 7 ) =cosm = —1
z—0 X z—0 X

Teorema (Continuidade a Heine)

Se x, — be f é continua em b, lim f(z,) = f(limx,) = f(b).

Teorema (Continuidade da composigao)

Se f e g sao continuas entao f o g é continua.

Demonstragao.  lim f(g(z)) = f(il_r)rzg(a:)) = f(g(a)).

r—a

Exemplo. sen(z? + 1) é continua pois é a composicao de
f(y) = seny com o polinémio y = g(x) = z° + 1.
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Mudanca de Variavel

Para calcular lim f(g(z)) tomamos y = g(z)

Teorema
Seja a um ponto de acumulacao de D¢, tal que

> lim g(z) =b, lim f(y) =c¢, e

T—a y—b

> g(x) # b para x # a.
Entao: lim f(g(z)) = lin% fly) =c
y—)

Demonstracao (para a € R). Seja f(y) _ {f(y) sey # b
c sey==>
lim f(g(z)) = lim f(g(z)) = f(lim g(z)) = f(b) = ¢
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Exemplos com a Funcao de Heaviside

1l sex>=0

Funcao de Heaviside: H(x) =
0 sex <0

Exemplo. O seno é continuo. Sera que

lim sen (7H(z)) < sen (lim WH(QZ)) Niol

x—0 x—0

lir% mH(x) nao existe, mas lin% sen(mH(z)) = lir%() = 0.

2

Exemplo. Fazendo a substituicao y = x*, sera que obtemos

lim H(z?) ~ lim H(y) Nao!
x—0 y—0

lin% H(y) nao existe, mas lir% H(x?) = lin% 1=1.
y— r— xr—
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Exemplo de Mudanca de Variavel

lim sen(z? — 1) _ lim sen(z? —1) 2% — 1
r—1 r—1 x—1 2 —1 r—1
. sen(z? —1)
_:ll—>ml r? —1 (z+1)
2
—1
TN Ut S

r—1 332 — 1 r—1

(y = 2? — 1: se x — 1 entdao y — 0)

sen y

= lim lim(z+1) =2
y—0 1y x—l1



