Aula de Hoje: Limites na Recta Acabada



Limites com Infinitos
lim f(z) =0 <

V 3 x€ ‘O/(s(a) = f(x) € V2(b)
e>0 6>0
22y S = e A 17) =0
A A
1/e
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Propriedades dos Limites: Relacao de Ordem

» Se lim f(x) < lim g(x) entao existe uma vizinhanca Vj(a)
r—a r—a

na qual f(x) < g(x).

> Se existir uma vizinhanca Vj(a) na qual f(x) > g(x), entao
lim f(x) > lim g(x) (se os limites existirem).
r—a r—a

Limites enquadrados:
» Se f(x) < g(x) numa vizinhanca de a entao:
e f(x) >+ = g(x) > 4+
¢ g(r) > —0 = f(xr) > —w©
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Operacoes Algébricas com Infinitos

Recta acabada: R = R U {—00, +00} = [—00, +0]
Somas em R:

> +0+c=+00 (c# —0) > —0+c=—w0 (c# +o)

Produtos em R:

> +0-c=+0 (c>0

N——"

> —00-Cc = —0 (C>O)
» +o-c=—0 (c<0) » —0-c=+w (c<0)

Quocientes: a/b=a- (1/b) (b # 0)

Nao estao definidos (indeterminagoes):

00 — 0 o0 - 0 00 /00 c/0
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Divisao por Zero

Definicao.
> alcl_rgf(x) =07 < sio 530 T € V5( ) = f(x)€]0,¢[

Teorema (1/07 = 40)

Sao equivalentes:
> lim f(z) =07

r—a Z
> llm L = 400 xE]O,EI[
T—a f( ) < 1/x>1/e
Demonstracao.

lim 1/f(z) =40 < V¥V 3 zeVs(a) = 1/f(z)e V.(+w0)

rT—a e>0 6>0
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Divisao por Zero e por Infinito

Definicoes.

> lim f(z) =0 < V A xe‘ofcs(a) = f(z)e]—e,¢|

T—a e>0 6>0

> :};I—IEL f(x) =0" < 530 530 T € ‘O/(;(a,) = f(x) €]0,¢|
> }Jl_r)réf(a:) =0 < &io 5301'6‘0/5(0,) = f(z)e]—¢,0]
Teorema.

» f >+ < 1/f > 0"
» > 0" < 1/f - 4w
f o o 1/f 0"
» f>0 < 1/f > —©
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Limites e Operacoes Algébricas na Recta Acabada

Teorema
Se lim f(x)=b e limg(x)=c (b,ceR), entdo:

1. };E,%(f(x)g(x)) = bc.
2. ili%(f(x) +g(z)) =b+ ¢

(com excepgao dos casos de indeterminagao)

Demonstragao. Assumimos que f(x) — b = +00.

1. Sec#0: fg= ! > ! —L—Jroo
| TN 0t (Tje) T 0F T T
2. Se ce R: f—|—g=f(1-|—g°%)—>—|—OO(1—|—C-O+)=-|—OO

Se g(x) — ¢ = +o0 entao g(x) > 0 numa viz. Vs(+0).
fle) +g(z) > f(z) = f(z)+g(z) > +o.
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Limites em Subconjuntos do Dominio

Teorema
Dados A © Dy e um ponto a € R de acumulacao de A,

> lim f(z) =b = ii_rgf\A(aj)zb.

r—a

Dados A, B < D¢ e um ponto a € R de acum. de A e de B

> lim f|a(x) # lim f|p(z) = nao existe lim f(x).

Demonstracao.
i f@) b e ¥, 3% seVile) = fla) eV

» lim fla(z)=b < Y 3 V¥ zeVia) = f(z)e Vi(b)
T—a e>06>0 x€A
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Exemplo: A Funcao sen(1/x)
N

Vamos ver que liI% sen(1/x) nao existe.
Tr—>

>A={%:kEN}

» b= {(7T/2)1-|-2k7'(' k€ N}

» 0 é ponto de acumulacao de A e de B

. . 1 L . 1 .

> lin% fla(x) = lin% sen(km) =0
> lin% fle(x) = lirr(1)sen((7r/2) + 2km) =1

» Como 0 # 1, nao existe o limite de f
em z = 0.



Operacgoes Algébricas na Recta Acabada Limites em Subconjuntos do Dominio Limites laterais Funcgoes cont
000000 (o]e] Je) (0@ @)

Limites em Subconjuntos do Dominio II

Teorema

Dados A, B < D¢ e um ponto a € R de acum. de A e de B:
> Se Au B = D¢\{a}, e
> lim fla(z) = lim f{p(z) = b,

Entao lim f(x) = b.

r—a

Demonstracao. Dado um ¢ > 0,

> lim fla(@) =b: 3 mgAxeﬁ(s(a) = f(z) e Ve(b)

» lim flp(e) =b: 3 ngxeﬁs(a) = f(z) e Ve(b)

Se uma condicao se verifica V e V , entao também se verifica
reA zeB
para todooz € A U B:

s , (b
34 xeva r e Vs(a) = f(x)e V:(b)
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Exemplos com sucessoes

> Dy = N. A = {pares}, B = {impares}.

> +00 é ponto de acumulacao de A e de B.

Exemplo. z, = (—1)".
» Para n par: limz, =lim1 =1
» Para n fmpar: limz, = lim(—1) = —1

> Como —1 # 1, a sucessao (x,) nao tem limite.

1

Exemplo. vy, = (—1)m? 42
> P 1 = i L1 0
ara n par: Hm y, = lim —3 il
1 1
» Para n impar: nl_i)IJIrloo Yn = nl—i>I£oo a9 —o 0

> Os limites sao iguais logo lim vy, = 0.
n——+0o0
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Limites Laterais

» lim f(z) =b < YV 3 zeVi(a) = f(x)e Vi(b)

T—a e>0 6>0

» Vs(a) = Ja—6,a[ Ula,a+ 3]

Definicao
Dada uma funcao f e um ponto a € R:
> O limite a direita, lim f(z), é o limite da restricao de f
a |a,+[ N Dy: roat
lim f(x)=b < V 3 zela,a+d| = f(x)e V.(b).

x—at e>0 >0

> O limite a esquerda, lim f(z), é o limite da restricao de f
a |—00,a[ N Dy: e
lim f(z)=b < V 3 zela—4d,a] = f(x)e V(D).

r—a~ e>0 6>0
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Limites Laterais

Teorema

Seja a € R um ponto de acumulagao de Dy n |—c0,a| e de
D¢ n ]a, +oo|. Entao o limite de f em a existe sse os limites
laterais em a existirem e forem iguais, e nesse caso

il_rféf(x) = lim f(x) = lim f(z).

r—a~ r—a™T

1 >0 5 -
Exemplo. Seja H(x) = e a funcao de Heaviside.

0 sex <O

> lim H(zx) = lim 1 =1

r—0T r—0T
. > lim H(x) = lim 0 =0
T x—0~ x—0~

Como 0 # 1 o limite lin%) H(x) nao existe.
€r—>
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Continuidade

Definicao

Uma funcao f diz-se continua num ponto a € Dy se

Y, 3 1z—al <0 = |f(z) - fla)] <e

J diz-se continua se for continua em todos os pontos a € Dy.

> f € continua num ponto de acumulacao a de Dy, se e s6 se
lim f(x) = f(a).
r—a

> Se a é um ponto isolado, f é sempre continua em a: para o
pequeno, |z —a| < d =z = a.



