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Aula de Hoje: Limites na Recta Acabada
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Limites com Infinitos

lim
xÑa

fpxq “ b ô @
"°0

D
�°0

x P ˝
V�paq ñ fpxq P V"pbq

lim
xÑa

fpxq “ `8

a

1{"

lim
xÑ`8 fpxq “ b

b

1{�
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Propriedades dos Limites: Relação de Ordem

§ Se lim
xÑa

fpxq † lim
xÑa

gpxq então existe uma vizinhança V�paq
na qual fpxq † gpxq.

§ Se existir uma vizinhança V�paq na qual fpxq • gpxq, então
lim
xÑa

fpxq • lim
xÑa

gpxq (se os limites existirem).

Limites enquadrados:

§ Se fpxq § gpxq numa vizinhança de a então:

‚ fpxq Ñ `8 ñ gpxq Ñ `8
‚ gpxq Ñ ´8 ñ fpxq Ñ ´8
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Operações Algébricas com Infinitos

Recta acabada: R “ R Y t´8,`8u “ r´8,`8s
Somas em R:
§ `8 ` c “ `8 pc ‰ ´8q § ´8 ` c “ ´8 pc ‰ `8q

Produtos em R:
§ `8 ¨ c “ `8 pc ° 0q
§ `8 ¨ c “ ´8 pc † 0q

§ ´8 ¨ c “ ´8 pc ° 0q
§ ´8 ¨ c “ `8 pc † 0q

Quocientes: a{b “ a ¨ p1{bq pb ‰ 0q
Não estão definidos (indeterminações):

8 ´ 8 8 ¨ 0 8{8 c{0
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Divisão por Zero

Definição.

§ lim
xÑa

fpxq “ 0` ô @
"°0

D
�°0

x P ˝
V�paq ñ fpxq P s0, "r

Teorema (1{0` “ `8)

São equivalentes:

§ lim
xÑa

fpxq “ 0`

§ lim
xÑa

1

fpxq “ `8

1{"

"

1{x

x P s0,"r
ô 1{x°1{"

Demonstração.

lim
xÑa

1{fpxq “ `8 ô @
"°0

D
�°0

x P ˝
V�paq ñ 1{fpxq P V"p`8q
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Divisão por Zero e por Infinito

Definições.

§ lim
xÑa

fpxq “ 0 ô @
"°0

D
�°0

x P ˝
V�paq ñ fpxq P s´", "r

§ lim
xÑa

fpxq “ 0` ô @
"°0

D
�°0

x P ˝
V�paq ñ fpxq P s0, "r

§ lim
xÑa

fpxq “ 0´ ô @
"°0

D
�°0

x P ˝
V�paq ñ fpxq P s´", 0r

Teorema.

§ f Ñ `8 ô 1{f Ñ 0`

§ f Ñ 0` ô 1{f Ñ `8
§ f Ñ ´8 ô 1{f Ñ 0´

§ f Ñ 0´ ô 1{f Ñ ´8
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Limites e Operações Algébricas na Recta Acabada

Teorema

Se lim
xÑa

fpxq “ b e lim
xÑa

gpxq “ c pb, c P Rq, então:

1. lim
xÑa

`
fpxqgpxq

˘
“ bc.

2. lim
xÑa

`
fpxq ` gpxq

˘
“ b ` c;

(com excepção dos casos de indeterminação)

Demonstração. Assumimos que fpxq Ñ b “ `8.

1. Se c ‰ 0: fg “ 1

p1{fqp1{gq Ñ 1

0` ¨ p1{cq “ 1

0˘ “ ˘8

2. Se c P R: f ` g “ f

´
1 ` g ¨ 1

f

¯
Ñ `8p1 ` c ¨ 0`q “ `8

Se gpxq Ñ c “ `8 então gpxq ° 0 numa viz. V�p`8q.
fpxq ` gpxq ° fpxq ñ fpxq ` gpxq Ñ `8.
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Limites em Subconjuntos do Domı́nio

Teorema

Dados A Ä Df e um ponto a P R de acumulação de A,

§ lim
xÑa

fpxq “ b ñ lim
xÑa

f |Apxq “ b.

Dados A,B Ä Df e um ponto a P R de acum. de A e de B

§ lim
xÑa

f |Apxq ‰ lim
xÑa

f |Bpxq ñ não existe lim
xÑa

fpxq.

Demonstração.

§ lim
xÑa

fpxq “ b ô @
"°0

D
�°0

@
xPDf

x P ˝
V�paq ñ fpxq P V"pbq

§ lim
xÑa

f |Apxq “ b ô @
"°0

D
�°0

@
xPA

x P ˝
V�paq ñ fpxq P V"pbq
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Exemplo: A Função senp1{xq

Vamos ver que lim
xÑ0

senp1{xq não existe.

§ A “
 

1
k⇡ : k P N

(

§ B “
 

1
p⇡{2q`2k⇡ : k P N

(

§ 0 é ponto de acumulação de A e de B

pois lim
kÑ`8

1
k⇡ “ lim

kÑ`8
1

p⇡{2q`2k⇡ “ 0

§ lim
xÑ0

f |Apxq “ lim
xÑ0

senpk⇡q “ 0

§ lim
xÑ0

f |Bpxq “ lim
xÑ0

sen
`
p⇡{2q ` 2k⇡

˘
“ 1

§ Como 0 ‰ 1, não existe o limite de f

em x “ 0.



Operações Algébricas na Recta Acabada Limites em Subconjuntos do Domı́nio Limites laterais Funções cont́ınuas

Limites em Subconjuntos do Domı́nio II

Teorema

Dados A,B Ä Df e um ponto a P R de acum. de A e de B:

§ Se A Y B “ Dfztau, e
§ lim

xÑa
f |Apxq “ lim

xÑa
f |Bpxq “ b,

Então lim
xÑa

fpxq “ b.

Demonstração. Dado um " ° 0,
§ lim

xÑa
f |Apxq “ b : D

�°0
@

xPA
x P ˝

V�paq ñ fpxq P V"pbq
§ lim

xÑa
f |Bpxq “ b : D

�°0
@

xPB
x P ˝

V�paq ñ fpxq P V"pbq
Se uma condição se verifica @

xPA
e @

xPB
, então também se verifica

para todo o x P A Y B:

D
�°0

@
xPDf

x P ˝
V�paq ñ fpxq P V"pbq
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Exemplos com sucessões

§ Df “ N. A “ tparesu, B “ t́ımparesu.
§ `8 é ponto de acumulação de A e de B.

Exemplo. xn “ p´1qn.
§ Para n par: limxn “ lim 1 “ 1

§ Para n ı́mpar: limxn “ limp´1q “ ´1

§ Como ´1 ‰ 1, a sucessão pxnq não tem limite.

Exemplo. yn “ 1

p´1qnn2 ` 2
.

§ Para n par: lim
nÑ`8 yn “ lim

nÑ`8
1

n2 ` 2
“ 1

`8 “ 0

§ Para n ı́mpar: lim
nÑ`8 yn “ lim

nÑ`8
1

´n2 ` 2
“ 1

´8 “ 0

§ Os limites são iguais logo lim
nÑ`8 yn “ 0.
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Limites Laterais

§ lim
xÑa

fpxq “ b ô @
"°0

D
�°0

x P ˝
V�paq ñ fpxq P V"pbq

§ ˝
V�paq “ sa ´ �, ar Y sa, a ` �r

Definição

Dada uma função f e um ponto a P R:
§ O limite à direita, lim

xÑa`
fpxq, é o limite da restrição de f

a sa,`8r X Df :

lim
xÑa`

fpxq “ b ô @
"°0

D
�°0

x P sa, a ` �r ñ fpxq P V"pbq.
§ O limite à esquerda, lim

xÑa´
fpxq, é o limite da restrição de f

a s´8, ar X Df :

lim
xÑa´

fpxq “ b ô @
"°0

D
�°0

x P sa ´ �, ar ñ fpxq P V"pbq.
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Limites Laterais

Teorema

Seja a P R um ponto de acumulação de Df X s´8, ar e de
Df X sa,`8r. Então o limite de f em a existe sse os limites
laterais em a existirem e forem iguais, e nesse caso

lim
xÑa

fpxq “ lim
xÑa´

fpxq “ lim
xÑa`

fpxq .

Exemplo. Seja Hpxq “
#
1 se x • 0

0 se x † 0
a função de Heaviside.

-

6

b
r § lim

xÑ0`
Hpxq “ lim

xÑ0`
1 “ 1

§ lim
xÑ0´

Hpxq “ lim
xÑ0´

0 “ 0

Como 0 ‰ 1 o limite lim
xÑ0

Hpxq não existe.
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Continuidade

Definição

Uma função f diz-se cont́ınua num ponto a P Df se

@
"°0

D
�°0

|x ´ a| † � ñ |fpxq ´ fpaq| † "

f diz-se cont́ınua se for cont́ınua em todos os pontos a P Df .

§ f é cont́ınua num ponto de acumulação a de Df , se e só se

lim
xÑa

fpxq “ fpaq.
§ Se a é um ponto isolado, f é sempre cont́ınua em a: para �

pequeno, |x ´ a| † � ñ x “ a.


