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Problema No.1 Estabilidade de Sistemas Nao Lineares [5v]

Pretende-se coordenar o movimento de dois veiculos roboéticos R1 (terrestre) e

R2 (aéreo) que se deslocam no espago ao longo do eixo z de um referencial de
inércia (ver Figura 1).
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Transi¢do da fase inicial (esquerda) para a fase final
com os veiculos em coordenagdo, com e =0 (direita)

O veiculo R1, que desempenha o papel de “lider”, desloca-se a velocidade
constante v1(#); a sua coordenada de posicdo, que varia no tempo, designa-se
por z1. O veiculo R2, com coordenada de posicdo z; que também varia no
tempo, desempenha o papel de “seguidor” e controla a sua velocidade vx(t)
de modo a que, no limite, a distancia e entre R2 e R1, i.e.,

e(t) = zo(t) — z1(t)
tenda para 0. A figura capta, na parte esquerda, a condicdo inicial do
movimento e na parte direita uma situagdo assimptdtica em que e=0,

correspondente a uma fase posterior apds os veiculos se terem movimentado
de modo a posicionarem-se “um em cima do outro”. Obviamente,
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Considera-se a situacdao em que o veiculo R2 tem acesso a velocidade vi(t)
de R1 e mede directamente o erro e(f) ou uma funcao apropriada desse erro.



P1.1 [lv] Pretende-se conduzir o erro de coordenacdo e para 0 por
manipulacdo da velocidade v2 do veiculo R2. Para isso, propde-se a lei de
coordenacao

va(t) = vi(t) — ke(t); k > 0

Prove que com esta lei de controlo o erro de coordenacdo e(t) tende
assimptoticamente para 0.

P1.2 [3v] Na alinea anterior assumiu-se que o veiculo R2 pode medir
exactamente o erro de velocidade e. Suponha agora que o erro e é dado por
um sensor com caracteristicas ndo lineares, que fornece medidas de e através
da relacdo g(e), onde g(.) satisfaz duas condigdes: i) g(0)=0 e ii) eg(e)>0 para
e#0. Mostre que com uma simples modificacdo da lei de controlo linear
descrita em P1.1, isto é, com

va(t) = v1(t) — kg(e(t)); k > 0

o erro e continua a tender assimptoticamente para 0 qualquer que seja o erro
inicial (isto é, prove a estabilidade assimptética global da origem e=0 do
sistema). Resolva esta alinea utilizando o segundo método de Lyapunov.

P1.3 [1v] Suponha agora que devido a constrigdes fisicas
[v1(8)] < 1ms™"; Jua(t)] < 2ms™!

A fim de ndo exceder a capacidade fisica do veiculo R2, adopta-se a lei de
coordenacao

va(t) = vi(t) — sat{kg(e(t))}; k >0

onde
1, x>1
sat(x)=<9x, -1<x<1
-1, x<-1

Mostre que com esta lei de coordenacdo o erro e(t) continua a tender
assimptoticamente para 0 qualquer que seja o erro inicial (isto é, prove a
estabilidade assimptotica global da origem e=0 do sistema).

PROBLEMA NO0.2 - Estimacao de Parametros [5v]

Um processo fisico pode ser descrito aproximadamente pela relacdo estatica
linear

zZ=agp+ a1x + axy

em que z é funcdo das varidveisxey e



a = (CL(], ai, a’2)T

é um vector de parametros a determinar. Com o objetivo de estimar o vector a,
leva-se a cabo uma experiéncia que envolve medi¢des das varidveis x, y e dos
valores correspondentes de z. Registam-se para o efeito 4 pares de valores
experimentais

(:U'wy])az - 1727] = 172

das variaveis independentes e os 4 valores experimentais correspondentes de
z, denominados z;;. Pretende-se desenvolver um algoritmo para obter uma
estimativa do vector de parametros a recorrendo ao método dos minimos
quadrados. Complete as seguintes etapas do problema:

P2.1 [2v] Indique o funcional de minimos quadrados a minimizar. Note que
para cada i,j o erro e;; da aproximacao linear é dado por

€, = %, — (a0 + a12; + azy;)

P2.2 [3v] Manipule as equagdes que permitem calcular a de modo a obter
explicitamente o sistema compacto de equacdes Ma=b, com M (uma matriz de
3x3) e b (um vector de dimensao 3) obtidos a partir dos dados experimentais.

PROBLEMA NO0.3 - Sistemas de Acontecimentos Discretos [5V]

Uma abelha voa ao longo de uma circunferéncia e visita 3 lugares
denominados L1, L2, e L3 (estados discretos do sistema) distribuidos ao longo
da circunferéncia, ordenados no sentido dos ponteiros do relégio. A cada
instante em que pode tomar a decisdo de voar, a abelha move-se para um dos
lugares mais proximos (lugares vizinhos) do seguinte modo: movimenta-se
no sentido dos ponteiros do relégio com probabilidade 0.5, no sentido
contrario ao dos ponteiros do relégio com probabilidade 0.5, e nunca
permanece no mesmo lugar. Seja p;; i=1, 2, 3 a probabilidade de a abelha estar
em Li.

P3.1 [1v] Represente graficamente a Cadeia de Markov com 3 estados L1, L2, e
L3 associada a este sistema de eventos discretos e calcule a respectiva matriz
de transicao entre estados.

P3.2 [1v] Mostre que existem valores limites das probabilidades p1, p2, e p3
quando o periodo de observagao é arbitrariamente longo.

P3.3 [2v] Calcule analiticamente os valores de equilibrio referidos em P3.2

P3.4 [1v] Suponha agora que existe uma aranha mortifera no lugar L1. Se a

abelha “aterra” em L1, é seguramente apanhada pela teia de aranha.
Reescreva a matriz de transicdo entre estados de modo a captar este facto.



Suponha que a abelha comeca no lugar L2. Calcule a probabilidade de a
mosca ser comida ao fim de um voo. Justifique intuitivamente. Calcule a
probabilidade de a abelha ser comida ao fim de dois voos.

PROBLEMA NO0.4 - Modelac¢ao de Veiculos Robéticos [5V]

Considere um corpo rigido com massa m=1kg que se move no espago, em 2D,
sem atrito (ver Fig. 3). Seja {B} um referencial solidario com o corpo, e {U} um
referencial de inércia. A velocidade linear inercial do corpo tem components u
e v em {B}, respectivamente segundo os versores xp e ys, e velocidade nula
segundo zp (movimento no plano). A velocidade rotacional em torno de zs
denota-se por r. Note que r=dy(t)/dt, onde wy(t) (denominado angulo de
“yaw”) capta a rotacdo de {B} em relacdo a {U}. O corpo estd equipado com
actuadores que permitem imprimir forcas X e Y segundo os eixos xge yz € um
binario N em torno do eixo zs .
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Fig. 3 Corpo Rigido em movimento

P4.1 [3v] Suponha que N()=0, t 20 e que o corpo esta animado das condigdes
iniciais 1(0)=1 rads, y(0)=0, u(0)=0 ms-, v(0)= 1ms1 (corpo a rodar no espaco,
com velocidade nao nula segundo o eixo y5). Pretende-se que o movimento
do corpo no referencial de inércia {U} seja tal que o vector velocidade total (no
referencial {U}) seja dado por UV=[0 1 |T (veiculo com o centro de massa a
progredir segundo a coordenada inercial horizontal y). Calcule as forca X(t) e
Y(t) a aplicar ao corpo. Comente o resultado obtido sob o ponto de vista fisico.

P4.2 [2v] Suponha agora que o corpo esta animado das condigdes iniciais
r(0)=1 rads?, y(0)=0, u(0)=1 ms’, v(0)= 1ms? (corpo a rodar no espaco) e que
se aplicam forgas constantes X(t)=0 e Y(t)=1 Newton (repare que esta forcas estio
expressas no referencial do corpo) mas o bindrio N(t)=0; t=0. Calcule o vector
velocidade do corpo expressa no referencial {U}, ou seja, o vector velocidade

do centro de massa do corpo visto por um observador externo instalado em
{U}.



Sugestao: escreva as equagdes da dinamica em forma matricial e calcule a
solucao [u(t) v(t)]" utilizando transformadas de Laplace. Em seguida, calcule a
velocidade YV expressa em {U} usando as equagdes da cinematica.

Tabela de transformadas de Laplace:

S .
L{cost} = R L{sint} = 21



