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QUESTOES-TIPO PARA O TESTE NO0. 2

PROBLEMA NO0.1 - Estabilidade de Sistemas Nao Lineares (Teoria de
Lyapunov)

Pretende-se coordenar o movimento de dois veiculos robéticos R1 e R2 que se
deslocam ao long do eixo dos x de um referencial de inércia (ver Fig. 1).
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Fig. 1. Coordenacdo de dois veiculos roboéticos

O veiculo R1 , que desempenha o papel de “lider”, desloca-se a velocidade
constant v1=v*; a sua coordenada de posicao designa-se por d;. O veiculo R2,
com coordenada de posicao dz desempenha o papel de “seguidor” e controla
a sua velocidade v2(#) de modo a que no limite a distdncia entre R2 e R1_tenda
para 0 (isto é, os veiculos movimentam-se de modo coordenado, para se
posicionarem “ lado a lado”). Seja

Obviamente, 1 2



P1.1 [lv] Pretende-se conduzir o erro de coordenacdo e para 0 por
manipulacdo da velocidade v2 do veiculo R2. Para isso, propde-se a lei de
coordenacao

v,=v*+he, £>0

Prove que com esta lei de controlo o erro de coordenacdo tende
assimptoticamente para 0.

P1.2 [3v] Suponha agora que o erro de coordenacgdao é dado por um sensor
com caracteristicas nado lineares, que fornece medidas de e através da relagao
g(e), onde g(.) satisfaz as condicdes g(0)=0; eg(e)>0 para e#0. Mostre que com
uma simples modificacdo da lei de controlo linear descrita em P1.1, isto §,

com
v,=v*+hg(e), £>0

o erro de coordenacdo continua a tender assimptoticamente para 0 qualquer
que seja o erro inicial (isto é, prove estabilidade assimptoética global da origem
e=0 do sistema de coordenacdo). Resolva utilizando o segundo método de
Lyapunov leccionado nas aulas tedricas.

PROBLEMA NO0.2 - Estimacao de Parametros

A grandeza z depende da coordenada temporal ¢ de acordo com o modelo

z(t)=ap+ a; et +axsin t + &(t)

Nesta equacdo, t é o tempo medido a partir do inicio da experiéncia, a=[ao, a,
a2]T é um vector dos parametros a estimar e g(t) € um residuo que traduz a
existéncia de erros experimentais, que se assumem pequenos. Com o
objectivo de estimar o vector constante a, leva-se a cabo uma experiéncia com
N medig¢des durante a qual se regista o vector

t=[t1, tr, t3, ts, . IN]T
dos tempos de medicao, bem como o vector de observagdes correspondente
z=[z1, 22, 23, 24, ..., zn ] T=[z(t1), 2(t2), 2(t3), z(ts), ...,z(tn)] L.
Pretende-se desenvolver um algoritmo para obter uma estimativa do vector
de parametros a recorrendo ao método dos minimos quadrados. Complete as

seguintes etapas do problema:

P2.1 [1v] Indique a fungdo de custo (associada ao método dos minimos
quadrados) a minimizar



P.2 [3v] Manipule as equagdes que permitem calcular a de modo a obter
explicitamente o sistema compacto de equagdes Ma =b, com M (uma matriz
de 3x3) e b (um vector de dimensdo 3) obtidos a partir dos dados
experimentais.

PROBLEMA NO0.3 - Sistemas de Acontecimentos Discretos

Um guarda trabalha num edificio com forma geométrica circular com 3 portas
L1, L2, e L3, e nunca usa a mesma porta duas vezes seguidas. Em vez disso,
usa com probabilidade x a porta adjacente a ultima usada, na direccdo dos
ponteiros do relégio, e com probabilidade I1-x a porta adjacente a tltima
usada, no sentido contrario ao dos ponteiros do relégio. Denote por p;; i=1, 2,
3 a probabilidades de, num instante em que ele abre uma porta, essa porta ser

Li;; i=1, 2, 3 (estados discretos do sistema)

P3.1 [2v] Represente graficamente a Cadeia de Markov com 3 estados L1, L2, e
L3 associada a este sistema de eventos discretos e calcule a respectiva matriz
de transicao entre estados.

P3.2 [lv] Admita as probabilidades iniciais p1=1; p.=ps=0. Calcule as
probabilidades associadas aos estados apds 2 aberturas sucessivas de portas.

P3.3 [1v] Mostre que existem valores limites das probabilidades pi1, p2, e p3
quando o periodo de observagao é arbitrariamente longo.

P3.4 [1v] Calcule analiticamente os valores de equilibrio referidos em P3.3.
Em particular, mostre que pi=1/3; i=1, 2, 3, ou seja, as probabilidades de
ocorréncias dos 3 estados sdo iguais.

PROBLEMA NO0.4 - Sistemas Hibridos

Considere um sistema roboético marinho (RM) para aquisicdo de dados
oceanograficos na coluna de 4gua (num “corredor” especificado), executando
uma manobra de “yo-yo” com velocidade vertical v(t), enquanto deriva
naturalmente na horizontal com a corrente, com velocidade lateral constante
vi>0 (ver a figura a seguir). O sistema estd sujeito a accdo das forcas de
impulsao e da gravidade. No inicio da missao, o RM é largado a superficie.
O sistema estd munido de um sonar que permite detector um obsticulo na coluna de
agua e determinar a distdncia z a esse objecto.

Durante a fase descendente, a forca da gravidade é maior em moédulo que a
forca da impulsao, sendo a resultante total igual a Ty, Ts>0. A fase de ascensao
é provocada por um aumento da forca de impulsdo, causada pelo encher de
um baldo com 6leo. Neste caso, a forca da gravidade é menor em médulo que



a forca da impulsdo, sendo a resultante total igual a -T,; T,>0. Seja v a
velocidade vertical do corpo em relacio a dgua. Dada a sua assimetria
durante as duas fases (devido ao enchimento do baldo), o arrasto total
hidrodindmico é também diferente, sendo dado por -kw|v| e -kw|v|

respectivamente durante as fases ascendente e descente, com k;>kg.
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Fig. 2. Sistema robdtico para aplicacdes oceanograficas

P4.1 [3] Proponha um sistema hibrido que force o sistema a mergulhar a
partir da superficie, apds o que deve executar manobras de “yo-yo” em ciclos
de subidas e descidas sucessivas, entre as profundidades dyin € dinax; Amax™>dmin.
até que a coordenada lateral L atinge um valor desejado d* apds o que o RM
deve subir até a superficie. Represente o grafo direccionado respectivo.

P4.2 [1v] Modifique o sistema hibrido de modo a obrigar o sistema a voltar a
superficie quando se detector a ocorréncia de qualquer uma das seguintes
situagOe: i) o tempo total da missdo excede um valor desejado t=tya; ii) a
distancia z a um obstaculo na coluna de 4gua é inferior a uma distancia de
seguranca z*.

PROBLEMA NO0.5 - Modelacao de Veiculos Robéticos

Considere um corpo rigido com massa m=1kg que se move no espago, em 2D,
sem atrito (ver Fig. 3). Seja {B} um referencial solidario com o corpo, e {U} um
referencial de inércia. A velocidade linear inercial do corpo tem components u
e v em {B}, respectivamente segundo os versores xp e ys e velocidade nula



segundo zp (movimento no plano). A velocidade rotacional em torno de zs
denota-se por r. Note que r=dy(t)/dt, onde y(t) (denominado angulo de
“yaw”) capta a rotagdo de {B} em relacdo a {U}. O corpo estd equipado com
actuadores que permitem imprimir forcas X e Y segundo os eixos xge yz € um
bindrio N em torno do eixo zp .
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Fig. 3 Corpo Rigido em movimento

P5.1 [2v] Suponha que N()=0, t 20 e que o corpo estda animado das condigdes
iniciais 1(0)=1 rads, y(0)=0, u(0)=1 ms-, v(0)= 1ms1 (corpo a rodar no espaco,
com velocidades ndo nulas segundo os eixos xp e yp). Pretende-se que o
movimento do corpo no referencial de inércia {U/ seja tal que o vector
velocidade total (no referencial {U}) seja dado por YV=[1 1 ]JT (veiculo com o
centro de massa a progredir segundo uma recta orientada a 45°). Calcule as
forca X(t) e Y(t) a aplicar ao corpo. Comente o resultado obtido sob o ponto de vista
fisico.

P5.2 [1v] Suponha agora que o corpo esta animado das condigdes iniciais
r(0)=1 rads?, y(0)=0, u(0)=0 ms, v(0)= Oms! (corpo a rodar no espago, com
velocidade linear igual a 0) e que se aplicam forgas constantes X(t)=Y(t)=IN
(repare que esta forcas estio expressas no referencial do corpo) mas o bindrio N(t)=0;
t20. Calcule o vector velocidade do corpo expressa no referencial {U}, ou seja,
o vector velocidade do centro de massa do corpo visto por um observador
externo instalado em {U}.

Sugestao: escreva as equagdes da dinamica em forma matricial e calcule a
solucao [u(t) v(t)]" utilizando transformadas de Laplace. Em seguida, calcule a
velocidade YV expressa em {U} usando as equagdes da cinematica.



