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Justifique convenientemente todas as respostas
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1. Admita que os tempos (em centena de hora) entre avarias consecutivas de um sistema sdo varidveis
aleatérias independentes e identicamente distribuidas a varidvel aleatéria X com funcdo de densidade
de probabilidade dada por

AMxe ™ x>0
0, caso contrario,

fx(x) = {

onde A é um parametro desconhecido positivo.
(a) Deduza o estimador de maxima verosimilhanca de A com base em (Xj,...,X;), uma amostra (3.0)
aleatéria de dimensao n de X.

¢ V.a. de interesse
X =tempo (em centenas de hora) entre avarias consecutivas de um sistema

e Ed.p.de X

Fl) = AMxe ™ x>0
10, caso contréario,
¢ Parametro desconhecido
A, A>0
e Amostra

x = (x1,...,X,) amostra de dimensao n proveniente da populacado X.

* Obtencio do estimador de MV de 1
Passo 1 — Funcgao de verosimilhanca

L(A|x) = fx(x)
iinde n
Hider [T fx x)
i=1
ok fx(x;)
i=1

AZ X e—/lxi

Il
=

1

n
= s (H xi) e MXiLi%i 1>
i=1

~.
I

Passo 2 — Funcao de log-verosimilhanca
n n
InL(Alx) =2nIn(A) + ) _In(x;) -4 ) x;
i=1 i=1

Passo 3 — Maximizacao
A estimativa de MV de A é doravante representada por A e

dlnL() i i
A nd; 1x) = 0 (ponto de estacionaridade)
Ay dmm oo de maximo)
dA? A=1 p
27’1 X xi=0
2n
—5 < 0
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/i _ _2n
a YR

n N2
—W <0 (proposigao verdadeira ja que Y7, x; > 0).

Passo 4 — Estimador de MV de A

2n 2
EMVQA) = 57— [ ==
i=1%i X

(b) A concretizacdo de uma amostra aleatéria de dimensdo 20 de X conduziu a Z‘?‘gl x; = 203.8. (1.5)
Obtenha a estimativa de maxima verosimilhanca do valor esperado do tempo entre avarias
consecutivas do sistema, E(X) = %

¢ Estimativa de MV de 1

A 2n
A = - [=2/X]
i=1%i
. 2x20
~ 2038
=~ 0.196271
* Outro parametro desconhecido
2
h(A) = —
W) 1

e Estimativade MV de /(1)
Invocando a propriedade de invariancia dos estimadores de mdaxima verosimilhanca,
conclui-se que a estimativa de MV de h(A) é dada por

) = hd)

2
A
~ 2
©0.196271
. )
~ 1019 [=h()=h(l)=5=— =%=203.8/20=10.19].
A 2/x

2. Uma empresa de construcao civil produz provetes de betdo. A tensdo de compressdo méaxima a que estas
provetes resistem (em mPa) € descrita pela varidvel aleatéria X, possuindo distribuicao normal com valor
esperado (u) e variancia (62) desconhecidos. Antes de executar uma laje, a empresa avalia a tensdo de
compressdao maxima de 12 provetes de betdo, tendo obtido le.ilx,- =3089 e le.il xf = 8024.67.
Com base nestes valores:

(a) Construa um intervalo de confianc¢a a 95% para o2, (2.5)

* V.a. de interesse
X = tensdo de compressao maxima

* Situacao
X ~normal(y, o)
1 desconhecido
02 DESCONHECIDO

* Obtencao de IC para o
Passo 1 — Seleccao da v.a. fulcral para o

_ (n-18*

Z ~ X(n-1)

o2

[uma vez que é suposto determinar um IC para a variadncia de uma populac¢do normal, com
valor esperado desconhecido.]
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Passo 2 — Obtencao dos quantis de probabilidade
Dadoquen=12e (1 — a) x 100% = 95%, usaremos 0s quantis
(. ba) {P(aasZsba):l—a
@ P(Z<ay)=P(Z>by) =al2.

tabelalcalc.

3.816

tabelalcalc.

aq=F}' (al2)=F3 (0.025)
Xn-1) Xan

by = F;; (1-a/2)=F3 (0.975)

(n-1) Xay

21.92.

Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,
Plag<Z<by)=1-«a

2
P aas%sba]:l—a

1 a? 1| _q_
P[b—as—(n_l)szsa—a]—l a

~1)8? —1)82
p|lshs < g2 < (215 ]:1—a

Passo 4 — Concretizacao
Tendo em conta que
(n-1)s (n-1)s*
Fl (1-al/2) F3}' (al2)
Xin-1 (n-1)
o par de quantis acima e o facto de

n
Y xf-n(®?
i=1

IC(-a)x100% (0%

82:

1
n-1

1 2
= ﬁ~{8024.67—12>< [25.741(6)]°}

= 6.642652

temos:

(12—-1) x 6.642652 (12—1) x 6.642652
21.92 ’ 3.816

1Cos50(0?)

I

It

[3.333447, 19.148104].

(b) Confronte as hipdteses Hp: 0%2=215 e H;:0%<215. Decidacom baseno valor-p. (3.0

» Hipoteses
Hy:0%=03=215
H,:0%< 0(2)

¢ Estatistica de teste

(n—-1)8? >
T= -~y Ko
U% 0 X(n 1)

[pois pretendemos efectuar teste sobre a variancia de pop. normal, com valor esperado desc.]
* Regido de rejeicao de Hj (para valores de T)

Tratando-se de um teste unilateral inferior (H; : 02 < ag), aregido de rejeicao de Hy é do tipo

W =(0,c).

* Decisdo (com base no valor-p)
O valor observado da estatistica de teste é dado por

. (n—1)s* (12-1)6.642652
oz 215

= 3.39857.
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Dado que a regiao de rejeicdo deste teste é um intervalo a esquerda, temos:

valor—p = P(T<t|H)y)
= FX(anl)(t)
~ Fp (3.39857)
(12-1)
cale-.015658.

Consequentemente, é suposto:
- nao rejeitar Hy a qualquer n.s. ap < 1.5658%, nomeadamente ao n.u.s. de 1%;
- rejeitar Hy a qualquer n.s. ap > 1.5658%, por exemplo aos n.u.s. de 5% e 10%.

[Decisdo (com base em intervalo para o valor-p)
Recorrendo as tabelas de quantis da distribuicdo do qui-quadrado podemos adiantar um
intervalo para o valor-p:

F;} (0.01) =3.053 < 3.39857 < 3.816=F);21 (0.025)

1) 11)

0.01 < valor—p= Fx(zm (3.39857) < 0.025.
Consequentemente:
— nao devemos rejeitar Hy a qualquer n.s. @y < 1%, nomeadamente ao n.u.s. de 1%;
— devemos rejeitar Hy a qualquer n.s. &g = 5%, por exemplo aos n.u.s. de 5% e 10%.]

| GrupoII 10 valores |

1. Seja X a varidvel aleat6ria que descreve a tensao de rotura (em mPa) de uma resina fenélica. Uma
engenheira de materiais defende a hip6tese Hy de que X possui fung¢do de distribuicdo dada por

1- e‘(%)z x>0
F(x) = ’ L
0, caso contrario.

Um ensaio de flexdo, envolvendo 100 corpos de prova selecionados casualmente, conduziu a seguinte
tabela de frequéncias:

Classe 10,40] ]40,60] 160,80] 180, +o0]
Frequéncia absoluta observada 12 33 30 25
Frequéncia absoluta esperada sob Hy 2476 22,51 Es Ey
(a) Obtenha os valores de E3 e E4 (aproximando-os as centésimas). (1.0)

¢ V.a. de interesse
X = tensao de rotura (em mPa) de uma resina fendlica

e Ed. conjecturada

_ (&)
Flx) = { l—-e '), x>0 N
0, caso contrario.

* Frequéncias absolutas esperadas
Atendendo a dimensao da amostra n = 100 e a f.d. conjecturada, segue-se, parai =1,...,4:

Es = nx[F80)—F60)]
= 100><{ 1—e—(%)2]—[1—e‘(%)2]}
= 2068

3
Es = n-)Y E;
i=1

= 100-(24.76 +22.51 + 20.68)
= 32.05.

Péagina4 de?



(b) Teste Hy, ao nivel de significancia de 10%. (3.0)

* Hipéteses
Hy: X comf.d. Fx(x)=F(x),xeR
Hj : X com f.d. Fx(x) # F(x), para algum x € R

* Nivel de significancia

ao = 10%
¢ Estatistica de Teste
0; - El)2
r= Z “H, X(k p-1)’

onde:
k = No. de classes =4
O; = Frequéncia absoluta observavel da classe i
E; = Frequéncia absoluta esperada, sob H, da classe i
B = No. de parametros a estimar = 0 [dado que em Hj se conjectura uma f.d. especifica.]

* Frequéncias absolutas esperadas sob H
De acordo com (a), os valores das freq. absolutas esperadas sob Hy sdo: E; =24.76, E, = 22.51,
E3 =20.68 e E4 = 32.05.
[Nao é necessdrio fazer qualquer agrupamento de classes uma vez que em pelo menos
80% das classes se verifica E; = 5 e que E; = 1 para todo o i. Caso fosse preciso efectuar

agrupamento de classes, os valores de k e ¢ = F;ZI (1 — ayp) teriam que ser recalculados...]
(k—B-1)

* Regido de rejeicao de Hj (para valores de T)
Trata-se de um teste de ajustamento, logo a regido de rejeicao de Hy escrita para valores de T'

€ o intervalo a direita W = (c, +oo), onde
tabelalcalc

c = F 2 (1-ag)=F; 2 (1-0.1)= % =1 (0.9) = '6.251.
X k-p-1) Xa-o0-1) (3)
¢ Decisao
Classei Freq. abs.obs. Freq. abs. esp.sob Hy Parcelas valor obs. estat. teste
i 0; E; {o;—Ep = E;)”
1 10,40} 12 24.76 12-2476)° ~ 6 576
2 140, 60] 33 22.51 4.888
3 160, 80] 30 20.68 4.200
4 180, +oo| 25 32.05 1.551
i—Ep)?
Z;'Czloi:” ZZ‘€=1Ei:” t:ZL%
=100 =100 ~17.215

Como t=17.215€ W = (6.251, +00), devemos rejeitar Hy ao n.s. de ap = 10%. [ou a qualquer
outro n.s. superior a 10%].

2. Medigdes efetuadas em 12 individuos conduziram aos seguintes resultados referentes ao nivel de
colesterol Y (em mg/100ml) e a idade x (em anos) de um individuo:

12 12 12 12 12
Y x;=619, Y x7=34059, ) y;=2436, Y y:=538156, Y x;y;=132520,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

onde [min;—,_ 12 X;, max;—1, 12 X;] = [33, 76].

(a) Considere o modelo de regressdo linear simples de Y em x e determine a estimativa de minimos (2.0)
quadrados do valor esperado do nivel de colesterol para um individuo com 50 anos.
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e Estimativade MQ de E(Y | x) = B0 + f1 x com x =50
Uma vez que

n=12

" xi =619
x=1yn x=82=51.58(3)

" X2 =34059

" X2 —n(%)?=34059-12 x [51.58(3))* = 2128.91(6)
" yi=2436

7= LI, yi= 258 208
X!,y =538156
Y y?-n(j)?*=538156—12 x 203> = 43648

Z?:l x;y; = 132520
Y Xiyi—nXy=132520-12 x51.58(3) x 203 = 6863,

as estimativas de MQ de 1, Bo e Bo + 1 x sdo, para este modelo de RLS, iguais a:

b = Z%lxizyz'—n_f}_/
i X; —n(X)?
6863
= 212891(6)
~ 3.223705

Bo = 7-Pixx
~ 203-3.223705 % 51.58(3)
~ 36.710550

Bo+P1x = 36.710550 +3.223705 x 50
=~ 197.895800.

(b) Apé6s ter enunciado as hipdteses de trabalho que entender convenientes, teste a hipdtese

Hy: B1 =0, ao nivel de significancia de 1%.

e Hipéteses de trabalho
[Yi=Bo+pP1xi+€;,i=1,2,...,n, com]

i.d. .
€; "% Normal(0,02),i=1,...,n

* Hipéteses
Hp:p1=p1,0=0
Hy:p1#0

* Nivel de significancia
[ 1%

o Estatistica de teste

__bBi-Pio
T=—~q, ln-2
__ 62
i X -n¥

* Regido de rejeicao de Hy (para valores da estatistica de teste)

Estamos a lidar com um teste bilateral (H; : §; # 0), pelo que aregido de rejeicao de Hy é uma
reunido de intervalos do tipo W = (—o0, —¢) U (¢, +00), onde c: P(Rejeitar Hy | Hy) = ay, i.e.,
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c = F!

l(n-2)

(1—-ap/2)
= F.) ,(1-0.01/2)
= F; ! (0.995)

LG0)

3.169.

tabelalcalc.

¢ Decisao
Tendo em conta os valores obtidos em (a), bem como o de

(éylz - nJ'/z) - (B (gxlz - ”552)

1
= 55 (43648 —3.223705% x 2128.91(6))

~ 2152.371483,
o valor observado da estatistica de teste é igual a

ﬁl _IBI,O

__ 6
n 2_ 2
Zi=1 Xy—nx

3.223705-0
/2152.371483
2128.91(6)
3.206092.

Como £ =3.206092 € W = (—o0,—3.169) U (3.169, +00) devemos rejeitar Hp ao n.s. de 1% [bem
como a qualquer n.s. superior a 1%. Com efeito, podemos concluir que devemos rejeitar
a hipétese de o valor esperado da varidvel aleatéria Y ndo ser funcao linear da varidvel
explicativa x.]

1
&2
n—-2

r =

(c) Determine e interprete o valor do coeficiente de determina¢ao do modelo ajustado. (1.0
¢ Calculo do coeficiente de determinacdo

2 (Z?leiyz'—nfc)_’)z

(B -n@)x (L, v -ni?)
68632

2128.91(6) x 43648

0.506880.

r

1

* Interpretacao coeficiente de determinacao
Cerca de 50.7% da variacao total da varidvel resposta Y é explicada pela variavel x, através do
modelo de regressao linear simples ajustado, donde possamos afirmar que a recta estimada
parece ajustar-se razoavelmente ao conjunto de dados.
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