DM

seeanraveno Probabilidades e Estatistica 22 semestre - 2017/2018
DE MATEMATICA TODOS OS CURSOS 04/07/2018 -11:30
TECNICO LISBOA

Duracgdo: 90 minutos 12 Teste C

Justifique convenientemente todas as respostas

Grupo I 10 valores

1. Um relatério anual estabelece que 63% dos utilizadores de servicos méveis possuem um smartphone. A
probabilidade de um utilizador aceder a internet através do seu telemével é igual a 77% (respetivamente
8%), se o utilizador possui um smartphone (respetivamente nao possui um smartphone). Considere um
utilizador de servigos méveis escolhido casualmente.

(a) Calcule a probabilidade de esse utilizador aceder a internet através do seu telemovel. (2.5)

* Quadro de acontecimentos e probabilidades

Acontecimento Probabilidade

S = {utilizador possui smartphone} P(S) =0.63

I = {utilizador acede a internet} P() ="
P(]S)=0.77
P(I1S)=0.08

* Probabilidade pedida
Pela lei da probabilidade total, tem-se

P(I) P(I|S)x P(S)+P(I|S) x P(S)
0.77 x 0.63 +0.08 x (1 —0.63)
0.5147

(b) Qual é a probabilidade de esse utilizador possuir um smartphone, sabendo que acede a internet (2.5)
através do seu telemével ?

* Probabilidade pedida

Invocando o teorema de Bayes, segue-se
P(I]S)x P(S)

PS|D =
P(I)
@ 0.77x0.63
B 0.5147
~ 0.942491.

2. O tempo de vida (em hora) de certo tipo de valvula é descrito pela varidvel aleatéria X com funcao de
distribuicao

Fy(x) 0, x <100
X) =
X 1- 19 x> 100.
(a) Determine a mediana de X. (1.0)

* V.a. de interesse
X =tempo de vida de certo tipo de valvula

e Mediana de X )
me=me(X) € (100,+00) : Fx(me)= 5

1002 1

me2 2
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100%
me=me(X) € (100, +o0) : —= 0.5

me

me=100v2

me ~141.421356.

(b) Deduza a fung¢ao de densidade de probabilidade de X e calcule o valor esperado do tempo de vida (2.0)
desse tipo de vélvula.

e Ed.p.de X

Fx(x) dFy(x)

dx
{wzleoozxfi x> 100

dx
0, C.C.

 Valor esperado de X
+00
f xx fx(x)dx

(e9)

E(X)

+00
f xx2x100%x x 3dx
100

+00
f 2x100%x x % dx
100

2 —1|t%
=2 x 100" x x| 0

= 200.

(c) Selecionadas ao acaso 5 valvulas deste tipo, qual é a probabilidade de exatamente 2 delas terem (2.0)
tempo de vida superior a 200 horas?

* V.a. deinteresse
Y =no. de valvulas com tempo de vida superior a 200 horas, em 5 selecionadas ao acaso

* Distribuicao de Y
Y ~ binomial(n, p)
com
n=>5
p = P(X > 200) = 1—FX(200)=1—( —%82) =1=025

e Ep.de Y
P(Y =y)=(])025V(1-0.25°7, y=0,1,..,5

e Prob. pedida

5
P(Y=2) = 2) 0.25% (1-0.25)°72
= 0.263671875
tabela
[= Fbinomial(5,0.25) (2)— Fbinomial(5,0.25) (1) = 0.8965-0.6328 =0.2637].
Grupo II 10 valores

1. A dureza de uma peca de ago (na escala de Rockwell) é descrita por uma varidvel aleatéria X com
distribuicao uniforme continua no intervalo [50, 70].

(a) Calcule a probabilidade de a dureza de uma peca estar compreendida entre 53 e 68 unidades. (1.5)
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e V.a. de interesse
X = dureza de uma peca de aco

¢ Distribuicao de X
X ~ uniforme continua(50, 70)

1 _ 1
fX(X):{ =0-50 — 250 20=x=70

0, caso contrario
e Prob. pedida

68
P(3<X<68) = f fx(x)dx
53

68 1
f —dx
53 20

(x68

% 53
68— 53

20

(b) Obtenhaum valor aproximado para a probabilidade de a média das durezas de 36 pecas ser inferior (3.0)
a 62 unidades, considerando as durezas dessas pecas varidveis aleatérias independentes.

* Va.
X;=durezadapecai, i=1,...,n
n=36

* Distribuicao, valor esperado e varidncia comuns
X; “L% X < uniforme continua(50,70), i=1,...,n
EX)=EX)=p=2%0=60, i=1,.,n

V(X)=V(X)=g2= T80 10 ;_q _ p

* V.a. de interesse
K= %2?21 X; = média da dureza de n pecas

* Valor esperado e varidncia de X,
Xi~X 1

EX)=EMLYL Xi)=1%" EX) =" ixnEX)=EX)=p
- X;indep.
V(X) = V(% ?:1Xi) = # X zr'lzl V(X;

Xi~X _VX) _ g?
) = ﬁXnV(X)_ n ~n

* Distribuicdo aproximada de X
Pelo teorema do limite central (TLC) pode escrever-se

X-EX) X-pg,
— = —— ~ Normal(0, 1).
v V(X) vn

* Valor aproximado da probabilidade pedida

_ X-p 62—
P(X<62) = P( —F U“)
vn vn
6260
TéC o
/100/3
36
=~ ®(2.08)
tabelg/mlc 0.9812.

2. Considere o par aleatério (X, Y) com funcao de probabilidade conjunta
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(a) Complete a tabela e averigtie se X e Y sao varidveis aleatérias independentes.

e Obtencao de a

2 4
a : Y PX=xY=py=1
x=1y=1
2 3 4 5)(3 4 5
—t—+t—t—|t|mt=+t=+a|=1
32 32 32 32) (32 32 32
26 3
a=1-—=—
32 16

* Ep. conjunta e marginaisde X e Y
Foram sumariadas na tabela seguinte:

Y

X 1 2 3 4 | PX=x
1 2 3 4 5 I}
32 32 32 32 32
9 3 4 5 6 18
32 32 32 32 32

_ 5 7 9 11

PY=Y) |35 35 33 3 1

* Dependénciaentre X e Y
X e Y sdo v.a. INDEPENDENTES sse

PX=x,Y=y)=PX=x)xP(Y=y), V) € R%.
Se por um lado
2 1
PX=1,Y=1)=— [= — =0.0625],
32 16

por outro

14 5 35
PX=1)xP(Y=1)=—

X — = — [=0.068359].
32 32 512

Deste modo conclui-se que
PX=1,Y=1)#P(X=1)xP(Y =1),

pelo que X e Y sdo v.a. DEPENDENTES.

(b) Determine E(X|Y = 2).
e Va.
X|Y=2

e Ep.de X |Y =2
Uma vez que

2
P(Y=2) = ) PX=x,Y=2)

x=1
3 4

= _ 4 —
32 32

7

- 32’
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temos

P(X=x,Y=2)
PX=x|Y=2) = —

P(Y =2)

N[l l~lgsles
=
|
—

N ~Njw

xX=2

(%)

restantes valores de x

pm

e Valor esperadode X | Y =2
2

EX|Y=2) = XxPX=x|Y=2)

x=1

3 4

= 1x—-—+4+2x—

7 7
11
7

(c) Calcule V(X -Y). (2.5)

 Variancia pedida
Uma vez que se pretende calcular
VIX-Y) = VX)+V(Y)-2xcov(X,Y)
= VX)+V(Y)-2x[E(XY)—-E(X)xE(Y)],
serdo necessdrios alguns cdlculos auxiliares que envolverdo as f.p. conjunta de (X,Y) e
marginais de X e Y obtidas na alinea (a).

* Valor esperado e variancia de X
2
EX) = xxP(X=x)
x=1

14 18
= 1x—+4+2x—
32 32

25
16

V(X) E(X?*) - E*(X)

2
= Y ¥*xP(X=x-EX)
x=1

, 14 ., 18) (25)?
= |[I"x —=+2"x—|—[—
32 32) \16
_ 86 625
~ 32 256
63
- 256

* Valor esperado e varidnciade Y
4

E(Y) = yxP(Y =)
y=1

5 7 9 11

= IX—4+2x—+3x—+4x —

32 32 32 32
_ 45
16

V(Y) = E(Y?-E*Y)

2
= Y y*xP(Y =y) - E*(Y)
y=1
5 7 9 11\ [(45)?
= 12><—+22><—+32><—+42><—)—(—)
32 32 32 32) \16
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Vy) =

290
32
295
256

2025
256

 Valor esperadode X Y

2 4
Z nyxP(X:x,Yzy)
x=1y=1

E(XY)

e Covariancia
cov(X,Y

)

—

( 3
+

32
35

8

2 3 4
Ix1Ix—+1%x2x —+1%x3x—+1%x4x—
32 32 32

E(XY)-E(X)x E(Y)
35 25 45

_x_
8 16 1

5
256

* Variancia pedida (cont.)

VX-Y)

VIX)+V(Y)-2xcov(X,Y)

63 295 _
256 256
23

z,

6

dw
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)
32

32

2)

4 5
2x1x —4+2%x2x —+2%x3x —+2x4x —
32 32



