DM Probabilidades e Estatistica

12 semestre —2017/2018
DEPARTAMENTO . .
DE MATEMATICA LEE, LEIC-A, LEIC-T, LEMat, LERC, MEBiol, MEBiom, 11/01/2018 — 11:00
TECNICO LISBOA MEEC, MEFT, MEMec, MEQ
Duracao: 90 minutos 2% teste B

Justifique convenientemente todas as respostas

Grupo I 10 valores

1. A concentracdo de um nutriente em determinado produto alimentar é uma varidvel aleatéria com
funcao de densidade de probabilidade dada por

O@+1x?, 0<x<1
0, caso contrario,

fx(x) = {

onde 6 é um paradmetro positivo desconhecido. Seja (Xj, ..., X;) uma amostra aleatéria de X.

(a) Mostre que o estimador de maxima verosimilhanca do parametro 6, com base na amostra aleatéria (2.5)
. . 2 —n
referida acima, é dado por ST Inex) 1.
* V.a. de interesse
X = concentra¢do de um nutriente em determinado produto alimentar

e Ed.p.de X

o) = O@+1x?, 0<x<1
X700, caso contrario
¢ Parametro desconhecido

0, 6>0
e Amostra

x = (x1,...,Xx,) amostra de dimensdo n proveniente da populacao X

* Obtencio do estimador de MV de 6

Passo 1 — Funcao de verosimilhanca

L(6]x) = fx(x)
jinde n
s [T7x &
i=1
. n
XX [T /xx)

i=1

~
1l

I
s

[0 +1)]

o 6
= (9+1)"(Hxi) , >0
i=1

Passo 2 — Funcao de log-verosimilhanca

~
1l
—

n
InL@x)=nln@+1)+0 )_In(x;)

i=1

Passo 3 — Maximizacao
A estimativa de MV de 6 passa a ser representada por 0 e

dinL(6 . .

%Lx) 0= =0 (ponto de estacionaridade)
é =

d*InL@O|x) A

— |y <0 (ponto de maximo)

n n N —
m +Zi:11n(x,) =0
_n

0+1)2 <
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A

R 0= e ln(xl -

M <0 (proposicdo verdadeira porque n>0e Z?zl In(x;) #0).
Passo 4 — Estimador de MV de 0

EMV(@) = — " _
1 In(Xy)

(b) Obtenha a estimativa de mdaxima verosimilhanca de h(0) = 9+1 baseada na concretizagdo (1.5)
(x1, X2, X3, X4, X5) = (0.32,0.24,0.56,0.67,0.58) para a qual ;7:1 ln(x,) =~ —4.09.

¢ Estimativa de MV de 0

—n
6 = ST
X In(x;)
—5
= — 1
—4.09
= (.222494

e Outro parametro desconhecido

_0
h6) = 555

* Estimativa de MV de /2(0)
Invocando a propriedade de invariancia dos estimadores de maxima verosimilhanca, tem-se
que a estimativa de MV de k() é dada por
@) = h@
6+1
0+2
0.222494 + 1
0.222494 +2

=~ 0.550055.

1

(c) Averigiese X éum estimador centrado de h(6). (1.0)
* Parametro desconhecido

_ 0+1
no) =44

e Estimador de h(0)
X
* Valor esperado de X
Uma vez que X" X i=1,...,n, segue-se que:
E(X) E(X)

1
f ©+1)x 1 dx
0

i
=
=

¢ Conclusio
Uma vez que
o T se diz um estimador centrado de h(0) caso E(T) = h(0),V6 > 0,
podemos afirmarque X é um estimador centrado de k().
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2. O diametro (X, em mm) dos cilindros hidraulicos produzidos por determinada fdbrica possui
distribuicdo normal com parametros desconhecidos p e 0. A concretizagdo de uma amostra aleatéria
de dimensdo 10 conduziu aos seguintes resultados: 2121 X;=846 e 2121 x? =71607.

(a) Determine um intervalo de confianca a 95% para o2 (2.5)

¢ V.a. de interesse

X = diametro de cilindro hidraulico produzido pela fabrica

Situacao

X ~normal(y,0?)
1 desconhecido
0% DESCONHECIDO

Obtencio do IC para o

Passo 1 — Selecgdo da v.a. fulcral para o

_(n—-1§*

V4 2

2
~ X(n—l)

[uma vez que é suposto determinar um IC para a variancia de uma populac¢do normal, com
valor esperado desconhecido.]

Passo 2 — Obtencao dos quantis de probabilidade
Ao ter-se em consideracdo que 7 =10 e (1 — a) x 100% = 95%, far-se-4 uso dos quantis

tabelalcalc.

2.700

tabelalcalc.

aq =F7! (a/2)=F7 (0.025)
(n-1) X©
be =F,' (1-a/2)=F'(0.975)

(n=1) ()]

19.02.

Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,
Plag<Z<by)=1-«a

P[aaswsba]:l—a

o
Plls—2 <1ll=-1-¢
by — (n-1)S2 — aqo | —

p

— 2 _ 2
)8 <ol 228 ]:l—a

Passo 4 — Concretizacdao
Atendendo ao par de quantis acima e ao facto de

2 L[y 2 e
Y x:-nX)
i=1

S =
n—1

1 2
= ——[71607-10 x (846/10)°]

10—-1
= 3.9(3)
(n—-1)s° (n—1)s?
ICa-ayx100%(©0%) = ,
(=@ 100% Fl (1-a/2) F} (al2)
Xn-1) (n-1)
segue-se:
(10-1)x3.9(3) (10-1)x3.9(3)
ICos9(0%) = :
19.02 2.700
=~ [1.860928, 13.109220].
(b) Teste Hy:02=4 contra H;:02>4. Decidacom base no valor-p. (2.5)

* V.a. de interesse e situacao
Ver alinea (a).
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* Hipoéteses
Hy:0%=03=4
H,:0%> 0'%

¢ Estatistica de teste

(n—-1)8* >
= 2 “Ho X(n-1)
0
[dado que se pretende efectuar um teste sobre a variancia de uma populagdao normal, com
valor esperado desconhecido.]

* Regido de rejeicdo de Hy (para valores da estatistica de teste)
Estamos a lidar com um teste unilateral superior (Hj : 0 > 03), logo a regido de rejeicao de
Hj (para valores da estatistica de teste) é do tipo W = (¢, +00).

¢ Decisao (com base no valor-p)
O valor observado da estatistica de teste é igual a
(n—1)s*
7%

(10-1) x3.9(3)
4

8.85.

Uma vez que a regido de rejeicao deste teste € um intervalo a direita, temos:

valor—p = P(T > t| Hy)

= 1 —FX%VH)(I)

= 1-F, (8.85)
©

1

calcltabela

0.451234.
Deste modo € suposto:

- ndao rejeitar Hp a qualquer n.s. ag < 45.1234%, pelo que Hy ndo é contrariada pelos dados
aos n.u.s. (1%,5%, 10%);

- rejeitar Hp a qualquer n.s. ag > 45.1234%.

[Em alternativa, poderiamos recorrer as tabelas de quantis da distribuicdo do qui-quadrado
com 9 graus de liberdade e adiantar um intervalo para o p-value:

F' (0.50)=8.343 < t=8.85<9.414=F>'(0.60)
X(g) X(g)
0.50 < Fy2 (8.85)<0.60
1-0.60 < 1-F,2 (8.85)<1-0.50
0.40 < wvalor-p<0.50.
Assim, é suposto:

— nao rejeitar Hy a qualquer n.s. ag < 40%, pelo que Hy nao é contrariada pelos dados aos
n.u.s. (1%, 5%, 10%);

— rejeitar Hp a qualquer n.s. ag = 50%.

‘ Grupo II 10 valores

1. Ao recorrer a um pequeno programa destinado a gerar 250 nimeros pseudo-aleatérios no intervalo
[0, 10], obtiveram-se os seguintes dados:

Classe (0,2] 12,4] 14,6] 16,8 18,10]
Frequéncia absoluta observada | 38 55 54 41 62

Uma engenheira informética defende a hip6tese Hy de que o programa gera niimeros pseudo-aleatérios
que seguem uma distribuicao uniforme continua no intervalo [0, 10].
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(a) Calcule os valores das frequéncias absolutas esperadas sob Hy de cada uma das classes. (1.0)

¢ V.a.de interesse
X = numero pseudo-aleatério gerado pelo programa

e Distribuicao, f.d.p. e f.d. conjecturadas
X ~ uniforme continua(0, 10)

1
7 0=x=<10
_J] 10
fx {0, C.C.
J20dt=0, x<0
Fx()=P(X<x)=[*_ fxdt=< [’ 0dt+ [ Ldt=:%, 0<x<10

So0de+ [0 Lde+ [jjodt=1, x>10.

* Frequéncias absolutas esperadas
Atendendo a dimensao da amostra n = 250 e a f.d. conjecturada, segue-se, parai =1,...,5:

E; = nx[FQRi)—FQ2i-2)]

(21 2i —2)

= 250x

10 10

1

= 250 x —
5

= 50.

(b) Teste Hy, ao nivel de significancia de 10%. (3.0)

* Hipoéteses
Hj : X ~ uniforme continua(0, 10)
H; : X # uniforme continua(0, 10)

* Nivel de significancia
ao = 10%

* Estatistica de Teste
T= Z (O; E, aHO X%k—ﬁ—l)’
onde:
k = No. de classes =5
O; = Frequéncia absoluta observavel da classe i
E; = Frequéncia absoluta esperada, sob Hy, da classe i

B = No. de parametros a estimar = 0 [dado que em Hj se conjectura uma distribuicao
especifica.]

* Frequéncias absolutas esperadas sob H
De acordo com (a), os valores das freq. absolutas esperadas sob Hy sdo: E; =50,i=1,...,5

[Nao é necessdrio fazer qualquer agrupamento de classes uma vez que em pelo menos
80% das classes se verifica E; = 5 e que E; = 1 para todo o i. Caso fosse preciso efectuar

agrupamento de classes, os valores de k e ¢ = F;} (1 — ap) teriam que ser recalculados...]
(k—B-1)

* Regido de rejeicao de Hj (para valores de T)
Tratando-se de um teste de ajustamento, a regido de rejeicdo de Hy escrita para valores de T
é o intervalo a direita W = (¢, +00), onde
Fo  (1-a)
Xie-p-1)

= F3;' (1-0.10)
(5—-0-1)
= F;} (0.90)

4

c

tabelalcalc.

7.779.
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e Decisao
No célculo do valor obs. da estat. de teste convém recorrer a seguinte tabela auxiliar:

Classei Freq.abs.obs. Freq. abs. esp. sob Hy Parcelas valor obs. estat. teste

; i—Ep)°
1 0; Ei %
1 [0,2] 38 50 88507 _ gg
2 12,4] 55 50 0.50
3 14, 6] 54 50 0.32
4 16,8] 41 50 1.62
5 18, 10] 62 50 2.88
2
Zi.czlol-:n Zleeizn I—Z (Ol—lel
=250 =250 ~8.20

Como t = 8.20 € W = (7.779, +o0), devemos rejeitar Hy ao n.s. de @y = 10% [ou a qualquer
outro n.s. superior a 10%].

2. A densidade relativa de certa madeira € descrita pela varidvel x e a forca maxima necessdria para o seu
esmagamento em compressao paralela ao grio é representada pela varidvel aleatéria Y (em psi). Uma
amostra de dimensao 10 conduziu aos seguintes valores:

Y xi=431, Y% x3=18629, Y% y;=24520, Y!° y¥=61761600, X% x;y;=10632.9,

..........

(a) Ap6s ter enunciado as hip6teses de trabalho que entender convenientes, calcule as estimativas de
maxima verosimilhanca dos parametros da reta de regressdo linear simples de Y em x, bem como
a estimativa de maxima verosimilhanca de E(Y | x = 0.431).
» Hipéteses de trabalho
e; "L Normal(0,62), i = 1,...,n
» Estimativas de MV de S e §;
Dado que
n=10
Z?:l x; =4.31
x= %z;?:l x; =431 =0.431
' X2 =1.8629
x2 - n(%)?%=1.8629—10 x 0.431? = 0.00529

i= 1 i
YL, yi=24520
y= lzn Vi= 24520 — 2452
Yr Y= 61761600
Yr, yi—n(j)?*=61761600— 10 x 2452* = 1638560

Y xiyi=10632.9
Y xiyi—nij=10632.9-10 x 0.431 x 2452 = 64.78,

as estimativas de MV de f; e By sdo, para este modelo de RLS, iguais a:

b = Y Xiyi—nxy
?1x —n(%)?
6478
~0.00529
~ 12245.7
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Bo = 7-Pixx
~ 2452122457 x 0.431
—2825.9.

I

» Estimativa de MV para E(Y | x = xg) = Bo + B1X0, com xp = 0.431
EYlx=x0) = Po+Pixo

—2825.9+12245.7 x0.431

2452.

[Nao cometemos qualquer erro de extrapolacdo ao estimar pontualmente E(Y | x = xp) =
Bo + B1 x xp uma vez que Xy € [min;=;, ,X;, max;=1,. ,xX;]. Note-se que, neste caso xp = X,
logo E(Y | x = xp) = Bo+ 1 X = (7 — B1 x X) + 1 X = j, como se pdde constatar acima.]

I

(b) Teste a hipotese E(Y | x = 0.431) = 2500, ao nivel de significancia de 5%. (2.5)
* Hipéteses (com xy = 0.431)
Ho E(Y | x= Xp) = E()(Y | Xo) = 2500 vs.
Hy :E(Y | x = xp) # Eo(Y | x0)
* Nivel de significancia
aog = 5%

¢ Estatistica de teste

_ _(Bo+Prxo) — Eo(YIxo)
=

* Regido de rejeicao de Hy (para valores de T)
Estamos a lidar com um teste bilateral (H; : E(Y | xo) # Eo(Y | xp)), pelo que a regidao de
rejeicdo de Hy [escrita para valores observados da estatistica de teste] € W = (—oo,—c) U
(c,+00), onde
¢ : P(Rejeitar Hy | Hy) = ag

T

- Hy tin-2)
Xo—X.

1
)
no Yyl x;-nXx

c=F., (1-a/2)
¢c=F; (0.975)
mbelg/calc 2306

* Decisdo
Tendo em conta que
. 1
&2
n-2

(i:ilylz - nﬁz) ~ (B (l:ilx’z - ”552)

1
= 03 (1638560 — 12245.7% x 0.00529)

=~ 105660.1,
o valor observado da estatistica de teste é igual a
(Bo + P1x0) = Eo(Y |x0)

\/ 52 x e
2452 — 2500

1, (0.431-0.431)2
\/105660.1 X [E + W]

r =

1
ﬁ+

I

—0.466967.
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Como t = —0.466967 ¢ W = (—o0, —2.306) U (2.306, +o0), nao devemos rejeitar Hy, ao nivel de
significancia ay = 5% [ou a qualquer outro n.s. inferior a 5%)].

(c) Calcule e interprete o valor do coeficiente de determinacao do modelo ajustado.
 Calculo do coeficiente de determinacao
, (S, xiyi - nx )
(ER g -n®)x (S, v - ni?)
64.78°

0.00529 x 1638560
0.484132.

r

I

¢ Interpretacao coeficiente de determinacao
Cerca de 48.4% da variacgao total da varidvel resposta Y é explicada pela varidvel x, através do
modelo de regressao linear simples ajustado. Donde possamos afirmar que a recta estimada
ndo parece ajustar-se bem ao conjunto de dados.
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